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Vorwort

Dieses Skript richtet sich an Physikstudenten, bei denen die Funktionentheorie in
den Mathematikvorlesungen zu kurz gekommen ist. In den Tutorien der Elektrodyna-
mik oder der Quantenmechanik ben6tigt man namlich gelegentlich die Methoden der
Funktionentheorie bei der Lésung von Integralen.

Weil meine Vorlesungsmitschrift der Funktionentheorie unbrauchbar war, musste
ich die mir wichtig erscheinenden Inhalte aus Lehrbiichern und aus im Internet ver-
offentlichten Vorlesungsskripten zusammengetragen. Besonders hervorzuheben sind

dabei

e Manfred Dobrowolski, Einfilhrung in die Funktionentheorie, Vorlesungsskript
Universitat Wiirzburg 2016,

www.mathematik.uni-wuerzburg.de/ dobro/fu/b.pdf

e Andreas Gathmann, Einfiihrung in die Funktionentheorie, Vorlesungsskript TU
Kaiserslautern 2016,/2017,
www.mathematik.uni-k1.de/ gathmann/class/futheo-2016/futheo-2016.pdf

e Michael Stoll, Vertiefung der Funktionentheorie, Vorlesungsskript Universitét
Bayreuth 2009,/2010,
www.mathe2.uni-bayreuth.de/stoll/teaching/VertFunktionentheorie/

Skript-VertFunktionentheorie.pdf

e Jens Struckmeier, Komplexe Funktionen fiir Studierende der Ingenieurwissen-
schaften, Vorlesungsskript TU Hamburg-Harburg 2012,
www.math.uni-hamburg.de/teaching/export/tuhh/cm/kf/12/vorlesungen/
vorlesung-kf.pdf

e Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Phy-
sik, Hochschultaschenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin,
1988

e Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Springer-Lehrbuch Elek-
trodynamik, 7. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2004

e Helmut Fischer und Helmut Kaul, Mathematik fiir Physiker, Band 1 Grundkurs,
4. Auflage, Teubner-Verlag, Stuttgart, Leipzig, Wiesbaden, 2001

Das Ziel meiner Darstellungsweise ist nicht mathematische Strenge und Ausfiihrlich-
keit, sondern schnelles Verstehen durch Anschaulichkeit, weshalb dieses Skript bei
Mathematikern moglicherweise Stirnrunzeln hervorruft. Aufserdem kann ich keine Feh-
lerfreiheit garantieren, weil Korrekturleser nur schwer zu finden sind. Und schlielich
bedenke man, dass es hier nur um einen Einstieg in die Funktionentheorie geht, dass
also nicht alle Themen der Funktionentheorie und nur ein kleiner Teil ihrer Anwen-
dungsmoglichkeiten behandelt werden. Vielleicht ist dieses Skript aber dennoch eine
Hilfe fiir diejenigen, denen die einschlagigen Lehrbiicher zu ,beweislastig® oder als
Einstieg zu umfangreich sind.

Garrel, Juni 2021 Reinhard Weifs
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Beziehungen im Komplexen
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1 Ruckblick auf Vektorfelder im Reellen

Weil es gewisse Verhaltensihnlichkeiten gibt zwischen reellen vektorwertige Funktionen im R? und
komplexen Funktionen (Funktionen in der komplexen Zahlenebene), insbesondere aber zwischen ei-
nigen konservativen Vektorfeldern und holomorphen Funktionen, um die es in der Funktionentheorie
im Wesentlichen geht, wollen wir uns zu Beginn an die Vektoranalysis erinnern.

1.1 Eigenschaften von Vektorfeldern im Reellen

e Quellenfrei geméfs divV = 0 sind stets
* homogene Felder.
e Radialsymmetrische Vektorfelder bzw. Zentralfelder sind allgemein nicht quellenfrei.
Quellenfreie Sonderfille sind
* kugelsymmetrische Vektorfelder (im R?®) vom Typ

- t
VI=V() =V, = 28 fiir r>0),
T

also 7%—Fcldcr (elektrisches Feld einer Punktladung, Gravitationsfeld der Erde),

* axialsymmetrische bzw. zylindersymmetrische Vektorfelder vom Typ

const

V=V =V, = fir 0>0,

(elektrisches Feld um einen geladenen Zylinder) und

* ebene radialsymmetrische Vektorfelder (im R?) vom Typ

V=V =V, = COfSt fir r>0.

e Wirbelfrei gemafs rotV = 0 sind stets
* Gradientenfelder V (7) = grad &(7) von Potentialfeldern &(7)
* radialsymmetrische Felder bzw. Zentralfelder (elektrisches Feld einer Punktladung, Gra-
vitationsfeld einer Masse),
* axialsymmetrische bzw. zylindersymmetrische Felder (eletrisches Feld um einen gelade-
nen Zylinder).
e Eine wirbelfreier Sonderfall ist das konzentrisch-ringférmige Magnetfeld eines stromdurch-
flossenen linearen Leiters, weil es im linearen Leiter nicht definiert ist und sich folglich iiber
ein Gebiet erstreckt, das nicht einfach zusammenhingend ist.

e Konservativ sind Vektorfelder V (), deren Linienintegral

/V(F) -d7¥ wegunabhéngig ,
c

also nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingig ist und deren Integrationsweg nur in einem
einfach zusammenhéngenden Gebiet liegt.

Konservativ sind stets

* Gradientenfelder V', weil sie die folgende Eigenschaft besitzen:
ov, _ v,
oy Oz’

rotV =0 bzw. speziell im R?
——

Integrabilitdtsbedingung

* radialsymmetrische bzw. Zentralfelder V= Vime.=V,.e,..



1.2 Einfache Beispiele fiir reellwertige Vektorfelder

- 1 . 1 (cos
e V(ryp)=—é = <sin:§

r 72

) fir >0 im R? =

V(r.0) 1 cos ¢ 1 x/\/x? + y?
7’, = =
2 a:2—|—y2 ar2—|-y2 y/ /1'2+y2

sin ¢

_3
- u(x,y) - (22 4+y?) 2
= V(l‘,y) = = ( )73
v(x,y) y- (22 +92) 2
Ju y? — 222 Ju 3xy
Ox (2 +y2)5 Ay (22 +yz)5
0 3 0 29y
x (22 + 92 Y (22 +¢2)
2 2 2 2
| - - 1
z Y (x2 + y2) (x2 + y2)
- ov Ou
tV=———-—— =20
ro oxr 0Oy
Achtung!
Wie man sieht, ist das radialsymmetrische Vektorfeld (Zentralfeld) vom Typ
— t
\V|:V(r):Vr:g fir r>0
r

im R? bzw. in der Ebene nicht quellenfrei, withrend es im R? als kugelsymmetrisches Feld
quellenfrei ist.

Die Zirkulation um ein Rechteck x7 < zao, y1 < yo ist

—z -\ /d
u(z,y)) (da) _ (2-4y%)2 ‘ =A+B+C+D =0
v(z,y)) \dy L] \q
Cno 7 (z2+y2)2 Yy
O
mit
/ rdz o 1 N
(132—|—a2)% Va?+a?
Ac —(@+) 0 = @Bad) - (@),
T2
B (2B 2 oyt 2 2\ 3
(1 +9?) » (21 +93) (=1 +yi) *
C: —(@+y) [ = @) - (BT,
1
_11y _1 _1
D : —(z5+y°) 2; = (25+ui) *— (z5+u5) °




_ 1 1 S
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r sin ¢
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= V(x,y) = ( >:< ( ) 2)_1 .
v(w,y) y(m +y)
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(2% +97) v (@% +?)
— ou v
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ro dr Oy
Die Zirkulation um ein Rechteck z7 < x2, y1 < yo mit
rdz 1 9 9
/79524—@2 :§1n|x +a |
q 1
ist analog zur Funktion V (7, ) = — €,
r
f(U(%y)) (dw> #57) (Y) _aiBican —o.
’U(Z‘,y) dy ﬁ dy
Co
Cno
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Die Zirkulation um ein Rechteck x7 < zo, y1 < yo ist

uw(z,y)\ (dz) _ zz%’yz dr\
Cé(”(ﬁ,l’)) (dy>_ (w) (dy>_A+B+C+D7éO

Cno
mit
dx 1 T
ST 3= arctan — =
e+ a a a
1
T To T
A —ys-— arctan — = arctan — — arctan — ,
Y2 Y2 Y2 Y2
T2
1 Y1
Yy Y1 Y2
B : Ty - arctan — = arctan — — arctan — ,
T Tl T €
Y2
T2
X X1 o
C: —y-— arctan — = arctan — — arctan — ,
Y1 Y1 hn Y1
1
Y2
Y Y2 Y1
D : T9 - — arctan — = arctan — — arctan — .
T2 Zo x2 €2
Y1




2 Einige topologische Begriffe

Jordan-Kurven bzw. einfache Kurven sind stetige und schnittpunktfreie Kur-
ven. Schnittpunktfrei sind Kurven ohne Selbstiiberschneidung, sie werden oft
auch doppelpunktfrei genannt. Es gibt offene und geschlossene Jordan-Kurven.

., Zwei Wege, die umkehrbar eindeutig ineinander deformiert werden konnen,
heiflen homotop (oder dquivalent). Jedem Parameterwert auf dem einen Weg
mufs dabei genau ein Parameterwert auf dem zweiten Weg entsprechen, obwohl
die Wege geometrisch ganz verschieden aussehen diirfen. Es soll méglich sein,
den einen Weg in einem stetigen Prozef in den anderen Weg zu verformen !

In einer sternformigen Punktmenge M gibt es einen Punkt 2, das Sternzen-
trum, von dem aus alle Punkte p von M sichtbar sind, d. h., alle Strahlen von z
nach den Punkten p liegen vollstandig in M .

Eine offene sternférmige Menge heifit Sterngebiet.

Werden aus einer Umgebung U bestimmte Punkte ausgeschlossen, so ist die
verbleibende Umgebung eine punktierte Umgebung U . Wird beispielsweise
aus U der Punkt zy ausgeschlossen, resultiert die punktierte Umgebung

Topologischer Zusammenhang beziiglich Punktmengen

0-zusammenhingend = wegzusammenhangend:

Ein Gebiet ist wegzusammenhéngend, wenn sich je zwei Punkte durch einen
ganz in diesem Gebiet liegenden Strecken- bzw. Polygonzug verbinden lassen.
1-zusammenhéngend = einfach zusammenhéngend:

Ein Gebiet ist einfach zusammenhingend, wenn es wegzusammenhéngend ist
und wenn sich jeder geschlossene Weg in diesem Gebiet auf einen Punkt zusam-
menziehen lasst.

2-zusammenhéangend:

Ein Gebiet ist 2-zusammenhéngend, wenn sich jede geschlossene Flache in die-
sem Gebiet auf einen Punkt zusammenziehen lésst.

Eine Fliiche (Teilraum des R?) mit Lochern oder auch nur mit einem Punkt, der
nicht zu dieser Fliche gehort, ist 0-zusammenhédngend, aber nicht 1-zusammen-
héngend.

Ein Volltorus ist 0-zusammenhéngend, aber nicht 1-zusammenhéangend, weil sich
geschlossene Kurven, die das ,/Torusloch* umlaufen, nicht auf einen Punkt zu-
sammenziehen lassen, ohne dabei das Gebiet des Torus zu verlassen.

1Zitiert aus Hochschultaschenbuch von Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische
Methoden in der Physik, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Abschnitt 17.2.1
Linienintegral, Seite 495.
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e Ein Teilraum des R?® mit Lochern (,,Schweizer Kése®) oder auch nur mit einem
Punkt, der nicht zu diesem Teilraum gehort, ist unabhéngig von der Zahl der
Locher 0-zusammenhéngend und 1-zusammenhéngend, aber nicht 2-zusammen-
hangend. Es lasst sich ndmlich jede geschlossene Kurve unter Umgehung der
Locher auf einen Punkt zusammenziehen.

Es kann folgendes gezeigt werden:

e Auf einer 1-zusammenhédngenden Menge gilt
rotV=0 < V= grad® = Zirkulation von V=0.

e Auf einer 2-zusammenhédngenden Menge gilt
divV =0 <& V=rotA = FlussvonV aus geschlossener Flache =0 .

3 Grundlegendes zu komplexen Zahlen

12

e Die imaginiren Einheit i ist definiert durch

i?:=-1.

e Darstellung von komplexen Zahlen 2z € C

1. durch ihre Komponenten in der komplexen Zahlenebene :

z = x+iy, =z,y e R = Re{z} =2z, Im{z}=vy,

2. in der Polarform :

z = r-e¥ =|z]- e, r,p € R
mit
r=le = Vez= et )@ —ig) = Va2 ¢,
_ Y
@ = arctan = ,
x

Der Betrag von z, also |z| = r, und der Winkel ¢ sind die Polarkoordinaten
von z in der komplexen Zahlenebene. Der Winkel ¢ ist das Argument von

z=|z|- €, also o = arg(z).
In der Physik ist es iiblich ¢ als Phasenwinkel oder Phase zu bezeichnen.

3. in der trigonometrischen Form :
z = |z| - (cosp +1isiny)
mit '
cosp +ising = €%,

’eiﬂ = Vel . eiv = \/(Cos @ +1isinp)(cosp — isin @)

= \/cos2cp—l—sin2<p =1.

Die Funktion f(p) = e'¥ beschreibt also den Einheitskreis in der komplexen
Zahlenebene.



e Die Euler-Identitat

Mit der Taylor-Entwicklung der komplexen Exponentialfunktion f(p) = e'®
um den Entwicklungspunkt ¢y = 0 leiten wir die sog. Euler-Formel her:

: 2 2 3.3 4 4 5, 5 :6, .6 77 8, .8
: ip 20?3 it PPpd 150 iTpT 8y
L _r
e T T T T (R TR T
2 3 4 5 6 7 8 o0 .
_ S S CET CURTIES RN A T I on
R TR TR e T Ty TH A R T _z%n!“p

2 4 6 8 3 5 7
Y (PP _ .
S TIRAT +.+1<1! 375 7!)+

o 30271 0 S0271,—1—1
= 1" ' —1)"
;( Vo T lnzzo( S ey
¢¥ = cosp + ising . g

Die komplexe Funktion f(¢) = €% = cosp + ising mit Re{f} = cosy und
Im{f} = sing beschreibt den Einheitskreis mit ¢ = /224 y? = 1 in der
komplexen Zahlenebene. Das Argument bzw. den Winkel ¢ erhalten wir mit
¢ = arctan £ .

Beziiglich der Sinus- und Kosinusfunktion ist folgendes zu beachten:

Die reellen Funktionen cos(¢) = u(p) und sin(y¢) = v(p) schwanken zwischen
der oberen Schranke +1 und der unteren Schranke —1 hin und her, d.h., sie
sind (fiir ¢ — 400) divergent. Thre Taylor-Reihen hiangen jedoch von n ab, kon-
vergieren fiir jedes beliebige ¢ und besitzen demzufolge den Konvergenzradius
r = oo mit dem Konvergenzintervall | — co, +o00[ auf ¢:

1
limsup {/|an|
n—oo
1
ro= = limsup 1/ (2n)! = oo,
. n/|(=1)" n—00
tim sup {/ Ty

1
r o= — = limsup {/(2n+1)! = oo.
lim sup 1/ Dl (‘524131)|!| oo

n—0o0

Mit zunehmendem n wéchst ndmlich die Fakultat schneller, als die n-te Wurzel
abnimmt.

e Vergleich des kartesischen 2-dimensionalen Vektorraums mit der komplexen Zah-
lenebene:

Die Vektoraddition

(a1, by) + (aq, by) = (a1 + az, by + by) bzw.

13
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D+ 2 = (1€, + b1€y) + (a2€, + ba2€}) = (a1 + a)€, + (b1 + by)é€,
entspricht der Addition in der komplexen Zahlenebene:
21+ 29 = (ag +iby) + (ag + iby) = (a1 + az) +i(by + b2) .
Das Skalarprodukt
(a1, by) - (ag, by) = ajag + byby bzw.

21 "Ry = (aléa + bléb) : (GQéa + bgé},)
= aias (éa : éa) —|—CL1b2 (éa : éb) +b1a2 (éb : éa) +b162 (é}, : é},)
=1 =0 =0 =1
entspricht nicht der Multiplikation in der komplexen Zahlenebene:
Z1 Ry = ((11 -+ 1b1> . (CLQ + le) = a1a2 + ialbg + iblag — blbg
= (a1a2 — blbz) + i(a1b2 + (Zle) .

Die Multiplikation komplexer Zahlen ist sinngemaéfs eine Drehstreckung bzw.
eine Drehstauchung geméfs

27 = el el = (p )t — o

e Rechenregeln

* Konjugation komplexer Zahlen = komplex konjugierte Zahlen:

Z = z — iy = re ¥ ist die komplex Konjugierte zu 2 = x +iy = re'¥.

wl
I
IS

212 = Z1 £ 7,
21" 22 = 2122,
21\ &
(2) -2
2z =2 4+y? =1 = |27,
eZ = e .

Der Betrag eines Produktes komplexer Zahlen ist gleich dem Produkt
ihrer Betrage:
|21+ 22| = |z1] - [22]

denn |z 2= (21-22) - (21-20) = (Z1- 21) - (2 22) = |21 ]* - |22



* Dreiecksungleichung: |21 + 23| < |z1] + |22] .

Beweis mit
z: =22 und z4+ZzZ=(u+iv)+ (u—1iv) =2u < 2vVu? +v? =2z,

z2+zZ < 2|z |. (1)

Fiir die linke Seite der Dreiecksungleichung gilt:

|Zl + 22|2 = (21 -+ ZQ) . (21 + 22)
= (214 22) - (71 + 22)

= 2121 + Z1%2 + ZiZy + 2%
—_——
= lal* + {z + 7z} + |=)*.
Fiir die rechte Seite der Dreiecksungleichung gilt:

2
(lzal + 122l ) = Jaal* + 20zllze] + [z
= |z)? + 2V2z 7 + |2f?
= |z’ + 2Va:m 7z + |2f
= [af + 2VaZm % + [l
= |z)? + 2Vz2-Z + |»)?
——
= |al* + {2]z]} +]2.
Der Vergleich der geschweiften Klammern mit (1) liefert den Beweis.

Weiterhin gilt auch

“21!—\22!’ < |z + 2| < Jal+ |zl

e Wir zeigen

|ez| — eRe{z}
et = |e*| = Ver - 67 = Ver - 7 = Vert? = VeRelz} = oRelsl
oder = |e* -] =[] - |o] = |e| = o7 .

~~~

=1
e Die Darstellung von Potenzen 2°, z € C, b € R erfolgt am ecinfachsten in der
Polarform geméafs

2= (r4iy) =rb- et = 2] 7.

Achtung! ,, Die aus dem Reellen bekannte Definition a® = exp(b loga) kann

zwar ibernommen werden, ist aber mit Vorsicht zu geniefien:
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Beispiel ... Fiir reelle Zahlen gilt (a®)” = a". Dagegen

’ e(27r1)~1 _ e—27r )

(e%)i — i = QllegD)i _ 4
Es ist in jedem Fall zu untersuchen, ob in der Definition a® = exp(b loga)
Eindeutigkeit herrscht oder nicht. Ist a reell und positiv, so kann man hier Ina
nehmen, was zur Eindeutigkeit von a® fiihrt. Andernfalls gibt es unendlich viele
Werte von a’, die sich um die Faktoren e?™® unterscheiden. Diese Faktoren
sind genau dann 1, wenn b eine ganze Zahl m ist. In diesem Fall ist die Potenz
eindeutig und gleich a™ . Ist b = p/q € Q mit p, g teilerfremd, so besitzt a’ genau
q Werte, namlich Va?, ...%?

e Wir zeigen

2" =1]2]", 2z€C,neN

= x4y
= V(z+iy) (v —iy) = Va2 + 2 = |2]",

2 = (z+iy)? = 2* —y? +i22y

= V(@2 =y +1i2zy) - (22 — % — 20y
2

= V(@2 +y2)? = (22 +32) " = [z,

2 = (z+iy)® = 2° — 3wy® +i(32%y — y*)
2% = V[2® = 3ey? +1(Bay — y?)] - [o¥ — 3wy — (322 — )]
3
= V(@2 + 23 = (22 +y?) = |z
Mit |22 |28 = V22 2 Va3 P =22 322 8 = Vb 25 = |

und |22 = [z A [2%] = [|2)?
konnen wir

5

|2 = |2 - [ = |2%] - |#°] = |°]
konstruieren. Analog dazu erhalten wir
2] 2] = 2] = e
und somit
2" = [=" |. O

Sehr viel einfacher ist die Argumentation bei Darstellung von z in Polarform:

lz|=|r-e¥|=r = |2"| =" -™|=r"=|z". O

2Zitiert aus dem Vorlesungsskript von Manfred Dobrowolski, Einfiihrung in die Funktionentheorie,
Seite 31, www.mathematik.uni-wuerzburg.de/ dobro/fu/b.pdf
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e Berechnung des Betrags von Potenzen mit komplexem Exponenten ¢ = a + ib

a,breR, ¢,2zeC, ¢=arg(z) :

FC o patib _ o b oa bl a [COS (b In |7°|) +1isin (b In |r|) } =
r® = r%cos (b In |7’D +1i-r%sin (b In ‘Tl) '

7C o=yt = = e gl = e g (b In |r|) —1-r%sin (b In |r|) ,

re| = \/(Rer0)2 + (Imrc)2 = \/7"2‘1 [cos?(b In|r]) +sin®(b In|r|)] =

|7“C‘ = Vre.pe = po = pRec
. a+ib . . . . .
2 = <|2| -eﬁa) = |p|otib. glelatib) — |yja . gibdnlel glea . gmeb o
2¢ = |Z|a . e—gob . el(cpa+bln\z|) ’
2 — ’Z‘a . eftpb . efl(gaa+b1n|z\) =

’ZC| _ '/ZC'? _ |Z‘a.e—gpb _ ‘Z|Rec_e—arg(z)-1mc

e Darstellung der geometrischen Reihe fiir z€ C und 0 < |z| <1 :

[e.9]
. 1=2" 1
g 2" = lim = : (2)
n=0
denn
lim 2" = lim ([z["-€™) = lim |z]" - lim ™ = 0.
=0 fiir 0<|z|<1
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4 Konvergenzbegriff

18

¢ Punktweise und gleichmifiige Konvergenz: Siehe auch Mathepedia!

Zitat aus Peter Furlan, Das Gelbe Rechenbuch 1, Verlag Martina Furlan,
Dortmund, 2012, Seite 199:

» Eine Funktionenfolge (f,) konvergiert punktweise auf dem Definitionsbereich
I gegen f, wenn fiir jedes z € I gilt f,(x) — f(x).

Ve>0Vrel dngeN: n>ny = |f(zx)— fulx)] <e (e-no-Kriterium)

Die Folge konvergiert gleichméfig auf I gegen f, wenn sup |f,(z) — f(z)] — 0
— zel

gilt. Das bedeutet, daf das e-ng-Kriterium fiir alle x mit demselben ny erfiillbar
ist:
Ve>0 dngeNVeel : n>ny = |f(x)— fulz) <e

gleichméfige Konvergenz : (punktweise) Konvergenz

Eine Funktionenreihe Z fn(z) heift
n=1
* (punktweise) konvergent im Intervall I, falls die Reihe fiir jedes feste x €
konvergiert, d. h. fiir jedes feste x konvergiert die Folge der Partialsummen.

* gleichmékig konvergent im Intervall I, wenn die Folge der Partialsummen
in I gleichméfig konvergiert.

* absolut konvergent im Intervall 7, wenn die Reihe Z | fu(2)| (punktweise)

n=1

konvergiert.

* absolut und gleichméfig konvergent im Intervall I, wenn die Reihe

Z | fn(2)| gleichméfig konvergiert.
n=1

Kurz: Die Reihe ist absolut gleichméfig konvergent. ¢

Der Konvergenzradius » € R, » > 0 im reellen Fall bzw. p € R, o0 > 0 im
komplexen Fall gibt an, fiir welche Werte von = € R bzw. z € C eine Funktion
f(z) bzw. f(z) oder deren Potenzreihe um den Entwicklungspunkt zy bzw. zg
konvergiert.

Im reellen Fall gilt:

Konvergenz bei |z — x¢| < r > 0 mit dem Konvergenzintervall
(z-Achsenabschnitt) |xg — 7, xo + 7],

Divergenz bei |x — xo| > 7> 0.

Im komplexen Fall gilt:
Konvergenz bei |z — 25| < ¢ > 0 mit dem Radius ¢ des Konvergenzkreises



(der Konvergenzkreisflache) um den Entwicklungspunkt z in der komplexen
Zahlenebene,
Divergenz bei |z — 29| > 0> 0.

Das Verhalten einer Funktion oder ihrer Potenzreihe auf dem Rand des Konver-
genzintervalls, also fiir r, bzw. auf dem Rand des Konvergenzkreises, also fiir p,
muss gesondert untersucht werden.

Wegen |2"| = |z|" kann man formal bei der Bestimmung des Konvergenzradius
mit z € C genauso wie mit x € R verfahren.

Berechnung des Konvergenzradius fiir Potenzreihen

Die hier verwendete Darstellung

fiir komplexe Potenzreihen f(z) = > 7 a, (z — 2)" gilt vollkommen analog
auch fiir reelle Potenzreihen f(x) =0 a, (x — )"

Aus dem Quotientenkriterium

<1 = Reihe konvergiert
n+1

bn

lim sup =1 = keine Aussage moglich

n—oo

>1 = Reihe divergiert

fir die absolute Konvergenz allgemeiner Reihen )" b, erhalten wir den
zugehorigen Konvergenzradius fiir Potenzreihen Y 2 a, (2 — 29)" wie folgt:

b
lim sup UanY 1,
n—oo n
. n+1
lim sup a1 (2 = %)"") = |z—z0]-limsupM <1l &
n—00 Qp (Z - 20>n n—00 |CLn|
|z — 2] < limsup lanl - _ o | (3)
n—00 |an+1|

Der Limes superior (limsup) ist der grofte Haufungspunkt der Folge {/|a,|,
wenn diese beschrinkt ist; sonst ist der Limes superior = oo . Es gibt ndmlich
auch Folgen mit mehreren ,Grenzwerten”, die man dann als Haufungspunkte
bezeichnet. Die Formel (3) ist nur anwendbar, wenn fast alle a,, # 0, also wenn
nur hoéchstens endlich viele a, = 0. Auferdem ist zu beachten, dass es konver-
gente Reihen gibt, die absolut divergieren wie beispielsweise die alternierende
harmonische Reihe $7°° (1%

n=1 n
Immer anwendbar, auch fiir p = 0 bzw. r = 0 ist die Formel von Cauchy-
Hadamard

1
|z —2] < p = —————
lim sup v/ |a,|

n—oo
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5 Komplexwertige Funktionen

5.1 Allgemeines

e Die Funktionentheorie ist die Theorie der komplexwertigen bzw. kurz gesagt
komplexen Funktionen

f:G—>C, GccC,

wobei C fiir die komplexe Zahlenebene steht mit den komplexen Zahlen z € C.
Komplexe Funktionen f lassen sich auch wie folgt darstellen:

() = fla+iy) = ulw,y) +iv(wy) =  w=Re{f}, v=In{s}.

e ,,Da wir jede komplexe Funktion mit einer Funktion (u,v)T : D — R? identi-
fizieren konnen, ist die Stetigkeit von f(z) dquivalent zur Stetigkeit von u und
v. Allein aufgrund dieser Korrespondenz gelten alle aus dem Reellen bekannten
Regeln fiir die Stetigkeit: Sind f, g stetig, so auch f+g¢, fg und f/g, sofern
g # 01in D. Ist der Wertebereich von g im Definitionsbereich von f enthalten,
so ist auch f o g stetig.3

e Eine Funktion f(z) ist in einem Gebiet G eindeutig, wenn man z alle mogli-
chen Wege C,, in G durchlaufen lassen kann und f(z) nach ihrer Riickkehr zum
Ausgangspunkt stets wieder denselben Wert annimmt.

Ein Beispiel fiir eine mehrdeutige Funktion ist f(z) = /z:

SIS

z=x+iy=lz]-e¥ = \/E:Z%:|Z|%'el7

1 Umlauf
p=wo —  P=pot+2r.

Nach einem Umlauf gilt also

1 jpt2n 1 i® i 1 e i
ot - 6 = [2E - dF o = ¥ el £ o] o7
denn €™ = cosm + isinm = —1. Wegen ihrer speziellen Bedeutung werden wir

im Folgenden auf einige mehr- bzw. vieldeutige Funktionen gesondert eingehen.

5.2 Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktion  f(z) = 2w = w st die Umkehrfunkion der Potenzfunktion
w" = z. Wegen der 27-Periodizitét der trigonometrischen Funktionen gilt
o+k-2r . gp—l—k:-27r>
n —

1
wp =z & zn:wk:Q/F<cosT+181 -

1 1 jet2km

fir £=0,1,2,...,(n—1). (4)
w ist also die n-te Wurzel von z und es gibt n verschiedene komplexe Zahlen w
zur Losung von Gleichung (4) entsprechend k& = 0, 1, ..., (n — 1). Folglich ist die
Wurzelfunktion mehrdeutig oder genau gesagt n-deutig.

3Zitiert aus dem Vorlesungsskript von Manfred Dobrowolski, Einfiihrung in die Funktionentheorie,
Seite 20, www.mathematik.uni-wuerzburg.de/ dobro/fu/b.pdf
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5.3 Logarithmusfunktion

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion e = z mit z,¢ € C ist der natiirliche
Logarithmus bzw. die (natiirliche) Logarithmusfunktion f(z) = Inz = ¢. Die Ver-
allgemeinerung des reellen natiirlichen Logarithmus auf den komplexen natiirlichen
Logarithmus erhalten wir unter Beriicksichtigung der 27-Periodizitdt von e in der
Phase ¢ des Exponenten ¢ = ip wie folgt:

c=Inz=1In (r . ei‘P) = In [7~ . ei(w+k’~2rr)}
= Inr + Ine¥ . Ine*?™
Inz = Inr+ip+2kni, k=0,+1, +2, +3, ... . (5)
N —

Hauptwert

Wegen k € Z ist der natiirliche Logarithmus eines komplexen Arguments eine viel-
deutige komplexwertige Funktion.

Wir zeigen den natiirlichen Logarithmus aus negativen reellen Zahlen
In(—a) =In(—=1)+lna, 0<a€eR:
Unter Verwendung von
—1 =cos(m £ k-2m) +isin(m & k - 27) = !"FE2M) — (kDT L7
erhalten wir
In(—1) =1In (ei(2k+1)”) = 2k+1)ri, keZ

= ..., —om, —3m, —mi, _m , 3w, omi, ...
~—

Hauptwert

und damit schlieflich

In(—a) = lna+ (2k+ )7mi fir 0<a€R und k€Z

Der zugehorige Hauptwert (fiir &k = 0) ist Ina + 7i.
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5.4 Arkuskosinus- und Arkussinus-Funktion

Die Arkuskosinus-Funktion f(z) = arccos z = w ist die Umkehrfunktion der Kosinus-
Funktion cosw = 2z fiir w,z € C. Fiir die Kosinusfunktion gilt

eiw _|_e—iw
coOsSw = ———— = 2
2
= 2@ 1 = 22V
e ()Y =2z 41 =0, (6)

v =z+v22 1.

Die quadratische Gleichung (6) hat also zwei Losungen. Mit diesen resultiert fiir die
Arkuskosinus-Funktion

1 ; 1
arccosz = w = —Ine = 7{1n (zj:\/z2—l) +2k:7ri] ,
i

1

arccos z = —iln(zi\/22—1>+2k7r, keZ.

Vollig analog ist die Herleitung der Arkussinus-Funktion f(z) = arcsin z = w aus der
Sinus-Funktion sinw = 2z fiir w,z € C:

eiw _ e—iw
sihw= — = z
21
& v _ 1 = 2izel¥
. 2 . .
& (ev) —2ize¥ -1 = 0, (7)

e¥ =iz+vV—224+1.

Die quadratische Gleichung (7) hat wieder zwei Losungen. Mit diesen resultiert fiir
die Arkussinus-Funktion

1, 1
arcsinz = w = —Ilne = T{ln (izj:\/—z2+1> +2k7ri] ,
1

1

arcsin z = —iln(izi\/1—22)+2k7r, kelZ.

Wie man sieht, sind auch die Arkuskosinus- und die Arkussinus-Funktion vieldeutige
Funktionen.
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6 Schnitte und Verzweigungen

Mehr zu diesem Thema findet man in den gut illustrierten Abschnitten 2.4 Riemannsche Blétter
auf Seite 61 bis Seite 68 und 17.2.6 Schnitte auf Seite 511 bis Seite 512 im Hochschultaschenbuch
von Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum
Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998.

e Gehen wir beispielsweise von der komplexen Wurzelfunktion (4)

1 i $p+2kn

w=w(z) = zn = @(r,cp):r%we fir k=0,1,2,...,(n—1)

aus, dann entspricht jeder (vollstindige) Umlauf in der 2-Ebene von ¢ = 0 bis ¢ = 27
nur einem von insgesamt n Umlaufsektoren in der w-Ebene mit jeweils einem {iberstriche-
nen Winkel von 27’7 Nach n Umlédufen in der z-Ebene ist dann ein (vollstédndiger) Um-
lauf in der w-Ebene erfolgt. Deshalb ist die komplexe Wurzelfunktion n-deutig. Nummeriert
man jetzt die einzelnen Umlauf-z-Ebenen entsprechend den Umlaufsektoren der w-Ebene mit
k=0,1,..., (n—1), so ist die komplexe Wurzelfunktion formal umkehrbar eindeutig. Die
so nummerierten z-Ebenen heiften Riemann-Blétter.

Jedes Riemann-Blatt stellt also die gesamte komplexe Zahlenebene dar und das Riemann-
Blatt mit der Nummer % ist einem ,,k-Wert“ der Funktion w = w(z) im k-ten Teilgebiet der
w-Ebene zugeordnet.

e Die Logarithmus-Funktion (5)

w=w(z) =Ilnz = Inr+ip +2kri, k=0,=+1, +2, +3, ...
——

Hauptwert

besitzt unendlich viele Riemann-Blétter (in der z-Ebene). Diesen Riemann-Blattern sind den
k-Werten entsprechende, parallel zur reellen w-Achse angeordnete Streifen der (gleichen)
Breite 2w zugeordnet. Der Hauptwert von Inz mit & = 0 erstreckt sich also auf den Strei-
fen zwischen der reellen Achse und ihrer Parallelen durch den Punkt 27 auf der imagindren
w-Achse.

e Die Summe aller moglichen Riemann-Bliatter heifft Riemann’sche 2z-Fliche bzw. kurz
Riemann’sche-Fliche.

Die Riemann’sche Fliche von Potenzfunktionen mit rationalem Exponenten, also w = 2% |
besitzt n Riemann-Blatter. Die Riemann’sche Flache von Potenzfunktionen mit irrationalem
Exponenten wie z. B. e und 7 jedoch besitzt unendlich viele Riemann-Blétter. Und auch die
Riemann’schen Flachen der Logarithmusfunktion sowie der Arkusfunktionen besitzen unend-
lich viele Riemann-Blatter.

e Ein Schnitt in der komplexen Zahlenebene ist die Linie, entlang der eine Funktion die
Riemann-Blatter wechselt. Im Fall der komplexen Wurzelfunktion w = zw wire dies z. B.
die positive reelle Achse.

e Die beiden Endpunkte eines Schnitts nennt man Verzweigungspunkte. Im Fall der kom-
plexen Wurzelfunktion sind die Verzweigungspunkte z = 0 und der Punkt im Unendlichen.
Und der Schnitt von In 2z verlduft vom singuléren Verzweigungspunkt z = 0 ebenfalls bis zum
Verzweigungspunkt im Unendlichen. Die Schnittlinie zwischen den beiden Verzweigungspunk-
ten kann beliebig gelegt werden.

Die Verzweigungspunkte liegen dort, wo die Funktion nicht mehrdeutig, also unabhéngig von
k ist. Nach einer Umkreisung eines Verzweigungspunktes in der z-Ebene wechselt die Funk-
tion w(z) das zugehorige Teilgebiet in der w-Ebene. Wird aber in der z-Ebene ein Gebiet
ohne Verzweigungspunkt umkreist, wechselt die Funktion w(z) ihr k-tes Teilgebiet in der
w-Ebene nicht, d. h., der Weg der Funktion w(z) verbleibt bei und nach einer (vollstdndigen)
Umkreisung auf dem Riemann-Blatt ihres Hauptwertes.
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7 Komplexe Differentiation

e ,, Die komplexe Funktion f(z) heifst an der Stelle z = z; differenzierbar, wenn

der Grenzwert q

lim f(zn) — f(ZO) _ f/<ZO) _ f(Z)

n—oo  Zp, — 2o dz |,_.,
fiir jede Folge z, — 2 existiert, dabei aber unabhingig von der speziellen Wahl
der Folge ist. ... Alle in zy differenzierbaren Funktionen sind dort auch stetig.
Die Differenzierbarkeit im Komplexen setzt voraus, dass die Zahlenfolge {z,}
aus jeder beliebigen Richtung in der komplexen Zahlenebene an zy herangefiihrt
werden kann. Dies ist ein scharferes Kriterium als das fiir die Differenzierbarkeit

einer reellen Funktion zweier reeller Variabler x,y. ...*4
e Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen (CRD):

utiv=f(z)=flz+iy) =

ou . Ov 02,
%4'1%—]((2)%—10(3),
ou . v N
a—y+la—y—f(z)a—y—1f(z)
, ou v ou Ov Ov ou
S O - L L L

ou  Ov
()%_@’ (H)a—y——%

Damit eine komplexe Funktion f(z) differenzierbar ist, muss sie beide Cauchy-
Riemann’schen Dgln. erfiillen.

e Sowohl der Realteil als auch der Imaginérteil einer differenzierbaren komplexen
Funktion f(z) geniigen der Laplace-Gleichung:

Ou _ o)
) ) dz2 Oz dy o%u  0u
—Z (1) + = (11 N T
8x()+@y() 0*u 0 ot ot
oy dxdy
o _ o)
B 9 dxdy Oy Pv 0%
— (I —(II) : — 4+ —=Av=0.
3y()+&v() 0*u O T ot oY
_8x8y 022 )

4Zitiert aus dem Springer-Lehrbuch von Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3 —
Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 308.
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e Eine komplexwertige, kurz gesagt komplexe Funktion f(z) : G - C, G C C
heikt holomorph?® oder auch analytisch bzw. regulir, wenn sie in allen Punkten
von (G eindeutig ist und komplex differenzierbar ist.

Eigenschaften holomorpher Funktionen:
* Holomorphe Funktionen sind beliebig oft (stetig) differenzierbar.

* Holomorphe Funktionen lassen sich in jedem Punkt (lokal) in eine Potenz-
reihe bzw. in eine Laurent-Reihe (s. Kapitel 10) entwickeln.

Eine holomorphe Funktion f(z) ist genau dann im Punkt 2z, komplex diffe-
renzierbar, wenn sie dort auch total differenzierbar ist. Das bedeutet, dass
ihre totale Ableitung sogar C-linear ist und dass die totale Ableitung die
Darstellungsmatrix der Form (z _2) beztiglich der kanonischen Basis {1,1i}
besitzt.

Beziiglich der reellen Funktionen u, v besitzt die totale Ableitung einer ho-

lomorphen Funktion f(z) als Darstellungsmatrix die Jacobi-Matrix (47 /)

Folglich ist die komplexe Funktion f(z) genau dann komplex differenzier-
bar, wenn sie reell differenzierbar ist und fiir v, v die Cauchy-Riemann’schen
Dgln. u, = v, und u, = —v, gelten.

Beispiele:

* Ganze Funktionen sind holomorphe Funktionen
f:G—-C, G=C, diealsoauf ganz C holomorph sind, wie z. B.

1. Konstanten f(z) = const ,

2. Polynome z — >} a;z" mit a;, € C und folglich auch die Funktionen
f(z) =z und f(z2)=2"
3. trigonometrische und hyperbolische Funktionen,

4. die Exponentialfunktion f(z) = e*.

* Holomorphe nichtganze Funktionen sind komplexe Funktionen
f:G—-C, GcC, wiezB.

1. gebrochen rationale Funktionen f(z) = %Z; aufser an den Nullstellen
2
ihres Nennerpolynoms h(z), wo sie isolierte Polstellen besitzen,
2. die Logarithmusfunktion in allen Punkten aus C\ | — oo, 0].

* Hermitesch holomorphe Funktionen f(z) besitzen die Eigenschaft
Re f(r +ie) = Ref(z Fie) = Ref(z Fie),

Im f(z £i€) = Im f(x Fie) = —Im f(z Fie) .

bzw.

f(2) = f(z+ie) = f(x —ie) = f(Z) fiir € = 0 (,nahe* der reellen Achse) .

SHolo-morph heift ganz-férmig oder von vollstindiger Gestalt.
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Daraus folgt
flx+ie) — f(z —ie) =ilmf(z +ie) — [— ilmf(z +ie)| = 2iImf(z + i) .

Beispielsweise sind Polynome hermitesch holomorph, denn

Z=21"%9, Z=21 20=21"2%9 ——

fe)=2" = fE=0@)" = [fE=0@)"= (") =2"=/().
* Nicht holomorph sind beispielsweise
1. die Betragsfunktion z + |z| und folglich auch z +— |z|™,

2. die Projektionsfunktionen z +— Re{z} und z — Im{z},

3. die komplexe Konjugation z — Z, also f(z) =%
mit z=zx+iy & z2=r—1y.

e Darstellung der komplexen Ableitung:®

Wir gehen wieder aus von der Beziehung

u(z,y) +iv(z,y) = f(2) = f(r +iy) ,

wobei f auf G C C holomorph sein soll:

Ju . Ov , oz ou ov 0z .,
TS =), i =l 5 S e
<~ -

=1 =

'(2) = ug + v, = vy, — iuy,

f muss also in G die Cauchy-Riemann’schen Dgln. u, = v, , v, = —u,, erfiillen.

6Nach dem Vorlesungsskript von Jens Struckmeier, Komplexe Funktionen fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften, Seite 66 und Seite 67, https://www.math.uni-hamburg.de/teaching/
export/tuhh/cm/kf/12/vorlesungen/vorlesung-kf .pdf
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Ist also f(z) holomorph auf G C C und folglich in zy € G komplex differenzierbar, so gilt kurz
f'(20) = uz(20) +iva(20) - (8)
Weil f/(zp) € C ist, kénnen wir fiir (8) verallgemeinernd auch
f'(20) = a(z0) +ib(z0),  a,bER (9)
schreiben und mit
z—z0=(z+1iy) — (o +iyo) = (x — z0) +i(y — yo)
erhalten wir aus (9)

f'(z0) - (2 = 20) (a(z0) +ib(20)) - [(z — o) +i(y — yo)]

(10)

a~(ﬂc—xo)—b-(y—y0)+i(b-(w—x0)+a~(y—y0)).

Interpretieren wir jetzt f(2) als vektorwertige, total differenzierbare Funktion zweier reeller
Variablen, also f : R? — R?, so erhilt (10) die Gestalt der Matrizengleichung

() (o) (Gt

Diese Darstellung ergibt mit den Umbenennungen a — u, und b — v, , also von (9) zuriick

nach (8)7
() (o) = (e )

und unter Berticksichtigung der Cauchy-Riemann’schen Dgln. —v, = u, und u, = v, schlie-

lich
()G - Gt -

»Satz: Die Funktion f(z) ist im Punkt zp € G genau dann komplex differenzierbar, wenn

f(z) als Funktion f : R? — R? dort total differenzierbar ist und die Cauchy-Riemann’schen

Differentialgleichungen gelten.*8

"Eine komplexe Matrix A = ( o _1;’: ) ist hermitesch, denn die zu A komplex-konjugierte Matrix A

ist gleich der transponierten Matrix AT . Fiir eine hermitesche Matrix A gilt also (Z)T =At=A4.

8Zitiert aus dem Vorlesungsskript von Jens Struckmeier, Komplexe Funktionen fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften, Seite 67. Allerdings wurde als Zugesténdnis an die Konsistenz der Darstel-
lung fiir den Definitionsbereich im Ausdruck zg € D das Symbol G verwendet.
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Beispiele:

1. Die Funktion f(z) = z = x 4+ iy mit v = x und v = y ist holomorph, weil

sie mit v, = v, = 1 und u, = —v, = 0 die Cauchy-Riemann’schen Dgln.
erfiillt:
0 0
fz)=2z = fl(2) a—$+1a—$ =3y —iﬁ—yx—l

2. Die Funktion f(z) = 2% = (2? — y?) + i2zy ist holomorph, weil sie mit
Uy = vy = 2z und u, = —v, = —2y die Cauchy-Riemann’schen Dgln.
erfiillt:

fR)=2 = o) = 2@ y) i (2

O ox
0 0
— Y O 9 9
0y( zy) lay(x )
= 2x+12y = 2z.

3. Die Exponentialfunktion

e =" =¢".e¥ =e” - (cosy +isiny) = e“cosy +i e’siny ,
—— =

ist holomorph, denn sie erfiillt mit w(my) v@)

Uy = Vy = €°COSY , Uy = —Vy = —€’siny
die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen.

e ,, Es gelten die iiblichen, aus dem Reellen bekannten Rechenregeln fiir die
komplexe Ableitung: Wenn f, g holomorph sind, so auch o f+ g fiir o, § € C,
f-q, % sofern g # 0 und h(z) = f(g(z)) (sofern das Bild von g im Definitions-

bereich von f liegt) und es gelten die iiblichen Regeln:

(a)  (af+Bg) = af + ¢ (Linearitét)

(b)  (f9) = fa+1g (Produktregel)
(c) (ﬁ)’ = Lo td (Quotientenregel)
@ (7)) = )| _ 7 (Kettenregel

Beweis: kann man wortlich aus der Theorie der Funktionen einer reellen Varia-
blen iibernehmen. “?

9Zitiert aus dem Vorlesungsskript von Manfred Dobrowolski, Einfiihrung in die Funktionentheorie,
Seite 21, www.mathematik.uni-wuerzburg.de/ dobro/fu/b.pdf
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e Modifizierte Kettenregel:

Ist f(z) holomorph auf G und C': [a,b] — G eine C!-Kurve, d.h. C(t) ist in G
stetig differenzierbar, dann gilt fiir f(z) langs der Kurve C(t), also fir f (C (t)) ,
die Kettenregel

S r(ow) = r(ew) - o

Wegen z = z + iy dndern sich allgemein u und v in f(z) = u(z,y) + iv(x,y)
sowohl in z-Richtung als auch in y-Richtung bei einer Anderung von z. Andert
sich jetzt z in Abhéngigkeit eines Parameters ¢, so erhalten wir mit

da(t) - dy(t)
dt = Cl und W = CQ
aus dem Differential
ou ou ov v
df = ==.4 —~.d i—.d i— .d
f o x—i—ay y+18x x+1ay Y

den Differentialquotienten

df

Iy = (e Crtuy-Co) +i (v Crtu, - G)

CgDux-Cl—vx-02+ivx-01+iux-02

= (um+iv$)~C’1 + (luy —vg) - s

= (uy +iv,) - <C’1 +iC§>

Darin bedeuten

und
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8 Komplexe Integration — Grundlegendes

Definition : Eine komplexwertige Funktion f : [a, ] — C einer reellen Variablen
ist integrierbar, falls der Real- und Imaginérteil von f integrierbar sind, und es
gilt:

b b b
/f(t)dt::/ Re{f(t)}dt+i/ Im{f(t)}dt = Re"
=R-cosp+iR-siny, 0O<ReR.

Es gelten zu dem Reellen analoge Figenschaften , wie zum Beispiel Linearitét.

Weiter gilt stets: ) ,
/f(t)dt‘ < [1rola.
Beweis: Man berechnet

/ab““dt': = [war= [ sar= [Rete soyar
S/}e—l@f )| dt = /|f )| dt .

Boxinhalt zitiert aus dem Vorlesungsskript von Jens Struckmeier, Komplexe Funktionen fiir

Studierende der Ingenieurwissenschaften, Seite 89.

Erlauterungen zum Boxinhalt:

e Die Integralabschétzung ‘fabf(t) dt‘ < f; |f(t)‘ dt
wird auch Dreiecksungleichung fiir Integrale genannt.

e R und ¢ sind hier voneinander abhdngig, d.h., es ergeben sich nur jeweils ein
Losungs-R und ein Losungs-¢ .

e Im Beweis wurden die folgenden Zusammenhénge beriicksichtigt:
* 79 Rel¥ = Rel?™? = Re? = R.

* Aus dem speziellen Resultat R, ¢ folgt hier, dass das Integral iiber den
Imaginirteil von e f(t) verschwindet.

e (1)) = \Jeie £(1) - e D) = [ £(D)].
* Analog zu Re{z} < |z|], z € C gilt auch
Re{e™ f(t)} < [e7 f(1)].

* Mlt dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
f f(x)dz = (b—a) f(zo), a <wxg < b folgt deshalb

/Re{e_“pf(t)}dtg/ le™ f(t)] dt .
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Bei der (komplexen) Integration im Rahmen der Funktionentheorie geht es im Wesent-
lichen um Kurvenintegrale, die auch Wegintegrale oder Linienintegrale genannt
werden. Analog zu den reellen Kurvenintegralen

/ﬂﬁmwj/ﬂ%w«b==l%@@mmn~¢@@f+@@fw

b
= [ #cw)-1¢)a

bzw.

- /ab (POW).C0)

mit C:[a,b] - G CR? und f:G — R bzw. F:G — R? handelt es sich bei der
komplexen Integration ebenfalls um Kurvenintegrale:

Auf dem Gebiet G C C in der komplexen Zahlenebene mit z € C ist

b
a

10 = [ ew)-coa= [ ana

das komplexe Integral der Funktion f:G — C lings der C'-Kurve C': [a,b] — G ,
wobei die komplexwertige Funktion ¢ : [a,b] — C gleich der in der Box zur Definition
der komplexen Integration verwendeten Funktion f(t) ist.

Ausgehend vom Grenziibergang Riemann-Summe — Integral lassen sich die ,Dif-
ferentiale* dz in [, f(z)dz als infinitesimal kleine ,Verschiebungen® von z léngs der
Kurve C in der komplexen Zahlenebene auffassen, die nach Multiplikation mit dem
zugehorigen f(z) und anschliefsender Aufsummierung bzw. Integration das Kurvenin-
tegral liefern.

Die Standardabschitzung fiir Wegintegrale im Komplexen ist

< L(C) -sup | f(2)]

- zeC

JELE

Darin ist C' = C/(2(t)) eine parametrisierbare Kurve in der komplexen Zahlenebene
und L(C) ist die Lange der Kurve, lings der die Integration erfolgt.
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8.1 Einfiihrende Beispiele fiir komplexe Integrale

1. Komplexe Funktion f(z) = z in der Polarform z = re'

Integrationskurve C'(t) = re* mit 0 < ¢ < 27, also ein Vollkreis mit Radius r
und einem Umlauf um den Koordinatenursprung:

27
]{zdz = / rel - irel dt

C

21t dt

=,
= ir / cos(2t) + isin(2¢)] dt
0

2
= / sin(2t) dt + ir / cos(2t) dt
0 0

jl{zdz:

c

f(z) = z ist eine ganze Funktion, also holomorph

gemif f(z)=zr+iy = u,=v,=1 und w,=—v,=0.

Das von (' eingeschlossene Gebiet ist einfach zusammenhangend.
2. Komplexe Funktion f(z) = Z in der Polarform z = re i

Integrationskurve C(t) = re* mit 0 < t < 2, also ein Vollkreis mit Radius r
und einem Umlauf um den Koordinatenursprung:

2 2
]{Zdz = / re . irelt dt = i7"2/ dt
0 0

c
= - 2mi.
f(z) =% ist nicht holomorph,
denn f(z)=2—-iy = u,=1#v,=-1 und wu,=—v, =0.
1z z z

3. Komplexe Funktion f(z) = - = — = ZE 2
z 2z |z r

Integrationskurve C(t) = re’ mit 0 < t < 27, also ein Vollkreis mit Radius r
und einem Umlauf um den Koordinatenursprung:

1 1 2. Beispiel 1
pie .
—dz = - zdz = —27"2-27r1
z T T
c

= 27 .

Aufer im Punkt z =0 ist f(z) =1/z {iberall holomorph,
y? — 22 2xy

denn uxzvyzm m

und wy, = —v, = —
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Das Integral liefert hier den Betrag 27i, d. h., es ist ungleich null, weil die Funk-
tion f(z) = 1/z an der Stelle z = 0 nicht definiert ist, also im Punkt z, eine
isolierte Singularitét besitzt, die im Innern der doppelpunktfreien geschlossenen
Kurve C' liegt. Speziell ist 2y hier eine Polstelle. Die Kurve C' liegt zwar ganz in
G, aber das von C' eingeschlossene Gebiet ist wegen der Polstelle nicht einfach-
zusammenhédngend. G besitzt an der Polstelle im Innern von C gleichsam ein
Loch, weshalb sich C' nicht auf einen Punkt zusammenziehen lasst.

||

fir |z > |2| = — <1,

. Komplexe Funktion f(z) =
Z— 2 | Zo’

Integrationskurve C(t) = re' = 2z = |z =r mit 0 < ¢ < 27 , also ein
Vollkreis mit Radius » und einem Umlauf um den Koordinatenursprung.

Wegen ‘%| < 1 kénnen wir die Formel (2) fiir die unendliche geometrische Reihe

auf die Funktion ﬁ anwenden und erhalten

111 _1%2"
2—zg oz 1—2 z 2]

20 n=0

Damit bilden wir jetzt das Kurvenintegral:

fomr - fn (@) - fxgre

|z[=r

Wegen der gleichméfigen Konvergenz diirfen wir Summation und Integration
vertauschen. Mit dem Ergebnis des Beispiels 5 resultiert schliefslich

%Z—z dz = _izn_lﬂ fz”dz ,

n=0 0 n=0 0 )
|z|=r

———
=0 gemélfs Bsp. 5

1
j{ dz = j{(z—zo)_ldz =0 fir |z > |2| .

zZ— 20
|z|=r |z|=r

AuRer im Punkt zy ist f(z) =1/(2—2y) = (2 — 20)"! iiberall holomorph, denn

Uy = w, = (y—yo)Q—(m—xo)Q ’
’ [(CC —20)* + (y — yo)ﬂ2
S () VAt

[(37 —x0)* + (y — y0)2}2

Weil die Polstelle zy wegen |29 > |z| in diesem Fall aufterhalb der geschlossenen,
doppelpunktfreien Kurve C' liegt, ist das von C' eingeschlossene Gebiet einfach-
zusammenhéngend und f(z) dort iiberall holomorph. Folglich verschwindet das
Umlaufintegral geméf dem Cauchy-Integralsatz.
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5. Komplexe Funktion f(z) = z" in der Polarform 2" = (r - e)" = rm et

Integrationskurve C(t) = re’ mit 0 < t < 27, also ein Vollkreis mit Radius r
und einem Umlauf um den Koordinatenursprung:

Ausgehend von f(z) = 2z und C(t) = re' in Beispiel 1 erhalten wir mit

2m
7{ 2"dz = / re™ - ire dt
0

C

o 2
— il / sin [(n + 1)¢] dt + ir" ™ / cos [(n + 1)t] dt
0 0

2mi fi =-1
j{z” dz = M 311" " ’ (11)
0 fir neZ\{-1}
Cc
das gleiche Ergebnis wie im Beispiel 6.
Anmerkung:
Alle Funktionen f(z) = 2" mit n # —1 besitzen die komplexe Stammfunktion
F(z) = =5 - 2"

6. Komplexe Funktion f(z) = (z — 2p)" in der Polarform
(Z o Zo)n — (’I“ . eit)n — pn eint 7

Integrationskurve C(t) = zp+7r e mit 0 <t < 27, also ein Vollkreis mit Radius
r und einem Umlauf um 2y, denn es gilt

z = 20+ (2 — 20)
= 20+ |z — 2| e =2 +re = C(t)

it
= z—z = re",

sodass

2T ) ) 27 )
]{(2 —2z)"dz = / rel™ . qpelt = it / (Dt gy
0 0

c
= (— /O% sin [(n + 1)t] dt + 1/027r cos [(n +1)t] dt)

n ) 2m fir n=-1,
f(Z_ZO) = = { 0 fir neZ\{-1}. (12)

Wie man sieht, ist das Ringintegral fc(z — zp)" dz fiir alle n unabhéngig vom Radius
r des Umlaufkreises C' um zy. Diese Tatsache wird uns im Zusammenhang mit der
Wegunabhéngigkeit des Ringintegrals bei der Herleitung der Cauchy-Integralformel
im Abschnitt 8.3 erneut beschéftigen.
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8.2 Cauchy-Integralsatz
Es gelte

/f(z)dz _ /(u—i—iv)(dx—i—idy):/(udx—vdy)+i/(vdx+udy)

C

= /ﬁre-dF—i—i/ﬁim-dF
C C
mit ﬁre = (_:j) ) 15'1111 = <Z) 3 dr = (35) .

Unter Beriicksichtigung der Cauchy-Riemann’schen Dgln. ist aber

) )
B Dy 0 0

I.Otﬁ;‘e = ’ o = - (a_v + 8_u) (2) 0 s
U —v x Yy
0 0

. 9z oy ou Ov (1

rot Pim = = a— — a— = 0.

v U x Y

Die Rotationsfreiheit der Vektorfelder p,. = (_“U) und pi, = (}j) bedeutet:
e Das Linienintegral entlang C' | also [ f(z)dz, ist wegunabhéngig.
c
e Fiir alle geschlossenen Wege, die samt der umlaufenen Fliche ganz in einem

einfach-zusammenhingenden Gebiet G liegen, in dem f(z) holomorph
ist, gilt der Cauchy-Integralsatz (13)

j{f(z) dz =0 |. (13)
C

Weiterhin folgt aus den Cauchy-Riemann’schen Dgln., dass die Vektorfelder
Dre = (_uy) und pi, = (Z) divergenzfrei sind:

3
L By ou O0v (1
dlvpre—(u>' 0 :___:07
—v a% or Oy

9
. v 55 ov  Ou ()
—_— . =—+— = 0.0
div Pim (U> (—{fy ) oxr Oy 0

Beispiel zur Wegunabhéngigkeit des Linienintegrals holomorpher Funktio-
nen:

Wir berechnen das Linienintegral der holomorphen Funktion f(z) = 2% vom Anfangs-
punkt —1 (auf der reellen Achse) zum Endpunkt +1 (auf der reellen Achse) zunéchst
langs der reellen Achse und dann lings des oberen Halbkreises mit dem Radius r = 1
in der komplexen Zahlenebene ebenfalls von —1 bis +1:
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/z2dz/1(z(t))2dt/lt2dt§.

e C:=z(p)=e¥ 71<p<0, = dz=ie¥dyp,
denn z(p=m)=e"=-1 und z2(p=0)=e"=1,
0

0
/z2 dz = /(z(gp))Q-iei“" dy = /eQi‘P~iei"’dg0

C T
0

= i/e3i‘pdg0 = . ede
31

=g -en) =3

™

Wie man sieht, ist das Linienintegral einer holomorphen Funktion unabhéngig vom
Weg zwischen Anfangs- und Endpunkt des Integrals. Es hingt also nur vom Anfangs-
und Endpunkt der Integration ab.

8.3 Cauchy-Integralformel
8.3.1 Vorbetrachtungen
(s. Abb.1 und Abb. 2)

Abb. 1

Das von den geschlossenen Wegen —C, und C; eingeschlossene Ringgebiet gehore ganz
zu einem Gebiet G, in dem f(z) holomorph ist. C; liege innerhalb von —C, und das
Gebiet innerhalb von C; muss nicht zu G gehéren. —C), besitzt den zu C, und zu
C; entgegengesetzten Umlaufsinn. Wir untersuchen jetzt die Beziehung zwischen den

Linienintegralen
]{f(z) dz und ff(z) dz
Cq Ci

und zerschneiden dazu das Ringgebiet durch die zwei Wege

Cll = —012 und Crl = —Cr2 ,
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sodass wir zwei Linienintegrale bilden konnen entlang der geschlossenen Wege
Ca+C+Ciu+Cy um Gy

und
Ca2+Cia+Cio+Cre um Gy .

Abb. 2

Wenn f(z) sowohl in G als auch in G5 holomorph ist, gilt mit (13)

f(z)dz+ [ f(z)dz+ | f(z)dz+ | f(z)dz = 0, (14)
Ll o oo

A X U Yy
flz)dz+ | f(2)dz+ | f(z)dz+ [ f(z)dz = 0. (15)
Lrom o rod o
B -y v X

Die Addition von (14) und (15) liefert dann

A+X+U+Y+B-Y+V-X =0
A+B + U4V =0

U+V = —(A+B).
Wegen Ci+Ciu=0C; und Cy+Cup=-0C,

st

U4V — C/ (=) dz +C{ £(2) dz:jf(z)dz,

_(A+B) = — /f(z)dz+/f(z)dz _ 7{ f(z)dz:j{f(z)dz.
Ca1 Ca2 —Cq Ca

Wir stellen fest:

Wenn ein duflerer geschlossener Weg (', und ein innerhalb von C, gelegener geschlos-
sener Weg C; den gleichen Umlaufsinn besitzen, ganz im Gebiet G liegen und ein
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,Ringgebiet einschliefsen, in dem f(z) holomorph ist, dann gilt

fz)ds = ¢ f(z)dz (16)
o= f

unabhéngig von der Gestalt der Kurven C, und C; und unabhéingig davon, ob das
Innere von C; ganz zu G gehort oder nicht. Diese Eigenschaft wird Invarianz des
Wegintegrals oder auch Wegunabhangigkeit des Ringintegrals genannt.

Anwendungsbeispiel:

Berechnung des Umlaufintegrals

1
I:j{f(z)dz:j{ dz .
Z— 20
c c
Die komplexe Funktion

1 1 1
) = T T -t =) iy —w)

(x — o) —i(y — %)
[(x —x0) +i(y — yo)} : [(m —x9) —i(y — yo)}

- S +i oY —u+iv
(@ —20)?+ (¥ —w)*  (z—20)>+ (¥ — o)
erfiillt die Cauchy-Riemann’schen Dgln. und ist folglich, auffer im Punkt z = 2,
tiberall holomorph. Wegen (16) diirfen wir zur Berechnung von I einen beliebigen,
den Punkt zg umschliefenden Weg C' benutzen. Aus Bequemlichkeitsgriinden wéhlen

wir deshalb speziell den Kreis C' um zy mit dem Radius o (s. Abb. 3).

Abb. 3 G ¢

C''=z=2z+0e% = dz=dp-ipe¥, 0<p<2r.
Das Integral I erhélt damit die Gestalt

2 2
1 . 1
}{dz :/dgo-ige“'o—.:i/dgpzi%r.
Z— 2y oev¥
c’ 0 0

Fiir jeden, den Punkt zy umschliekenden Weg C' gilt also

I:]{ o (17)

zZ — 20
C

Dieses Ergebnis werden wir im Folgenden noch verwenden.
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8.3.2 Herleitung der Cauchy-Integralformel

Bei der Herleitung der Cauchy-Integralformel benutzen wir die Taylor-Entwicklung
von f(z) an der Stelle z:

< ) (2 < F) (2
O R e L e (CO RS e < LR C T

n n

Dabei sei f(z) iiberall auf einem Gebiet G holomorph mit zyp € G und einer Kurve
C, die ganz in G liegt und den Punkt zp einmal im positiven Sinn umlauft. Fiir das

entsprechende Kurvenintegral iiber die Funktion % erhalten wir dann mit (18)
2) 4. _ 1 — 7 (20) n
Z—Zodz B Z— 20 f(ZO)+Zl n! (Z_ZO) dz
c c n=
_ [ f(20) [ " (=0) 1
_%Z_Zodz—l—zg o (z—2)" " dz
c "=c
dz — [ (=0) n-1
= e § T N e
C = C
SN— ~ a'g
=27i =0 geméR (12) und (16)
= f(z) - 271,

) = g § L as |, (19)

Die Cauchy-Integralformel (19) bringt zum Ausdruck, dass die Funktionswerte f
auf dem Rand C ausreichen, um alle Funktionswerte von f im Inneren von C' zu
bestimmen.

Beweis!'’: Der Weg C lisst sich innerhalb von G \{z} infolge (16) auf einen Kreis
K(r,t) = 29+ re, 0 <t < 27 zusammenziehen. Daher gilt

27 it
f) o, _ 7; fG) g, - [T Lot rel
Z— 2p Z— 2p 0 ret

c K
2w ]
=i flzo+ret)dt
0

irel dt

fiir alle in G méglichen r und insbesondere auch fiir r — 0:

2w

2
i fzo+ret)dt = f(zo)~i/ dt = f(z0) - 27i .
0 0

10Beweis nach dem Vorlesungsskript von Jens Struckmeier, Komplexe Funktionen fiir Ingenieure,
Seite 109 und Seite 110.
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Wegen (16) ist das Umlaufintegral ¢, % dt unabhéngig von r bzw. von der Form
von C, sodass
1
ﬁdz = f(20)-2m1 <  f(20) = — Mdz . g
Z— 2y 2 ) z— 2z
C c

Alternative Herleitung der Cauchy-Integralformel:

Die komplexe Funktion f(z) sei holomorph in G . Folglich ist f(zp) endlich und f(z) in zo differen-
zierbar. Die geschlossene Jordankurve C' liege vollstdndig in G, also C C G. Dann gilt nach dem
Cauchy-Integralsatz

j{f(z) dz =0
c
und mit
o2 = HELE ) = i o) = i TELTE0) e
auch

fcg(@dz =0 = jif(zi_i)(zo)dz

(2)
= Cz—zodz — f(zo)]iz_zodz
0 = Mdz — f(z0) - 2mi =
CZ*ZO
1 f(2)
f(ZQ) = % Cmdz

9 Verallgemeinerte Cauchy-Integralformel

9.1 Vorbetrachtungen
e Taylor-Entwicklung der Funktion

1
g(Z)_l—z_ZO
C— 2o
mit ¢ € C und ¢ # zp an der Stelle zg :
dn 1 dr z—2zo|
(n) - = -—— 1= 0
9" %o dzm 1 — 2220 dz”[ c—zo]
CcC—2Z0 Z0 20
n!
= —t
(c— zo)™
1w n
9(2) =3 2 g™ (a0
n—0 . zZ0
1 > 1
g(z) = = ——(z—2z0)"
) " nz::o(c—zo)"( o)
C— 2o
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e Die Taylor-Entwicklung der Funktion

1
fe) = ——
mit ¢ € C und und ¢ # 2o an der Stelle z; ist damit folglich
1 1 1 1
c—z (c—2)—(2—2) c—2 -2
- 1 N
= C—ZOTLXZ:O(C—ZO)n(Z_ZO) ’

1) = = Y e = Y| (20)

9.2 Herleitung der verallgemeinerten Cauchy-Integralformel

Mit |e| > |z| = E=2l <1 sind die Funktion % und mit (20) auch die Potenzreihe in z

le—zo]
R R
o Zo(c—ZO)’H'1 ( 0)

gleichméfig konvergent, wodurch Summation y - -- und Integration [ --- vertauschbar sind. Daraus
folgt mit der Cauchy-Integralformel (19) und unter den Bedingungen fiir ihre Giiltigkeit

_ 1 rfl L n
1z) = 27 c—zdc B 2W1?{Z (c— zp) ”+1 (2= 20)" de

C
1) = 3 g e i
C

n=0

= Taylor-Entwicklung von f(z) =

Der Koeflizientenvergleich liefert

_ = — = 4
nl dzn | n! £ (z0) (c— zp) "+1 de

n'

() () —
F(z0) 27r1}{ (¢ — 20) ”*1

c

Mit den Umbenennungen zy — z und ¢ — ¢ resultiert daraus die iibliche Darstellung (21) der ver-
allgemeinerten Cauchy-Integralformel beziiglich einer iiberall auf G holomorphen Funktion
f(2) unter der Bedingung, dass die geschlossene doppelpunktfreie Kurve C ganz in G liegt und den
Punkt 2y einmal in positiver Richtung umlauft :

06 = g LS|, (21)

2mri

Die verallgemeinerte Cauchy-Integralformel kann auch als Integralformel zur Ableitung einer holo-

morphen Funktion f(z) angesehen werden.
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10 Laurent-Reihen

10.1 Herleitung der Laurent-Reihenentwicklung

Die Laurent-Reihenentwicklung ist eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Potenz-
reihenentwicklung.

Bei der Herleitung der Entwicklung einer holomorphen Funktion f(z) in ihre Laurent-
Reihe gehen wir aus vom Cauchy-Integralsatz (13) und von der Cauchy-Integralformel
(19), benutzen dabei aber zur besseren Ubersicht die Umbenennungen zy — z und
z — ¢ und verwenden beim Cauchy-Integralsatz im Integranden statt f(z) die Funk-

tion g(¢) = %

[

Abb.4 ©

Geméfs Abbildung 4 erhalten wir folglich mit dem Cauchy-Integralsatz das

~v2-Umlaufintegral
(L fQ 1 Q)
O-%C_ng“— QWij{Q—zdg
Y2 Y2

=0
und mit der Cauchy-Integralformel das ~;-Umlaufintegral

f(@zﬁfg%dc.

Beide Integrale besitzen den gleichen (positiven) Umlaufsinn. Bei ihrer Addition tragt
das yo-Umlaufintegral nichts zur Summe bei und wir erhalten

_ 1 Q) L 7 f(Q)
f(z)_szg—zdg+2mf§—zdc‘ (22)

In (22) heben sich aber die Teilintegrale iiber die gegensinnig durchlaufenen radialen
Strecken auf, sodass die Umlaufintegrale iiber die Kurven bzw. Kreise C; und C,
tibrig bleiben (s. Abb.4). Dabei stellen wir fest, dass das C,-Umlaufintegral einen
positiven, das Cj-Umlaufintegral aber einen negativen Umlaufsinn besitzt. Letzteres
nimmt deshalb ein negatives Vorzeichen an, sodass fiir einen Punkt z im Ringgebiet
zwischen C, und C; gemaf r, > o > r;

IR OV A (ORSYE T GV (9
f(z)_ZﬁifC—de 27rig{g—zdC (23)
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resultiert. Unter Verwendung von (20) und mit der Umbenennung ¢ — ¢, also mit

1 1 1 1

(== (C—2)—(2—2) (-2 1—§:ﬂ

1 1 .
T (-2 Z(C—ZO)"(Z_ZO)

n=0

I = (z—2)"
el D e

fithren wir jetzt die Taylor-Entwicklung von (23) beziiglich z um den Entwicklungs-

punkt zo durch.

Taylor-Entwicklung des C,-Umlaufintegrals
fiir die Punkte ¢ auf C, mit |( — 29| > |2 — 20|

_ z—2)"
% C—z B 271'17{Z ¢ — 7)1 f(¢) d¢

B R ((SF S
_ .]4( (2 — 20)" |

C _ Zo)n+1

~~
an

2mi
n=0 bo)

a

27[ij
C,

a

(—Oz d¢ = Zan (z—20)"

Taylor-Entwicklung des C;-Umlaufintegrals
fiir die Punkte ¢ auf C; mit |( — 29| < |z — 20|

Wir ziehen das Minuszeichen vor dem C;-Umlaufintegral in den Integranden, wodurch
die Taylor-Entwicklung dieses Integrals eine andere Gestalt annimmt:

1 1 1 1

1

(—2z z2—-¢C (z—2)—(—2) 2z—2 1—

1 1 n
T i Z(z—zo)”(c_z(])

n=0

o (=)
N Z; (2 — zo)t1

n—

¢—20

z—20

Jetzt lassen wir den Index n von 1 bis oo laufen und wechseln anschlieffend das

43



Vorzeichen des Index:

1 — (C—z)" ' (z—20)"
(—z ; (z=2)" = (C—2)"
1 — (z—2z)"
T e T

SR OIS )
) n;1 27”7{(@—20)%1 (2 —20)",

Die Koeffizienten sind also gegeben durch

(1 f(¢ ..
%7{%@ fir n=0,1,2,3, ...
C
a, = A« * (24)
1 f(¢ N
27 %dg fir n=-1,-2-3,...
\ &

Infolge (16) sind aber die Umlaufintegrale (24) unabhéngig von der Gestalt ihrer ge-
schlossenen Kurven C', wenn diese nur innerhalb des von C'; und C; eingeschlossenen
Ringgebietes liegen. Der Vorzeichenumkehr des Integrals dadurch, dass C} im Gegen-
satz zu C, einen negativen Umlaufsinn besitzt, wird Rechnung getragen durch das
negative Vorzeichen der Exponenten n. Zusammenfassend schreiben wir folglich fiir

die Koeflizienten
1 f(Q)

= p Y e nez 2
“ 2mi ) (¢ — zo)"H! ¢, ne (25)
C

Die Laurent-Entwicklung fiir die komplexe Funktion f(z) ist damit

f(z) = Z an (2 —20)" = L(2) , an= 271Ti 7{ (gf_(ioc)lf“ , nmeZ |. (26)
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Dabei konnten wir die Koeffizienten a,, in Ubereinstimmung mit (16) allgemein als
Umlaufintegral entlang eines beliebigen, im Ringgebiet zwischen C; und C, liegenden
und den Entwicklungspunkt zy einmal umlaufenden Weges C' formulieren.

Fiir die Taylor—Entwicklung des C’-—Umlauﬁntegrals schreibt man oft auch

27r1 C—z :ZQTFIj{ ¢ — 20) "+1 (2= %)

-~

—-n

oo
- Za*n (2 — Zo)fn :
n=1

H(z)= Z (z — 20)" Za_ z—2) " heifit

n=—oo

Hauptteil oder smgularer Tell der Laurent-Reihe,

Z an (z —29)"  heift

Nebentell oder regularer Teil der Laurent-Reihe,

sodass L(z) = H(z)+ N(z) .

Ist f(z) im Punkt z; holomorph, geht die Laurent-Reihe in die gewohnliche Potenz-
reihe {iber, weil dann aufgrund des Cauchy-Integralsatzes die negativen Koeffizienten
a_p, und damit der Hauptteil H(z) der Laurent-Reihe verschwinden:

(1O

211 ) (( — zp)"t!

i

fir n=-1,-2, -3, ...

7{]'" (C—2z)"td¢ fiir n=1,2,3,
27?1

Weil das Produkt aus holomorphen Funktionen (hier f(z) und (¢ — z)", n € N),
wieder eine holomorphe Funktion ergibt, die in diesem Fall auch in z; holomorph sein
soll, resultiert

firn=1 : a_1 = ff ¢ —2)0d¢ = — %f =0,
27 2mi

firn=2: a_9 = 74]‘ —zo d¢ = 0,
27

flirn =3 : a_3 = ]{f —2)%d¢ = 0, und so weiter.
2mi

H(z) verschwindet aber auch, wenn f(z) an der Stelle z, eine hebbare Singularitét
besitzt, wie wir im Abschnitt 11.1 noch sehen werden.
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Laurent-Reihen sind fiir ihren Entwicklungspunkt z = z; und fiir 2z = oo
nicht definiert.

10.2 Konvergenzverhalten der Laurent-Reihe

AP
\ 4

E Konvergenz des Nebenteils N(z) mit Radius R,

.

%
0

c':‘
::

Abb. 5

)
o

[ —
— Konvergenz des Hauptteils H(z) mit Radius Ry

Erlauterungen zur Abbildung 5:

e Nebenteil bzw. reguliarer Teil N(z):

Der regulére Teil der Laurent-Reihe ist die gewohnliche Potenzreihe

x
= Z an(z — 29)"
n=0

mit dem Konvergenzradius Ry > 0 und dem daraus resultierenden Konver-
genzgebiet in Form der offenen Kreisscheibe

Gry(20) :={2€C:|z— 2| < Rn}.

e Hauptteil H(z):
Der Hauptteil der Laurent-Reihe ist

o0
= Z a_n(z—20)™"
n=1
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mit dem Konvergenzradius p > 0,

11
P Ry = |z — 2|

& Ry <|z— 2z,

und dem daraus resultierendem Konvergenzgebiet
Gry(20) :={2€C: Ry < |z — 2|} .

Das Konvergenzgebiet erstreckt sich also auf den Aufsenbereich einer Kreisschei-
be mit dem Radius Ry .

Laurent-Reihe L(z):

Eine Laurent-Reihe konvergiert im Punkt z € C, wenn sowohl ihr Hauptteil als
auch ihr reguldrer Teil in diesem Punkt konvergieren. Demzufolge und wie in
Abbildung 5 dargestellt ist ihr Konvergenzgebiet der offene Kreisring

GRH,RN(ZO) = {Z ceC:Ryg< |Z — Zo| < RN}

fir den Fall Ry < Ry .

Anmerkung:
In einigen Punkten der Rénder des Kreisrings kann ebenfalls Konvergenz vor-
liegen, sodass dort |z — zp| = Ry oder |z — 2| = Ry gilt.
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Ist der Konvergenzradius einer gewdhnlichen Potenzreihe o = 0, so konvergiert
diese nur fiir z = zg.

Ist der Konvergenzradius einer gewdhnlichen Potenzreihe o = oo , so konvergiert
diese fiir alle z € C absolut.

Fiir das Konvergenzverhalten der Laurent-Reihe ergeben sich folgende Félle:

1. Ist Ry = 0, so konvergiert der Nebenteil nur an z; und ist sonst divergent.
= Die Laurent-Reihe divergiert tiberall,
da sie in z = zp nicht definiert ist.

2. Ist Ry = oo, so divergiert der Hauptteil fiir alle z € C.
= Die Laurent-Reihe divergiert tiberall.

3. Ist 0 < Ry <00, 0< Ry < oo und ist zusatzlich
(a) Ry > Ry,
so existiert kein z, fiir das beide Teilreihen zugleich konvergieren.
= Die Laurent-Reihe divergiert iiberall.
(b) Ry = Ry

so konvergieren beide Teilreihen und damit auch die Laurent-Reihe
hochstens an gewissen Punkten der Kreislinie

Kr, ={2€C:|z—2|=Ry=Ry}.
(C) RH < RN,
so konvergiert der Nebenteil auf der Menge {z : |z — zp| < Ry und
so konvergiert der Hauptteil auf der Menge {z : |z — zo| > Ry .

Auf dem Durchschnitt dieser beiden Teilmengen konvergieren also bei-
de Teilmengen.

= Die Laurent-Reihe konvergiert auf dem Ringgebiet
Gryry(20) ={2€C: Ry <|z— 2] < Ry} um 2

Wiéhlen wir eine kompakte Teilmenge des Ringgebietes zu
(N;'RH,RN(ZO) ={2€C:|z—2|>Ry}n{zeC:|z— 2| < Ry}
mit RH > RH und RN < RN, wobel RH < RN,

konvergiert die Laurent-Reihe sogar gleichmafiig auf G Ry o (20) 5
da dann auch die beiden Teilreihen gleichméakig konvergieren.
= Die Laurent-Reihe konvergiert also kompakt auf G 5 (20) -

Boxinhalt ist mit kleinen Anderungen der Notation weitgehend zitiert aus dem Skript
von Pascal Niehus, ,Laurent-Reihen und isolierte Singularitdten“, Seite 7 und Seite 8,
www.mathematik.uni-dortmund.de/~tdohnal/TEACH/Seminar_AnalII_SS2013/Niehus_
Laurent-Reihen.pdf
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10.3 Einfache Beispiele fiir Laurent-Reihen

Aus Helmut Fischer, Helmut Kaul, Mathematik fiir Physiker, Band 1, Grundkurs, 4. Auflage, Verlag
B. G. Teubner, Stuttgart, Leipzig, Wiesbaden, 2001, Abschnitt 17.2.4 Laurentreihe, Seite 505 bis
Seite 507.

Beispiel 1:
Z PR T I I S A
z" nO”_ 23 22z 2 4 8
~——
H(Z) N(z)

ist die Laurent-Entwicklung der Funktion f(z) um die Entwicklungsstelle zg = 0. Wie
man sieht, ist H(z) und damit auch L(z) an der Entwicklungsstelle, also im Punkt
zo = 0 nicht definiert. Wir untersuchen das Konvergenzverhalten dieser Laurent-Reihe
nach dem Quotientenkriterium:

1

Zn+1
1

Z”l

Konvergenzgebiet := {z € C:1 < |z| < o0},

()"
(3)"

Konvergenzgebiet := {z € C: 0 < |2| < 2}

1

z

H(z) : lim

n—oo

<l & 1<|¢,

N(z) :  lim

n—oo

:‘§‘<1 &zl <2,

= L(z) : Konvergenzgebiet := {z € C:1 < |z| < 2}.

Das Konvergenzgebiet dieser Laurent-Reihe ist der Kreisring:= {z € C: 1 < |2| < 2},
in dem sowohl H(z) als auch N(z) konvergieren.

Beispiel 2:
Die Funktion 5
f(z)=——=+¢

z—1
besitzt nur eine Polstelle, ndmlich z = i. Wihlen wir diese der Einfachheit halber als
Entwicklungspunkt zo = i fiir die Laurent-Reihe, so liegt ihr Hauptteil bereits vor,
denn er besteht in diesem Fall nur aus dem Summanden —= , denn

2

z—1

=2 (z—i)t=a_1(z—2)""

= H(z) :Za,n(z—zo)’” falls a_, = 0 firn>2

n=1

> {2 fir n=1

Der Nebenteil resultiert aus der Taylor-Entwicklung von €* um den Entwicklungspunkt
&):i:

¢ =e-e”' = (cosl +isinl)- E (Z E —C| z—1)"=N(z) = E an(z—20)"
n!
n=0 n=0 n=0

=ceC
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Die Laurent-Reihe von f(z) = 2% + ¢ ist folglich und mit (cos1+isinl) = ¢

2 = o
L(z) = -+ E —(z—1)
Z—1 n:
—\— =0 P

2
= Z_i+c+c(z—i)+g(z—i)2+§(z—i)3+

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten dieser Laurent-Reihe wieder nach dem
Quotientenkriterium:

2
H(z) |z——i]’
Konvergenzgebiet := {z € C:0 < |z —i] < o0},
z—i)ntl
N R o a1
N(z) : lhmwzh_}m =0<1,
n—00 c- ) n—00 n+1

n!

z=z=1 = |z—il=0 = N(2)=0,

Konvergenzgebiet := {z € C:0 < |z —i| < o0},

= L(z2) : Konvergenzgebiet := {z € C: 0 < |z —1i| < o0} .

Das Konvergenzgebiet dieser Laurent-Reihe ist die gesamte komplexe Zahlenebene mit
Ausnahme des Entwicklungspunktes, also

G(z0) ={z€C:0<|z—i| <00} fir z=1,

weil der Hauptteil im Entwicklungspunkt zg = i eine isolierte Singularitdt, ndmlich
einen Pol der Ordnung 1 besitzt (s. Abschnitt 11).

Die Laurent-Reihe einer Funktion mit nur einer isolierten Singularitat ist eindeutig
bestimmt, d.h., sie besitzt nur ein ringformiges Konvergenzgebiet. Hat eine Funk-
tion jedoch mehrere isolierte Singularitdten, besitzt sie mehrere Laurent-Reihen mit
den entsprechenden (verschiedenen) Konvergenzgebieten. Dies werden wir mit den
néchsten Beispielen zeigen. Dafiir benttigen wir die beiden folgenden, allgemein dar-
gestellten Reihenentwicklungsmoglichkeiten der Funktion

1

Z—a

f(z) =

um den Entwicklungspunkt zy # a. Die Entwicklungen erfolgen also nicht an der
Polstelle z = a der Funktion :
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1. Entwicklung fiir |z — 2| < |a — 20| =

(gewohnliche) Potenzreihe bzw. Taylor-Reihe durch Anwendung der

1 =1 —
geometrischen Rethe —— = Z—, 0<g<l, gq= F” A,
l—q =q" a—z
o 1 1 1
z—a (2—20)+(20—a) z—a Z22+41
1 11 i z—2 )
2 —a 1—Z:zg_zo—an:0 a— zp

z i a Z (C(LZ—_Z(T;’):I ‘ (27)

n=0

2. Entwicklung fiir |z — 29| > |[a — 20| =

(Hauptteil der) Laurent-Reihe durch Anwendung der

geometrischen Reihe mit ¢ = 4~ %,
Z— 20
I 1 1 1
z—a (z—z)+(20—a) z-—2 14 28
1 1 1l Kfa—z2Y) = (a—z)"
oz — 2 1— =20 Cz—2 ;<z—zo) B ;(z—zo)"“’
1 > _ n—1
_y ez — | (28)
z—a —~ (2 — 2)
Beispiel 3:
Die Funktion ]
f(2) =

besitzt nur einen Pol an der Stelle z = 2. Wahlen wir jetzt als Entwicklungspunkt
nicht die Polstelle sondern zy = 0, kénnen wir die Reihenentwicklungen geméfs (27)
und (28) durchfiithren:

Konvergenzgebiet := {z € C: 0 < |z| < 2} en Taylor-Reihe

1 2
Tl

51



Konvergenzgebiet := {z € C: 2 < |z| < oo} % Laurent-Reihe

1 0 2n—1

-9 n
z — z

Auch wenn sich in diesem Fall die Konvergenzgebiete der beiden Reihen nicht {iber-
schneiden, bezeichnet man die Reihe mit den negativen Potenzen von z als Laurent-
Reihe, weil sie dem Hauptteil (mit den negativen Potenzen) entspricht.

Beispiel 4:
Die Funktion

 P-dzy2 11 1
f(z>_z(z—1)(z—2)_ z *

A B c
besitzt die drei Polstellen z = 0, z = 1, 2z = 2 und soll um den Punkt zy = 0 ent-
wickelt werden, d. h., dass insbesondere der Partialbruch % = A um seine Polstelle
entwickelt wird. Folglich besitzt die Funktion f(z) drei verschiedene Laurent-Reihen
mit den zugehorigen (verschiedenen) Konvergenzbereichen. Weil die Berechnung der
Reihenkoeffizienten durch das Integral (25) mithsam wére, benutzen wir zur Reihen-
entwicklung wieder die bereits bekannte geometrische Reihe geméfs (27) und (28):

1 1
A= - fir0<|z]<oo = A= -
z z
( (27 -
Bi= —:& fir0<|zl<1 Blz—z,z”
B . 1 . n=0
z—1 > 1
By= 1.5 firl<|z<oo 28 B, = —
\ * n—lz
( oo n
3} (27 2
C, = %1_15 fir 0 < |z] <2 :; C, = ZQnJrl
O _ 1 _ n=0
z—2 e on—1
ng—%-lig fir 2 < |z] < o0 @5 Cy=—
z Z’I’L
\ n=1

Den sich iiberschneidenden Konvergenzbereichen entsprechend stellen wir jetzt die
drei Laurent-Reihen fiir die Funktion f(z) zusammen:

Z?’l

1 o, = .
f(z)i= L =A+B+C, = ;_nz;z +§2n+1 fir 0<|z[ <1,

Z’I’L

1 1.\ )
fz) = L2:A+Bg+01:;+;;+;2n+l fir 1<]z]<2,

1 1 >, on-—l
= L3 =A+ B Cy = — —— fir 2< < .
f(2) 3 + 5o+ (O p; + ; o ; o ur |z| < o0
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Wie man sieht, hat die Entwicklung der dreipoligen Funktion f(z) in drei Laurent-
Reihen mit ihren zugehérigen (verschiedenen) Konvergenzbereichen die Laurent-
Entwicklung auf dem gesamten Definitionsbereich von f(z) ermoglicht. Dass das nicht
immer so ist, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 5:
Wir verdndern die Funktion aus dem Beispiel 4 so, dass nach der Partialbruchzerle-

gung der Bruch % nicht mehr auftritt:

1 1 —1
- - ~ ().
z—1 2-2 (z—=1)(2—2)

B C

Als Entwicklungspunkt wéhlen wir wieder z = 0. Die Funktion f(z) besitzt jetzt nur
zwei Pole, aber immer noch die drei verschiedenen Konvergenzbereiche wie im
Beispiel 4 :

o0 o0 Zn )

f(z):=Ty =B +Cy = —Zz”—l—ZQnH fir 0<|z] <1,
n=0 n=0

f(Z):: Ly =B,+C, = Z—n—|—22n+1 fir 1<’Z‘<2,
n=1 n=0

f(z):= Ly = By+Csy = ii—iin fir 2<|z|<o0.
n=1 2" n=1 z"

In diesem Fall wurde die Funktion f(z) auf ihrem gesamten Definitionsbereich nur in
die zwei Laurent-Reihen L, L, und im inneren Konvergenzbereich 0 < |z| < 1 nur
in eine Taylor-Reihe Tj (mit positiven Potenzen) entwickelt.

Anhand der Beispiele 4 und 5 stellen wir fest:
Die Konvergenzgebiete, hier z. B.
Grir,(20) ={z€C:1<|z—2| <2} fir z=0,

werden begrenzt durch einen Innenkreis R; und einen Auftenkreis R, , die durch die
Pole bestimmt werden. In den Beispielen 4 und 5 sind dies fiir 1 < |z] < 2
1
”—
1
z—2
Aus dem zu R; gehorenden Pol resultiert die Reihe mit den negativen Potenzen und
aus dem zu R, gehorenden Pol die Reihe mit den positiven Potenzen fiir das ent-
sprechende Konvergenzgebiet Gg, g, (20) := {# € C: R; < |z — 2| < R,}. Folglich
resultiert aus der Polstelle z = 0 nur eine Reihe mit negativen Potenzen.
Kurz gesagt, eine Polstelle z # 0 liefert sowohl eine Reihe mit negativen als auch
eine Reihe mit positiven Potenzen, wihrend die Polstelle z = 0 nur eine Reihe mit
negativen Potenzen liefert.

= Polstelle z=1 = R;=1,

= Polstellez=2 = R,=2.
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11 Isolierte Singularititen

Singularitdten nennt man isoliert z. B. in einem Punkt 2y, wenn die zugehdrige Funk-
tion f(z) rund um z; holomorph ist, nur in 2y nicht. Isolierte Singularitdten holomor-
pher Funktionen f(z) werden entsprechend dem Verhalten des Hauptteils H(z) ihrer
Laurent-Reihe klassifiziert in hebbare Singularitdten, Pole und wesentliche Singulari-
taten. Ist eine Funktion in einem Gebiet holomorph bis auf endlich viele Pole, so
nennt man sie meromorph.

11.1 Hebbare Singularitiaten

f(2) besitzt in z; eine hebbare Singularitit, wenn kein Koeffizient des Hauptteils
ungleich Null ist bzw. wenn alle Koeffizienten des Hauptteils und damit H(z) ver-
schwinden, d. h.,

a, =0 firalle n<0,neZ.

f(z) besitzt an der Stelle 2z eine hebbare Singularitét, wenn

lim f(z) existiert
Z—20

Wegen der Hebbarkeit verschwindet also auch das Residuum a_;. Verallgemeinert
heifst das, dass eine Funktion f(z), die eine hebbare Singularitéit im Punkt z, besitzt,
allgemein in die gewohnliche Potenzreihe

f(z)=N(2) =) an(z—2)", neN (29)

entwickelt werden kann. Wie man sieht, konvergiert diese Potenzreihe fiir z = zy gegen
ap sodass sich die Singularitit ,beheben® lisst und wir eine abgeénderte, auch in z
holomorphe Funktion f(z) erhalten:

f(2) mit hebbarer Singularitit in z, —  f(z) =a9 — f(2).

Man sagt auch, die Funktion

z fir =z # 2z
(z):{ ) ‘

lim f(z) =a¢ fir z= z
Z—20

!

ist die holomorphe Fortsetzung von f(z). Hebbare Singularitdten sind also nur
scheinbare Singularitdten, die man durch entsprechende Umformung der zugehori-
gen Funktion beheben kann. Ein alternatives Kriterium fiir eine hebbare Singularitét
der Funktion f(z) an der Stelle z; ist

lim (z —2) - f(2) = 0.

Z—r20

Dies leuchtet sofort ein, wenn man fiir f(z) die Potenzreihe von f(z) um 2, einsetzt.
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sin z

Beispiel: f(z) =

: 1 3 5 2 4
limsmzzlim—(z—z——i—z—— ---):hm(1—z—+z—— ~~~):1

z—0 z z—0 2

an der Stelle z5 = 0 :

= f(Zo):CLO:l.

Wie man sieht, verschwindet H(z) und die Laurent-Reihe von f(z) reduziert sich auf
den Nebenteil

NG = 12 = 31

beginnend mit dem ,,gehobenen” Glied ag = 1.

11.2 Pole

f(2) besitzt in 2y einen Pol, wenn z, keine hebbare Singularitdt ist und wenn nur
endlich viele Koeffizienten des Hauptteils ungleich Null sind. Gilt also

a_, #0, aber a_,=0 fliralle n>m mit m,néeN,

dann ist z ein Pol der Ordnung m .

2o ist eine Polstelle der Ordnung m von f(z) mit lim,_,., f(z) = oo, wenn m € N die
kleinste Zahl ist, fiir die

lim (z — 29)™ - f(z) existiert . (30)
zZ—20

Besitzt eine Funktion f(z) einen Pol der Ordnung m im Punkt 2, lisst sie sich folglich
in die Laurent-Reihe 00

f(2) =) an(z—2)" (31)

n=—m

entwickeln, die in einer punktierten Kreisscheibe U \ {2} konvergiert.

Dies konnen wir zeigen, indem wir eine auch in zy holomorphe Funktion f(z) einfiihren,

die

fo = —1C Fy 20 (32)

(z — z9)™

erfiillt und somit gleichzeitig dafiir sorgt, dass f(z) in zy einen Pol der Ordnung m
besitzt. Mit der gewohnlichen Potenzreihe bzw. Taylor-Reihe

F2) = 3 bz — 20"

55



um 2z, resultiert daraus

1 - n
f(z) = m;b”<z_20)
- ni;o bu(z — 20)" ™" = n:i.i:m b\n? (z—2)" =
f(z) = i an(z —29)" mit a_,, =by#0. O

~
Laurent-Reihe

Umgekehrt resultiert aus der Laurent-Reihe von f(z) um 2z

[e.e] o0

f(2) = (z=20)" f(2) = (= 2)"™ D) an(z—20)"= Y an(z—2)"" =

n=-—m n=—m

f(z) = Zan,m(z —2)"

und daraus schlieflich

flz) = Zlggl (z—20)" f(2) = lim Zan_m(z—zo)" =G, # 0. 0
0 z—20 o

1
Beispiel: f(z) = — an der Stelle zp =0 :
ZTL

1 fir m=n,

z—0 AL z—0

) 1 ) _
llmz" — =limz"" =
0 fir m>n.

Die Funktion f(z) = = besitzt an der Stelle zg = 0 einen Pol der Ordnung m = n fiir
n > 1, weil n die kleinste Zahl ist, fiir die der Grenzwert existiert.

sin z
Beispiel: f(z) = —;— an der Stelle 20 =0:
z
i . SBE o (] z+z3
zl—I>I(1)z 2:2 N zlirll)z z 3' 5'

Jmbl mtd oo fir m<1,
. m—1 - - o . o
hm(z + >— 1 fir m=1,

2—0 3! 51
0 fir m>1.

Die Funktion f(z) = 5% besitzt an der Stelle zg = 0 einen Pol der Ordnung 1, weil
m = 1 die kleinste Zahl ist, fiir die der Grenzwert existiert. oo ist ein uneigentlicher
Grenzwert und deshalb hier nicht relevant.
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11.3 Wesentliche Singularitaten

Einen ,,Pol der Ordnung oo bezeichnet man als wesentliche Singularitét.

f(2) besitzt in z eine wesentliche Singularitit, wenn zy keine hebbare Singularitiat und
auch kein Pol ist und wenn unendlich viele Koeffizienten des Hauptteils ungleich
Null sind.

f(2) besitzt an der Stelle 2z eine wesentliche Singularitét, wenn

lim (z — 29)™ - f(z) fiir alle m € N nicht existiert
Z—r20

und wenn f(z) jeden Kreisring auf C um das Zentrum z, bildet.

Beispiel: f(z) = e!/* an der Stelle zp = 0 :

l/z_oo(l/z)n_ool—n_ Ool -n __
e _Z—n! _Zn! z —1—|—Zn! 2 "=1+4H(2).
n=1

Die Funktion f(z) = e'/# besitzt im Punkt zy = 0 eine wesentliche Singularitit, weil
unendlich viele Glieder des Hauptteils ihrer Laurent-Reihe ungleich Null sind und
auch weil fiir alle m € N kein Grenzwert lim (z — z)™ - f(z) an der Stelle zp = 0
existiert: e

2—0 n! z—0 n! "

n=1 n=1

limzm-(l—%zi-z_”):zm—%lim i =2+ lim Z—'-i:oo.
n
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12 Das Residuum

12.1 Herleitung

Mit der Laurent-Entwicklung einer (holomorphen) Funktionen f(z), also mit

+oo
J(z) = Zan(z—zo)", 27r1j§ f—zo"“’ nel,
n=—00 o
_ 1 f(¢)
~ -1 = 27Tif (¢ — ZO)—1+1 T ori j{f (33)

und unter Berticksichtigung des Ergebnisses (12) folgt fiir das Kurvenintegral lings
einer geschlossenen Jordan-Kurve C', die einmal in positiver Richtung um den Punkt
zo verlauft:

j{f(z) dz = ]{ f an (z — z)" dz
C c T

=0 fiir neZ\—-1
—_——t——

= E anj{z—zo dz ,

n=—oo

%,_/

=2mi fiir n=—1

jff(z) Az = ay - 2ri |

Dieses Kurvenintegral iiber die Funktion f(z) bzw. {iber ihre Laurent-Reihe liefert
also lediglich das ,,Uberbleibsel“ a_;-27i. Durch Aquivalenzumformung und in Uber-
einstimmung mit (33) erhalten wir daraus das Residuum

(34)

= 2#17{f = Res(f, 20)

d. h., der Koeffizient a_; der Laurent-Entwicklung der (holomorphen) Funktion f(z)
um 2z heift Residuum von f in zj.

Anmerkung:
Das Residuum héngt nicht von der Gestalt der geschlossenen Jordan-Kurve C' ab.
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12.2 Residuenbestimmung — Rechenregeln

1. f(2) besitze in z; keinen Pol, sei also auch in zy holomorph oder besitze in z,
eine hebbare Singularitét :

Nach dem Cauchy-Integralsatz gilt dann

Res(f, z0) =0

In diesem Fall verschwinden der Hauptteil H(z) und damit auch der Koeffizient
a_1 und die Laurent-Reihe geht in die gewohnliche Potenzreihe iiber.

2. f(z) besitze in z; einen Pol erster Ordnung, also einen einfachen Pol:

In diesem Fall hat die Laurent-Reihe von f(z) um den Entwicklungspunkt z,
die Gestalt

f(2)=a_1(z—2)"" + ap + ar(z —20) + az(z—2)* + as(z—2)* + -+,

sodass

Res(f, z0) = a1 = lim (2 — 29) - f(2) |. (35)

Z—20

3. f(2) besitze in zg einen Pol der Ordnung m (s. auch Abschn. 11.2):

In diesem Fall hat die Laurent-Reihe von f(z) um den Entwicklungspunkt z,
die Gestalt

f(2) = acpm(z—20)™™ + - + a_1(z—2)7"

(36)
+ ag + CL1<Z — Zo) + GQ(Z — 20)2 + CL3<Z — 20)3 + -
Die Funktion f(z) ldsst sich aber auch in die Form
2
f(z2) = _9(&) (37)

(z — 2z)™

bringen, wobei g(z) auch im Punkt z; holomorph sein soll. Wir setzen zunéchst
die Taylor-Reihe der Funktion ¢g(z) um den Entwicklungspunkt zj, also

=Y 0 a) (=20
n=0 :

n (37) ein: o
1 n
Z o 9 (z0) - (2 = =)
—0

(Z — Z())

f(z) =
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+ (m—l)!-(z—zo)m
9" () - (z — 20)™ g (z) - ( o)™+
i ml- (2 — z)™ i (m+1)! (2 —2z)™ +
= g% 1 M, 1
9(20) = 2)" + g (=0) R +

+ (38)

g(m+2) (ZO)

(m+2)!

(m) mt1)
9" (z0) | 9" (20)
T Py B

(z —20)* + -+ .

Bilden wir jetzt wieder das Umlaufintegral von f(z) in positiver Richtung um
den Pol zy, so stellen wir unter Beriicksichtigung von (12) fest, dass nur das
Reihenglied A einen Betrag leistet und das Residuum von f(z) liefert:

f f(z)dz = fg((;;_i) (12)0!) 2 —1 o0

(m—1) 1
_ 9 (20) jl{ dz

(m—1)! z— 2
N——C
Res(f,zp) "

ff(z)dz = Res(f, 2)-2m =

C

9(2)

Das Residuum einer Funktion f(z) = mit g(z) holomorph in zj ist

(z — z9)™
1 d™lg(2)
Res(f, ZO) = m— ) g(Z) = (Z - Zo)mf(2> :
(m—1! demt | _
Meistens wird diese Regel in der Form
1 . dm—l .
Res(f, z0) = =)0 ngO Lt (2 —20)"f(2)

angegeben. Fiir m =1, d.h. zur Berechnung des Residuums eines Pols erster
Ordnung erhalten wir daraus wieder die Formel (35). Und vergleichen wir die



Laurent-Reihe von f(z), also (36), und die Reihenentwicklung von f(z) mittels
g(z), also (38), stellen wir fest, dass

g(m—l)(zo)

(m = 1) = Res(f, 20) -

A—m = g(ZO)7 a1 =

Wir zitieren hier noch die Kurzfassung des Beweises fiir die 3. Rechenregel:

Besitzt f in zp hochstens einen Pol der Ordnung m € N, d. h.,
» ist ord,, f > —m, so hat die Laurent-Entwicklung von f in 2y die Form

o0

f(z) = Z an(z — 2z0)" .

n=—m
Damit ist

oo

(z=20)"f(z) = Y anlz—20)"*"

n=—m
=a mta_mpi(z—20)+ Fa1(z—2)"" " +ag(z—z)"+ -

Beim (m — 1)-fachen Differenzieren dieser Potenzreihe fallen natiirlich die Terme mit einer
Potenz von z — zp kleiner als m — 1 weg, und wir erhalten

m (m-1)
((Z_ZO) f(z)) :ail.(m_l).(m_2)1+a0m.(m_1)....2.(2_ZO)+.

Bilden wir hier nun den Grenzwert fiir z — zg, so erhalten wir offensichtlich genau
ap - (m—1), .. .«it

4. C-Linearitit :

Gemaéfs den Integrationsregeln und den Rechenregeln fiir (Laurent-)Reihen gilt
fiir die Funktionen f(z) und g(z) mit den Konstanten a,b € C

Res(a- f+b-g, z0) = a-Res(f, z0) + b-Res(g, 2o)

5. f(z) besitze in 2y einen Pol erster Ordnung und g(z) besitze in z; keinen
Pol, g(z) sei also in zy holomorph:

Die Funktion h(z) := g(z) - f(z) besitzt dann in z einen Pol hichstens erster
Ordnung. Folglich ist nach der 1. und nach der 2. Regel

Res(h, z9) = lim (z — zo) h(2)

Z—r20

= lim (z — 20) [9(2) - f(2)]

Z—r20

— lim g(2)- lim (= — 20)/(2) ,
Z—20 Z—20
—— ~~ -
=g(20) = Res(f, z0)

17Zitiert aus dem Vorlesungsskript von Andreas Gathmann, Einfiihrung in die Funktionentheorie,
TU Kaiserslautern 2016,/2017, Seite 66,
www.mathematik.uni-k1.de/"gathmann/class/futheo-2016/futheo-2016.pdf
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Res(g - f, z0) = g(20) - Res(f, z0)

6. h(z) besitze in 2 eine Nullstelle erster Ordnung. Dann besitzt die Funktion
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1
f(z) = 8] in zy einen Pol erster Ordnung, sodass
z
1
Res(f, z0) = lim (z — 20) f(2) = lim (2 — 29) —
Z—r20 Z—20 h(Z)
- lip
25w h(2) — h(z)
~——
Lo
Mit  lim Mz) = Mz0) = h'(z9) resultiert daraus

Z—20 zZ— 20

Res (%, zo) - h'(z) # 0

. g(z) besitze in z, keinen Pol, sei also in z, holomorph.

h(z) besitze in z; eine Nullstelle erster Ordnung.

1

Die Funktion W) := f(2) besitzt dann in z, einen Pol erster Ordnung.
z

Folglich gilt nach der 5. und nach der 6. Regel

Res(g - f, z0) = g(20) - Res (f, z0) = g(z0) - Res (%, zo> = g(z0) - 7 (20) =

. f(z) besitze in z; eine Nullstelle der Ordnung k. Dann gilt

Res (f?/, zo) =k >0

Dies lésst sich wie folgt zeigen: f kann dargestellt werden in der Form

=1 (=" mit f(z)#0.

= f = fF(z=2)+ [  k(z—2z)",
L’:f/-(z—zo)kﬂL]?-k(z—zg)k*l :z+ k
f Fo(z—z)k fooz—a

f(2) sei holomorph in einem Gebiet um z; mit Nullstelle der Ordnung £ in zj .

(39)




f ist holomorph auch in z,.
fist holomorph auch in z;.
Folglich gilt 0 < [1/f] < oo.

1/ fist ebenfalls holomorph in einem Gebiet um 2, und auch in z;.

Ll

]?/ ist holomorph in einem Gebiet um zy und auch in 2y, denn holomorphe
Funktionen sind beliebig oft komplex differenzierbar.

Weil das Produkt zweier (auch in z;) holomorpher Funktionen ebenfalls (und
auch in zp) holomorph ist, gilt

Damit und unter Verwendung von (12) und (34) erhalten wir fiir das Residuum

aus (39)
Res (L/, Zg) = Res (j;, zg> + Res ( i , zo)
f f Z— 20

,ZQ) = k. O

zZ — 20

~~
=1

9. f(z) besitze in 2z einen Pol der Ordnung m. Dann gilt

Res <f7” zo) = —m <0

Dies lésst sich mit der zur 8. Regel analogen Argumentation wie folgt zeigen:
Wegen des Pols ist f allerdings im Punkt zy nicht holomorph. f kann aber wieder
dargestellt werden in der Form

f=F 2"
= [ =T ) em)(e )
wobei fund f" auch in zy wieder holomorph sind. Aus diesem Grunde resultiert

N R CE S e B G o s O
f Flz—z)™ f 2=z

Res (LI, zo) = Res (LNI, zo) + Res ( —m , zo)
f f Z— 2
————

=0
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12.3 Beispiele fiir die Berechnung von Residuen

. f(z) =

Gesucht wird das Residuum des Pols erster Ordnung von f an der Stelle
z2=2y=0.

COS 2

z

Gemaéls der 2. Regel gilt

COS 2

Res(f,O)zilirg)z- . zilgrg)cosz =1.

COs 2 COS 2

T1-22 (1-2)(1+2)

Gesucht werden die Residuen der beiden Pole erster Ordnung von f an den
Stellen z = zy = 1.

e f(2)

Gemék der 2. Regel und mit cos(—a) = cos(+a) gilt

COs 2 . COs 2

Res(f, 1) Zgﬂl(z ) (1—2)(1+2) zgrrll( )1 +z 2 7
] CoS z . Ccos 2 1
Res(f, —1) = Zlgzll(z—i- 1)- 1—21+2) zli)nill 1—z 2 cosl.

zsin z

. f(z):m

Gesucht wird das Residuum des Pols dritter Ordnung von f an der Stelle
Z=20=T.

Geméls der 3. Regel gilt

1 . d? 3 zsinz 1 . d? .
Res(f, m) = Ell_rgr@(z—ﬂ) m*é'lﬂl}r@zsmz
L. :
= —-lim(—zsinz+2cosz) = —1.
2 zomw
1
* f(z):sinz

1/sin z besitzt Pole erster Ordnung an den Stellen z = n -7, n € N. Gesucht
werden die Residuen dieser Pole.

Geméfs der 2. Regel und nach dem Satz von L’Hospital gilt

1
Res(f, nm) = lim (z —nm) - —
Z—=nm Sin 2 (40)
!/
- 1
= gim E2 gy = (-1)", neN.
z—nr (sin z)’ z—nm COS 2
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COSs z

o f(z) =cotz=—
sin z

Die Funktion cot z besitzt Pole an den Stellen z = n -7, n € N, d.h. an den
Stellen mit sin z = 0. Diese m-Periodizitdt von f, ndmlich cot z = cot(z 4+ nr),
beriicksichtigen wir bei der Berechnung der Residuen.

Gemaéfs der 2. Regel gilt
Cos z

R = i — :
es(f, nm) Zigllw(z nm) o

= lim M - lim cosz = (=1)"-(=1)" =1 VneN.
Z—NT Sin 2 Z—nTm
—_—
ek
22+ 4
o f(z) =—
sin z
Gesucht wird das Residuum des Pols erster Ordnung von f an der Stelle
z=2=0.
GeméR der 7. Regel, d. h. mit g(z) = 22 +4 und h(z) = sin z bzw. h'(2) = cos z
gilt

g(0) _02—1—4_

W)~ cos(0) -

Res(f, 0) =

z
. JB) =5

Die Nennerfunktion h(z) = 2" — 1 mit festem n besitzt einfache Nullstellen
(erster Ordnung) in den Punkten

weil

Die Zahlerfunktion g(z) = z besitzt an den Stellen z; keine Pole, ist also auch
in den Punkten z; holomorph.

Gesucht wird das Residuum der Pole erster Ordnung von f = ¢g/h an den Stellen
i2nk
2=z =€"n,

Gemak der 7. Regel gilt

2 2
1 .
Res <g,zk) _ g(Zk) _ Zkil _ 2}, :i _ _el4n§’ nfest, k e N .
h W(z) n-zp n-zp on n
o« f(z)=c
Die Laurent-Reihe L von f um z = z5 = 0 ist
1 =1 /1\" 1
-3 a(3) X
n=0 n=1
B 1 4 1 1 B
=a_1-z71
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Wir sehen, dass f(z) = e an der Stelle zy = 0 eine wesentliche Singularitét
besitzt. Das Residuum von f ist der Koeffizient a_; der zugehorigen Laurent-
Reihe:

Im Abschnitt 8.1 hatten wir das Umlaufintegral von f(z) = 1/z um zy = 0
ermittelt, woraus sich das Residuum von f wie folgt ergibt:

|
]{Ldz(ﬁ)fﬂz—leZ1-27r1:Res(f,0)-2m =  Res(f,0)=1.
S

c
(2) = = €C mit 0 <Rea<1
° z) = = a mi € a
I z+1  z(z+1)’
Die Funktionen z + 1 und z(z + 1) haben in z5 = —1 eine einfache Nullstelle.

Folglich besitzt die Funktion g(z) an der Stelle zp = —1 einen Pol erster Ord-
nung. Wir zeigen vier Wege zur Bestimmung des Residuums von ¢(z) an der

Stelle zp = —1 unter Verwendung von (—1) = e'™:
a—1
Res ( : , —1) =
z+1
5. Regel: 2% - lim (2 4+ 1) L (1) 1.1 = el
==1 5 z4+1
- a—1 -1 a—1 ]
7. Regel: Zl . — ( 1) — eimla—1)
(41)
Za
Res | ——, -1 ] =
()
) 1 (_l)a (ein)a .
. a . — — — aim(a—1)
5. Regel: 2 ‘z:_l Zl_1>r£11(z + 1)z Y = = e
2% (1) (em)* .
7. R 1: = = - — eim(a—1)
o8 2 4+1|._, (—1) o ¢




13 Residuensatz

Ist f(z) holomorph in G' mit Ausnahme isolierter Singularitdten z, und existie-
ren auf dem vollstdndig in G liegenden geschlossenen Integrationsweg C' keine
Singularitéiten, so gilt:

]{f(z) dz = 27riZRes(f, Zn) -

C

Siehe Helmut Fischer, Helmut Kaul, Mathematik fiir Physiker, Band 1, Grundkurs, 4. Auflage,
Verlag B. G. Teubner, Stuttgart, Leipzig, Wiesbaden, 2001, Seite 565!

Die geschlossene Integrationskurve C' umschliefst also die isolierten Singularitédten
21, ..., zn . Aukerdem wird hier vereinfachend nur ein (vollstdndiger) Integrations-
umlauf betrachtet. Durch zusétzliche (vollstdndige) Umléufe wiirden sich nédmlich die
Residuen entsprechend vervielfachen, worauf wir aber nicht weiter eingehen wollen.

Von mehreren Moglichkeiten, den Residuensatz zu veranschaulichen, haben wir die
zwei Folgenden ausgewahlt:

G C
S
< - - -
c, G, C, ¢
Z4 Z, .
N . N V4 N
M \\ T \\ Y/ R Abb. 6
7 S \\ N/ A\ W N
z, Zs
C2 CG CS
........ . 26, 25,

Wie man in Abbildung 6 sieht, werden die sieben dreieckférmigen Teilgebiete von
den geschlossenen Integrationskurven C; bis C; in positiver Richtung umlaufen. Da
innerhalb von Cg und C'; keine Singularitéiten liegen, verschwinden die Umlaufintegrale
um diese beiden Teilgebiete nach dem Cauchy-Integralsatz

j{f(z)dz =0.

Innerhalb der geschlossenen Integrationskurven C4 bis C5 hingegen liegt jeweils eine
Singularitét, sodass die Umlaufintegrale um diese fiinf Teilgebiete nicht verschwinden,
sondern entsprechend (34) ihren Beitrag liefern mit

%f(z) dz = 2mi- Res(f, z,) .
Cn

Addieren wir jetzt die sieben Umlaufintegrale, so heben sich die Teilintegrale léings der
in entgegengesetzter Richtung durchlaufenen Wege auf. Die iibrigen Integrationswege
bilden zusammen die geschlossene Kurve C', die alle fiinf Singularitdten umschliefst.
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Es verbleiben also von den sieben Umlaufintegralen nur die Teilintegrale léngs der in
positiver Richtung durchlaufenen Kurve C':

5 5

n=1 c, n=1 I n=1 C

Die zweite Veranschaulichung des Residuensatzes anhand der Abbildung 7 baut auf
der Herleitung der Cauchy-Integralformel auf (vgl. Abschnitt 8.3).

G ¢

) (D=g) e

Auch in Abbildung 7 liegt die geschlossene Jordankurve C' vollstdndig in G'. In dem
von C' eingeschlossenen Gebiet wiederum liegen die ebenfalls geschlossenen Jordankur-
ven (] um die Singularitit z; und Cy um die Singularitéit z, . Jetzt legen wir die beiden
Schnitte S; von C direkt nach C' und S; von Cy direkt nach C'. Dadurch erhalten
wir aus der Kurve C' einen oberen und einen unteren Teil geméfs Copen + Cunten = C' -
Durch die Schnitte S; und S5 haben wir ein einfach-zusammenhéngendes Gebiet er-
halten. Bilden wir jetzt nach dem Cauchy-Integralsatz das Umlaufintegral um dieses
einfach-zusammenhéngende Gebiet immer in Richtung der in Abbildung 7 dargestell-
ten Pfeile, so stellen wir fest, dass C; und C5 in entgegengesetzter Richtung zu C'
durchlaufen werden und dass sich die Teilintegrale 1ldngs S; und Sy aufheben:

LrfrCE) e e CE) L= g g e

Coben Cl 02 S2 C Cl CQ

7{]”(2) dz = ]{f(z) dz +7{f(z) dz = 2mi- Res(f, z1) + 271 - Res(f, 22) .
(e} C1 Cs
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14 Anwendungen

14.1 Zur Erinnerung — rationale Funktionen

Rationale Funktionen, die sich als Polynom in der Normalform > " ja,z™ mit 2 € R und den
konstanten Koeffizienten a,, € R, a,, # 0 darstellen lassen, heifsfen ganzrationale Funktionen.
Der hochste darin auftretende Exponent m ist der Grad des Polynoms. Der Vorfaktor a,, heifst
Leitkoeffizient. Ist der Leitkoeffizient a,, = 1, handelt es sich um ein normiertes Polynom vom
Grad m .

Der Quotient p/q aus den ganzrationalen Funktionen p und ¢ liefert eine echt gebrochenratio-
nale Funktion, wenn der Zdhlergrad kleiner ist als der Nennergrad. Ist der Zahlergrad jedoch grofser
als der Nennergrad, ist p/q eine unecht gebrochenrationale Funktion, die durch Polynomdivision
zerlegt werden kann in eine ganzrationale Funktion und ggf. zusétzlich eine echt gebrochenrationale
Funktion.

Diese Aussagen iiber rationale Funktionen lassen sich unmittelbar auf komplexe Polynom-
funktionen der Form f(z) = > " ja,2™ mit 2 € C und den konstanten Koeffizienten a, € C
iibertragen. Aus der Verallgemeinerung auf den Bereich der komplexen Zahlen resultiert jedoch ein
wesentlicher Unterschied:

Werden auch komplexe Koeffizienten zugelassen, lasst sich jede ganzrationale Funktion vom Grad
m > 2 durch Faktorisierung als Produkt aus m Linearfaktoren darstellen (Produktdarstellung).
Komplexe Polynomfunktionen lassen sich also im Gegensatz zu Polynomfunktionen in den rationalen
oder reellen Zahlen immer vollstindig in Linearfaktoren zerlegen bzw. faktorisieren, was wir in den
folgenden Beispielen zeigen werden.

Der Fundamentalsatz der Algebra besagt u.a.: Ein (nicht konstantes komplexes) Polynom
vom Grad m > 1 mit komplexen Koeffizienten besitzt insgesamt genau m Nullstellen, wenn die
Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit gezéhlt werden.

Beispiele: mit z € C und z € R

e Hinweis!
Das Polynom 2. Grades 2 -3 = ([L’ + \/g) (:v — \/3) ist in den rationalen Zahlen nicht
faktorisierbar, also irreduzibel. Es ist aber reduzibel in den reellen Zahlen.

e p(z) = 24+3-21 = z—(-34+2i) = z— 2
Polynom 1. Grades mit der Nullstelle z = zg = —3 + 2i .

e p(2) = 2242 = 2(22+1) = z(z+1i)(z —1)
Polynom 3. Grades mit den drei einfachen Nullstellen 0, —i, i .
Hinweis!
Das Polynom 2. Grades z2 + 1 ist in den reellen Zahlen irreduzibel, aber es ist reduzibel
in den komplexen Zahlen: 22 + 1 = (z +1)(z —1).

op(z):23_1:(2—1)(22+z+1): Z—1|:—|—(% )]|:_|_ %_173>:|
Polynom 3. Grades mit den drei Nullstellen 1, — (% +1i ‘[) — (% —1i 73> .
Hinweis!

p(r) = 23—1 = (x—1)(z%+2+1) besitzt die gleichen Nullstellen, weil der reelle quadratische

Faktor ein Paar komplexe Nullstellen mit unterschiedlichem Vorzeichen ihres Imaginérteils
liefert. Das Polynom 2. Grades 2 + x + 1 ist also in den reellen Zahlen irreduzibel.

e p(z) = 25+324—622-1022+212 -9 = (2 +3)%(2—-1)2
Polynom 5. Grades mit fiinf Nullstellen: z = —3 mit Vielfachheit 2, z = 1 mit Vielfachheit 3.

e p(z) = iz—1i
Polynom 1. Grades mit der Nullstelle z = 1.
Hinweis!
Ein Polynom mit nur komplexen Koeffizienten, kann auch reelle Nullstellen besitzen. Auch
p(z) = iz — 1 hat die Nullstelle z = 1.

o p(2) = 2 +3i22+2+31i = (2+3i)(z+i)(z—1)
Polynom 3. Grades mit den drei einfachen komplexen Nullstellen —3i, —i, i.
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o p() = (z+D)m - (2= 30"
Polynom vom Grad (m + n) mit (m + n) Nullstellen: z = —i mit Vielfachheit m und z = 3i
mit Vielfachheit n.

°p(z) = z—i
Polynom 1. Grades mit der komplexen Nullstelle z = 1.
Hinweis!
Im Gegensatz dazu besitzt das Polynom iz — i die reelle Nullstelle z =z = 1.

Wie man sieht, gibt es komplexe Polynome beliebigen Grades, also auch ungerade komplexe
Polynome, die keine reellen Nullstellen besitzen.

Ungerade reelle Polynome, beispielsweise p(z) = 23 —1 (s.oben), besitzen immer mindestens
eine reelle Nullstelle.

Gerade reelle Polynome besitzen wie gerade komplexe Polynome nicht immer reelle Nullstel-
len. Folglich sind reelle Polynome 2. Grades in den reellen Zahlen nicht immer reduzibel.

Im Folgenden benétigen wir den Satz liber das Wachstum von rationalen Funktionen:

Seien p(z) und ¢(z) komplexe Polynomfunktionen mit ¢(z) # 0. Der Grad von p(z) sei k € N5 und
der Grad von ¢(z) seil € N5 . Dann existieren die Konstanten R, K, M € R+q, sodass die rationale
Funktion f(z) := % fiir alle z € C im Gebiet {z € C: |z| > R} keine Polstellen besitzt und die
Abschétzung

P(2)| _ [Xnmgtn 2"
K< 17 =[] = | Ete < e (12)
-_— l f—
q(2) Y o bn - 2"
erfiillt. Dies lésst sich wie folgt zeigen:
K, |z|F < < M, |z|*
»12]" < p(2)] £ M,z N &@ _ K~|zk_l<’p(z)’<M-z|k_l _ %@
Kylel' < lg()] < M2 My J2f “la@)1 ™ O
Insbesondere werden wir diese Beziehung in der Form
1 Slakl |2"|
fl < M- = 3= |- (43)
212 gl 12
d. h. fiir den Exponenten k —1 = —2, aber auch fiir Exponenten k — < —2, nicht nur im Komplexen

sondern auch im Reellen benutzen. Weiterhin zeigen wir im Anhang, dass es fiir ein komplexes
Polynom f = f(z) vom Grad n € N5 mit Leitkoeffizient 1 ein R € R gibt, sodass

K" < [f(2)] < M|z]" =

1 3
SIS 7@ < Sl

IN

" VzeC mit |z|>R.
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14.2 Berechnung von uneigentlichen Integralen fjozo f(z)dx

Wir wollen auf Grundlage des Cauchy-Integralsatzes und der Invarianz des Weginte-
grals (s. Abschn. 8.3) eine Methode entwickeln zur Berechnung von reellen uneigent-
lichen Integralen der Form ffooo f(x)dx mit der echt gebrochenrationalen Funktion

flx) = 2% . Uneigentlich integrabel sind, im Reellen wie im Komplexen, nur Funk-
tionen, die im Unendlichen hinreichend schnell abklingen, also bestimmte Abklingbe-
dingungen erfiillen.

Als einfaches Modell zur Entwicklung betrachten wir eine stetige geschlossene Jordan-

Kurve C' in der komplexen Zahlenebene (s. Abb. 8) und eine holomorphe Funktion

p(2)

f(2) = —= mit den komplexen Polynomfunktionen

q(z)
k l
p(2) = a, 2", ar#0 und  q(z) = by 2", b #0.
n=0 n=0

Weiterhin sollen folgende Bedingungen gelten:

e (' bestehe aus den beiden Teilstiicken A und B, also C' = A + B, und soll bei
der Integration in positiver Richtung umlaufen werden.

o Die Kurve A verlaufe auf der reellen Achse von x = —R nach z = +R.

Abb. 8

e Die Kurve B sei der obere Halbkreis mit dem Radius R um den Koordinatenur-
sprung, werde also beschrieben durch

2(r,0) = |z| - e* = R-e¥ mit r=R=const, p€[0,7], Imz>0.

e R sei hinreichend grofs, sodass alle oberhalb der reellen Achse vorhandenen Sin-
gularitdten von f innerhalb des von C' eingeschlossenen Gebietes liegen.

e Auf C selbst sollen sich keine Singularitaten befinden. Insbesondere besitze ¢(z)
keine reellen Nullstellen, sodass der Integrand f(z) auf der gesamten reellen
Achse definiert ist.

e Der Grad [ des Nennerpolynoms ¢(z) sei um mindestens zwei hoher als der Grad
k des Zahlerpolynoms p(z), also

[>k+2 & k-1<-2.

Warum diese Einschrankung erforderlich ist, wird im Folgenden deutlich werden.
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Zunachst zeigen wir auf der Grundlage der eindimensionalen reellen Analysis, dass
das uneigentliche Integral

/OO f(z)dz = lim af(x)dx + li_)m /7‘ f(z)dx

r—oo [_.

als Grenzwert des Integrals [* f(z)dz (mit symmetrischen Integrationsgrenzen) fiir
r — oo in R tatséchlich existiert, also konvergiert.

Diese Betrachtung im Reellen ist auf komplexe Integrale {ibertragbar, weil die Funk-
tionswerte f(x) € R den ,,Abstand“ vom Koordinatenursprung auf der reellen f-Achse
darstellen. Analog dazu sind die Betragswerte der Funktion f(z) € C der ,Abstand*
vom Koordinatenursprung der komplexen Zahlenebene, in der f(z) € C dargestellt
ist. Das komplexe Analogon zum (reellen) Integrationsweg langs der x-Achse ist die
parametrisierbare Kurve C(z) mit dem lokalen Abstand |z| vom Koordinatenursprung
in der komplexen Zahlenebene. Wir kénnen deshalb auch die Abschétzung (43) in der

reellen Form .

[f(z)] < M

verwenden.

Wir betrachten also eine Funktion f : R — R, z.B. eine reelle rationale Funktion
vom Grad < —2 und ohne reelle Polstellen, fiir die Konstanten R, M € R existieren,
sodass geméf (43) gilt

If(z)| < Mx™? firalle z€R mit |z|>R.

Unter Beriicksichtigung der Additivitét des Integrals zerlegen wir jetzt das uneigent-
liche Riemann-Integral wie folgt:

/Oof(a:)dw = lim f dx—i—/ f(z)dz + lim Tf()

r—oo J_ r—00

Das uneigentliche Integral existiert, wenn wir zeigen konnen, dass sich sowohl der obere
als auch der untere Grenzwert in der Summe der Integrale bilden lassen. Untersuchen
wir also den oberen Grenzwert und teilen dabei die Funktion f(z) auf in ihren positiven
Anteil f,(x) (oberhalb der z-Achse) und ihren negativen Anteil f_(x) unterhalb der
x-Achse. Das betreffende Integral erhélt dann die Gestalt

T

lim [ f(z)de = lim r[f+(x)+ f_(a;)} dz (45)

r—00 R r—00 R

= lim rf+(93) dz + lim rf_(x) dz
R

r—00 r—00 R

Wenn wir jetzt die Integrale f r J+(x) dz und f r /- (z) dz als Funktion von 7 betrach-
ten, stellen wir fest

fi(z)>0 = r |—>/ f+(z) dxr monoton wachsend ,
R

f-(z)<0 = r l—)/ f-(z)dx monoton fallend .
R
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Unter Beriicksichtigung von (44) resultieren daraus die folgenden Abschétungen

M M

fr(@) < [f@)] < = wd = f(2) < [f(2)] <

x x2

Diese Abschitzung wenden wir auf die beiden Integrale [, fi () dz und [, f-(z)dx
an:

/Tf+<x)dx . ,
i < /R|f<a:>|da: < /RM-x—de -

/Rr—f_ (x)dx (46)
[—M.:c—l]; — MR'—Mr' < MR,

Wir stellen fest, dass die Integrale | ]; f+(z)dz und [ ; — f—(z) dz nach oben beschrankt
sind und folglich das Integral

/RT f(z)dz = /RT [f+(x) + f—(x)} dx = /Rr fi(z)dw — /Rr—f_(:p) dz (47)

nach unten und nach oben beschrénkt ist. Fiir den Grenzwert von (47), also fiir (45),
erhalten wir mit (46) die folgende Abschétzung:

7—00 r—00

lim [ f(z)de < lim/ If(z)|dz < lim [MR™'— Mr~'| = MR™!
R R 7—00

Wir sehen, dass der Integrand f(x) im Unendlichen derart gegen null konvergiert und
keinen Beitrag zum Integral leistet, dass das Integral fiir r — oo nicht divergiert. Dies
ware nicht der Fall, wenn wir in (44) von einem Exponenten k — [ > —1 ausgegangen
wiren.!2

Die Argumentation beziiglich des Verhaltens des Integrals f:TR f(z)dx fir r — oo
ist vollig analog und kommt zum gleichen Ergebnis. Und schliefslich ist auch das
Integral ffR f(z)dz endlich, sodass das Integral

/ flx)de fir f(z)= p(x) mit degp —degqg < —2 existiert . (48)

Nachdem wir gezeigt haben, dass das uneigentliche Integral ffooo f(z) dz tiber eine re-
elle rationale Funktion f(x) mit deg f(z) < —2 existiert, betrachten wir das komplexe
Integral

/ f)de . o) =P8 e p(a) = -2
C q

2Tntegrale fj 2™ dx mit n > —1 divergieren fiir b — oo . Beispielsweise gilt bereits im Fall n = —1:

b
lim fbm_ldx: lim Inz| = lim (lnb—lna) = lim Inb— lim lna =00 —1lna = .
b—oo U % b—o0 a b— o0 b— o0 b— oo
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langs der Kurve C' = A + B unter den oben definierten Bedingungen. Nach dem
Residuensatz gilt

/Cf(z)dz = /Af(z)dz—l—/Bf(z)dz
_ /_};f(x) dx—i—/Bf(z) ds = 2mi ) Res(/, )

Bevor wir den Grenzwert des Integrals fiir R — oo bilden kénnen, bendtigen wir
noch die Abschétzung des Integrals lings des Halbkreises B . Dafiir benutzen wir die
Standardabschatzung fiir Wegintegrale

< L(B)-max |f(2)] < 7R-MRZ = T

mit der Lange des Halbkreisbogens L(B) = mR und mit der Abschétzung (43) fiir
|z| = R, ndmlich
1 1

f(2)] < M.W = V@< max|f(Z)] < M55
Abschliefsend bilden wir den Grenzwert des Betrags des Integrals lings der Kurve B
fiir R — oo und stellen fest, dass der Betrag des Integrals dann gegen null konvergiert:

lim
R—o0

lim — = 0. (49)

Wenn aber der Betrag des Integrals im Unendlichen verschwindet, dann verschwindet
auch das Integral selbst und wir erhalten fiir das Integral lings der Kurve C'

R—o0
/f /f ydx + /f dz = 27riZRes(f, zj) =
C(R—0) —R—— B(R—0) J
%,—/
existiert, (48) verschwindet, (49)

/00 flz)dz = 27TiZRes(f, z;) fir f(x):? deg f(z) < -2 |. O

Da das Integral [* f(x)dz reell ist, muss die Summe der Residuen von f(z) rein
imagindr sein, sodass das Produkt 27i - > . Res(f, 2;) ebenfalls reell ist.

Beispiele

* 1
d
* /—00372+1 o

An diesem ,jiibersichtlichen* Beispiel wollen er die Vorgehensweise bei der Lo-
sung uneigentlicher Integrale der Form f d:z: demonstrieren:
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Die Funktion f(z) = I%H mit p(z) =1 und ¢(z) = 2* + 1 besitzt Pole
erster Ordnung an den Nullstellen von ¢(x). Aus diesen Polen resultieren die
Residuen von f.

Die Funktion ¢(x) = 2?+1 = (z+i)(z —1i besitzt lediglich die komplexen Null-
stellen z; =1 und x5 = —i , die man auch mit der sog. pg-Formel zur Losung
quadratischer Gleichungen berechnen kann. Damit ist die Integrabilitdtsbedin-
gung erfiillt, dass ¢ keine reellen Nullstellen besitzen darf. Die Funktion

q(z) = 2>+ 1

besitzt die gleichen Nullstellen wie ¢(z) .

Die Residuen lassen sich in diesem Fall sehr einfach mit der 6. Regel aus dem
Abschnitt 12.2 berechnen:

1 1
Res(f, z;) = Res(%, zj) = e =5 i} . q'(z) #0.
Da die Nullstelle 25 = —i von ¢ und folglich auch der aus dieser Nullstelle

resultierende Pol von f in der unteren Halfte der komplexen Zahlenebene liegen,
ist fiir unser Integral nur das Residuum an der Stelle z; =i relevant:

1 .
Res(f, Zl)—Q—Zl—Z——i

Schliefslich brauchen wir die relevanten Residuen von f(z) nur noch einzusetzen,
dann ist das Integral gelost:

1

/_Zf(x)daf = 27Ti;Res(f, z;) = 2771.5 -1 =

dx
a?+x?

2

In Integraltabellen finden wir | = %arctan% . Damit und mit 1 =a” = a

iiberpriifen wir unser Ergebnis:

o0 1 =t
/_ 1422 dr = tli)rgo[arctanxhz% - g_ <_g) =7 U

o0

Der Vollstandigkeit halber zeigen wir schlieflich noch, dass das Wegintegral iiber

die Funktion f(z) = &7 lings des Halbkreises

B:=z=2z(r,p)=R-e¥, r=R=const, ¢cl0,n]
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fiir R — oo verschwindet:

™

1 .
lim /f(z -dz = lim ————iRe¥dyp
R—o0 ) R—o00 (R ei<,o)2 + 1
B p=0
. i(p
= 1‘e 1 dp = 0. O
lim Re?® + lim —

=0 _ R—o0 R—o0

=0

> 1
—d
* /oo @+ nm

Das Nennerpolynom (2% + 1) der Funktion

1 1

IC) = e ~ vy i

besitzt die rein imagindren Nullstellen i und —i jeweils mit der Vielfachheit
m . Fiir die Berechnung des Integrals relevant ist aber nur die in der oberen
Halbebene liegende Nullstelle i bzw. der aus ihr resultierende Pol der Ordnung
m. Zur Ermittlung des zugehorigen Residuums benutzen wir die 3. Rechenregel
aus dem Abschnitt 12.2:

, S I L |
Res(f,1) = (m—1)! le_}IIZIO dzm-1 (=07 (22+1)m
1 . dm-t (z —i)™
= lim -
(m—1)! 2=z |dzmt (2 41)" (2 —1)™
1 [ dm! [\ m
= o A e G } -

Nach Durchfithrung der m — 1 Ableitungen erhalten wir

Res(f, i) = ———— lim (—m) (—m — 1) (—m —2) (~m —3) -+

(m — 1)! 2—20

: (— m — (m — 2)) (i) m=)

_ ﬁ (=)™ m(m+1)(m+2) - (2m —2) - (2i) 72"+
licksichtigen wi (2m — 2)!
Jetat bericksichtigen wir m (m + 1) (m +2) -+ (2m —2) = T2 sodas
Res(f. i) = (-1t L2 gpy-ames,

(m—1)!(m—-1)
Diesen Ausdruck konnen wir mit

-1 m—1 _ 2m—1 —1 m—1 o
<_1)m_1 . (zi)—2m+1 — '2( - ) — 1 ( ) — 1
12m—1. 22m—1 22m—1 22m—1




und wegen'® (2m —2) — (m — 1) = (m — 1) weiter vereinfachen:

. . —1i 2m — 2
Res(f, 1) = Res(m, 1> = W(m—l>'

Mit diesem Residuum haben wir im Grunde schon die Loésung des Integrals
gefunden:

e 1 . 1 : ; __i 2m =2
/_mmdm‘ = 27r1~Res<m,1> = 27”‘22771—1 <m_1) <
_— I = —_—
. (IQ + 1)m 922m—2 m—1

/°° 202 —x—5 J
o = = " dr
oo TH 4322 42

Das Nennerpolynom h(z) = z* + 32% + 2 der Funktion

g(z)  22*—z-5  222—2z-5
h(z) 24432242  (2241)(22+2)

f(z) =

besitzt die vier rein imaginiren Nullstellen (erster Ordnung) i und 4iy/2 . Folg-
lich besitzt die Funktion f(z) an diesen Nullstellen Pole erster Ordnung. Fiir die
Berechnung des Integrals relevant sind nur die in der oberen Halbebene liegen-
den Nullstellen i und iv/2. Zur Ermittlung der zugehérigen Residuen benutzen
wir die 7. Rechenregel aus dem Abschnitt 12.2:

. 2.2_._ _ __ 1
Res<f7 1) — Res <%’1> — g(l) — 1 1 5 _ 7 1 _ __+Z1’

n (i) 483 + 6i 2i 2 2

Cog(v2)  2.2-3V2-5  —9-Vv2i 1 9 .
T w(iv2) 48221612  -2/2i 2 23

Damit ist das Integral

/°° 2x2—x—5d o 1+7,+1 9 . N
—————dr =27 | —= + =i - — —]
Lo T+ 322+ 2 2 2 2 22

/‘X’ 222 —x -5
—  drx =7
oo T4 322 42

Res(f, 1\/5)

Sl
Do

|

~J
~_

3Fiir Binomialkoeffizienten gilt () = (") := ﬁlk),
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14.3 Integralsinus und Integralkosinus

Es ist fiir die folgenden Abschnitte hilfreich, wenn wir uns zuvor mit dem Konvergenzverhalten des
Integralsinus und des Integralkosinus vertraut machen. Wir kénnen namlich das Verhalten der Funk-
tionen 1-sin¢ und 1 -cost analog zum Verhalten der Funktion f(z)e'** = f(z)-cos(az)+if(z)-sin(az)
betrachten. U. a. im Internet findet man schéne graphische Darstellungen dieser Funktionen aber auch
vom Integralsinus und vom Integralcosinus. Anhand der Graphen kann man sehr leicht die Wirkun-
gen verstehen, welche die Exponentialfunktion e'®® bzw. die Funktionen cosz und sinz ausiiben,
namlich die Oszillation des Integranden und des Integrals, insbesondere aber die Dampfung des
Intgrals.

T 3 t [o Sl t
Integralsinus Si(x) := / Mgt = z—/ &dt, |z] < o0
0 T

t 2 t
sint ungerade Funktion sint . .
1 . y = —— gerade Funktion symmetrisch zur y-Achse .
+  ungerade Funktion t
. sint . sint . .
lim — =0, lim — = 1 (hebbare Singularitét) .
t—too ¢ t—04

lim Si(z) = / smt g = g Dirichlet-Integral = / St =«
0

T—r00 t —00

1
Die Funktion - -sint f&llt im Unendlichen so stark ab, dass das uneigentliche Integral von —oco

bis +o0o iiber diese Funktion konvergiert, also existiert. Die Funktion % allein besitzt an der Stelle

t = 0 einen Pol mit Vorzeichenwechsel, geht aber im Unendlichen ebenfalls gegen null geméf

=0.

lim - = -0, lim - =0, lim
t—04 ¢ t—+oo

1
t

Das Integral iiber %

nicht schnell genug abfillt, als auch an der Polstelle:

allein divergiert sowohl im Unendlichen, weil die Funktion % im Unendlichen

1
/fdtzln|t|+c, t#0 = lim In|t| = —o0, lim Inft|] = oo.
t t—04 t—+oo

sint

o0
Achtung! Das Integral / dt ist divergent.
0

® cost 1 —cost
Integralkosinus Ci(z) := / g dt = my+Inz — / % dt, 0<z<oo
z 0

mit der Euler’schen Konstante Iny = 0,5772...

cost gerade Funktion

1 ungerade Funktion

cost
} = y= 5 ungerade Funktion antisymmetrisch zur y-Achse .
t

cost cost
lim — =0, lim — = 400 .
t—doo t t—0+ ¢

1 .
Die Funktion —-cost fillt wie die Funktion S‘I%t im Unendlichen so stark ab, dass der Integral-
kosinus in der oben definierten Form existiert. Allerdings steht in der Definition des Integralkosinus
als untere Integrationsgrenze x > 0, weil der Integrand %St an der Stelle ¢ = 0 einen Pol mit Vorzei-
chenwechsel besitzt und deshalb der Intgralkosinus dort divergiert. Die Integration ldngs der ¢-Achse
unter Einbeziehung der Polstelle ¢ = 0 ist also nicht mdglich.
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Wir werden aber im Folgenden die Integralsumme

" cost R cost " cost R cost
/ cos d + / cos dt — 0 / cos qt — — / cos a
r t .t r t .t

benutzen. Weil dabei die Integrationsbereiche symmetrisch zur Polstelle im Koordinatenursprung
t = 0 liegen und weil der Integrand eine ungerade Funktion ist, verschwindet die Summe der beiden

Integrale. Wegen des Pols bei x = 0 sind die Integrale ff)R ©stdt und é? st dt sowie die

uneigentlichen Integrale f_ooo costdt und [, <=tdt keine Riemann-Integrale. Dennoch gilt der

Cauchy-Hauptwert (principal value P) bzw. das Hauptwertintegral

0—r R ')
t t t
lim / %dH/ cost o, :/ cost v _ o
r—0 —R t O0+r t —00 t

R— o0

was infolge der symmetrischen Verhéltnisse intuitiv klar ist. Analog zum Integral iiber das Pro-
dukt aus Dirac’scher -Funktion und Testfunktion kann das Hauptwertintegral als Funktional bzw.
Distribution aufgefasst werden. Weiterfithrendes dazu findet man z. B. im Internet.
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14.4 Berechnung von uneigentlichen Integralen fj;o f(x)e dr —
Fourier-Transformation

Die Methode zur Berechnung von uneigentlichen Integralen der Form

+oo +oo +oo T )
/_ g(x)dx = : f(z)e*dor = /_ %emdx

auf der Grundlage des Cauchy-Integralsatzes werden wir analog zum Abschnitt 14.2

entwickeln. Wir verwenden wieder das Halbkreismodell in der oberen Halbebene mit

den gleichen Bedingungen wie im Abschnitt 14.2. Allerdings kénnen wir die Bedingung
degp(2) —degq(2) < -2 = [f(2)| < o

wegen der dimpfenden Wirkung der Exponentialfunktion %

die schwéchere Bedingung

auf das Integral durch

M
degp(z) —degq(z) < -1 = |f(2)] Sﬂ fir |2| > R, Imz>0
z

ersetzen. Mit dieser Beziehung und mit
festem a > 0, C(2(t)) = Re", dz =iRe"dt,
f(Z) . eiaz — f(Reit) . eiaReit _ f(Reit) . eiaR(cost+isint) — f(Reit) . eiaRcost . efaRsint

zeigen wir zunéchst die Existenz des Wegintegrals [, g(z) dz fir R — co. Das Weg-
integral langs C' ist

/Cg(z)dz _ /Af(z).eiaZdz+/Bf(z).eiaZdz

R s
_ / f(x)eiax dr + IR/ f(Reit) . eiaRcost . e—aRsint . eit dt .
-R 0
Wir schétzen jetzt das parametrisierte Integral lings B ab und verwenden dabei
leleftcost] =1 und el =1 sowie

sint > 14 = t(1-%) >

G t fiir 0<t¢

VAN
oy

1
2

IR/ f(Reit) . eiaRcost . e—aRsint X eit dt‘
0

< R/ﬂ f(Reit) . eiaRcost . efaRsint . eit dt
0
T . .
— R/ f(Relt) . ’efaRsmt dt
0
S M 2
< 2R / = eeBatqy = oM [ e zoRiqdt (50)
0 R 0
3 5 7 2
14Ginus-Reihenentwicklung: sint = t — % + % — % + - (1 — (W/GQ) > ~1-0,4> % .
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Wir 16sen das Integral und bilden den Grenzwert:

: 4M B _
pm gy (1) = 0.
Das Wegintegral langs des oberen Halbkreises B verschwindet also, was auch bedeutet,
dass das Integral fiir R — oo nicht divergiert. Somit existiert auf der reellen Achse,
wo nach Voraussetzung der Integrand ¢(z) keine Pole besitzen soll, das folgende Weg-
integral:

/zf(fr)em de = /Zf(fv) cos(ax) dx+i/zf(x) sin(az) dz .

Ist f(z) eine gerade Funktion, verschwindet das Integral mit dem dann ungeraden
Integranden f(z)sin(ax), ist f(z) eine ungerade Funktion, verschwindet das Integral
mit dem dann ungeraden Integranden f(x)cos(ax). Nach der Integration bilden wir
den Grenzwert fiir R — o0.

Wenden wir auf diese Ergebnisse den Residuensatz an, so konnen wir fiir die obere
Halbebene und unter den oben genannten Bedingungen feststellen:

/Cg(z) dz = /Af(x) eiaxdx—l—/Bf(z) ¥ dz = ZWi;Res(g, ) =

R
lim / f(x) e dz + lim f(z(t) e*® . iRet* dt = 271 ) Res(g, z1) ,
R—o0 _R ( ) R—oo Bl _r ( ()) g ( )

N J/
-~

=0

/00 f(z)edr = 27riZRes(f(z)eiaz, 2), a>0
o -

Es gibt Fiélle, bei denen es sinnvoll oder erforderlich ist, den Halbkreis in die untere
Halbebene zu legen. Wenn wir dann auf der reellen Achse wieder von —R nach R
integrieren wollen, ist der Umlaufsinn des Wegintegrals in der unteren Halbebene ne-
gativ, wodurch sich das Vorzeichen des Integrals gegeniiber dem der oberen Halbebene
umkehrt. Mit der Anderung des Umlaufsinns &ndern sich auch das Vorzeichen bei der
Parametrisierung und die Vorzeichen der Integrationsgrenzen des Halbkreisbogens,
d.h., die Integration lauft in der unteren Halbebene von ¢ = 0 bis t = —m bzw. bis
t = —7 . Die geschlossene Kurve um den unteren Halbkreis mit negativem Umlaufsinn
bezeichnen wir mit C'_ und den unteren Halbkreisbogen mit negativem Umlaufsinn
mit B_, die Kurven in der oberen Halbebene (mit positivem Umlaufsinn) indizieren
wir zur besseren Unterscheidung mit einem Pluszeichen.

Der Vollstandigkeit halber skizzieren wir kurz die Parametrisierung der Kurve B_
sowie die Abschitzung des Wegintegrals langs B_ :

Ci(2(t)) == Re", dz=iRe" C_(z(t)) := Re ™, dz=—iRe™™

= eiaRcit — glaRicost | n—aRsint = eiaRc_it — glaRcost | qaRsint
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Statt (50) erhalten wir damit fiir B_ als Ergebnis der Abschéitzung

o0 ) e%atht — % e%aRt 2 _ _% (1_6_%(11%)
0 aR 0 aR

-~  lim {— %(1—&‘1’%)] — 0.0

Statt dieser Vorgehensweise werden vereinfachend auch nur das Vorzeichen von a
gedndert und die Integrationsgrenzen an den veranderten Integrationsweg angepasst:

fur C, a:|a|>0,/ :/ — furC_ : a:—|a]<0,/ :/ .
By t=0 — t=0

Das in diesem Abschnitt gezeigte Berechnungsverfahren fiir uneigentliche Integrale
wird oft auch an einem Rechteckmodell hergeleitet. Weil die Darstellung am Rechteck-
modell mithsam aber lehrreich ist, haben wir die Abschatzungen der entsprechenden
Integrale in den Anhang verbannt.

Abschliefsend stellen wir die Ergebnisse dieses Abschnitts in einer Synopse dar. Lei-
der ist in der Mathematik und besonders in der Physik die Notation fiir dieselben
Sachverhalte nicht immer einheitlich, was leicht zu Missverstiandnissen fiihren kann.
Hier betrifft es die Vorzeichenkonvention. Deshalb weisen wir in der Synopse auf die
bei der Fourier-Transformation gelegentlich auftretenden ,Vorzeichenabweichungen®
hin. Bei genauem Hinschauen stellen wir jedoch fest, dass die Vorzeichen hierbei tat-
séchlich nur eine Konvention sind und dass es sich im Grunde genommen nicht um
Abweichungen handelt.
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Synopse zur Berechnung von uneigentlichen Integralen der Form

/_OO flx)e™ | f(z) = % mit degp(x) —degg(x) < —1

durch Anwendung des Residuensatzes auf holomorphe Funktionen
g(z) = f(z) €%, die keine Pole auf der reellen Achse besitzen

Nach dem Residuensatz gilt fiir die obere Halbebene

?{ g(z)dz = f(z)e"*dz = 2ri Res (g, zm) / f(z)e* da
oy ol

Im2>0
m
mit a > 0 = elez = gllal
und in der tiblichen Notation der Fourier-Transformation

mlt k < O = e—ik‘z = e—i(—|k‘|)z — eilklz

7{ g(z)dz = f(z) e *dz = 2ri Res (g, z2m) / Flz)e ™ da .
C+ C+

Im 2>0

Nach dem Residuensatz gilt fiir die untere Halbebene

7{ g(z)dz = f(z)e"*dz = —2ri Res (g, z,) = / f(z) e do
c_ - Im 2<0 o0

mit a <0 = ez = (il-la)z —  g-ilalz

und in der iblichen Notation der Fourier-Transformation

mit k>0 = e~ ikz = ¢ ilklz

Im 2<0

j{ g(z)dz = f(z)e ™ dz = —2ri Res (g, zn) / f(z)e ™ dz .
_ c- -

Aus f(2)-e* = f(z)-cos(az) + i- f(z) -sin(az) folgt
/OO f(z) - cos(ar)dz = {27r1 ZRes % ])} ,
/_OO f(z) - sin(az)dz = {Qm ZRes 9%, )} :
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Beispiele

84

22 + b2

. / x - sin(ax) .

oo

Dieses Beispiel nutzen wir, um die letzte Gleichung der Synopse zu verifizieren:

R iax iaz ia

z - el x-e z-e z- e
d = ——dx+ dz = 2mi Res T
740 2412 /_Rx2+b2 /B+ 22+ b2 i ; Imz>0( + b2 >

2. eiaz . eiaz b 0 (51)
: : _ >
Die Funktion 2102 G+ib)(z—1b) mi1

besitzt zwei Pole erster Ordnung an den beiden Nullstellen des Nenners —ib

und ib, von denen nur ib in der oberen Halbebene liegt. Das zu ib gehorende
Residuum erhalten wir mit der 2. Rechenregel aus dem Abschnitt 12.2 wie folgt:

R ( gia b) . ( _b) z_eiaz - efab
Iin 520 Grnem 0) = S |V (z4ib)(z—1ib)| 2

Mit diesem Residuum ergibt (51) nach Aufteilung der Exponentialfunktion in
die entsprechende Kosinus- und Sinusfunktion:

. B g cos(ax) [P sm(aw) z ele? . e
TV - ~" -
=0, weil Integrand ungerade =0

Nach Grenzwertbildung verbleibt nur noch

. )

, x - sin(ax ) _

1-/ %dle-ﬂe ab =
oo X2HD

/ Ln(a:c)dx = Im{QWi-ReS( el® 1b)} = e @

2 2 224627
oo X4

—ikx

9] elal? oo e
———dx, a>0, b>0, aquivalent zu _
/_oow2+b2 q /_00332+b2

de, k<0,b>0
Dieses Beispiel dient der Verifizierung der vorletzten Gleichung der Synopse.
Aufserdem ersetzen wir a > 0 durch —k > 0 und zeigen damit die Fourier-
Transformation der Funktion f(z) = Dabei sei F das Symbol fiir die
Fourier-Transformation und

1
x24b2 °

= F{f(z)} bedeute f(k) = Fourier-Transformierte von f(z).



efikz R e*lk‘x efikz efik:z
—  _dz= dx + ——dz =27 Res | ——, 7 | -
fi 22 + b2 /R x? + b2 /B+ 22 4 b? r Imz>0<22+b2 J>

o—ikz ik (52)

i i = it b>0
Die Funktion 202 G +ib)(z —1b) mil
besitzt wie das erste Beispiel zwei Pole erster Ordnung an den beiden Nullstellen
des Nenners —ib und ib, von denen nur ib in der oberen Halbebene liegt. Das

zu ib gehorende Residuum erhalten wir wieder mit der 2. Rechenregel aus dem
Abschnitt 12.2 wie folgt:

R < ke b) o : 5) o—ikz B kb
s, \ ey ) = I (= =ib) - me=er s | = o

Mit diesem Residuum ergibt (52) nach Aufteilung der Exponentialfunktion in
die entsprechende Kosinus- und Sinusfunktion:

_ B g cos(—kx) (! xsin(—kx) e~k ekt
lim — dx +1 — 3 dz |4+ lm SO dz =27 - —.
R—o00 R X +b R X "‘b R—o0 By z +b 216

=0, weil Integrand ungerade ;ro

Nach Grenzwertbildung verbleibt nur noch

© - cos(—kx) ekt
/ T dxzw-T =

oo

* x - cos(kr) _ m > ik
/ de:Re{2W1-Res(22+b2,1b)} bekb:/mmdx

—0o0

Die Fourier-Transformation der Funktion f(z) liefert die Fourier-Transformierte

Fik) o
Fli@)} = Flahe) = Jh) = 3. k<0, b>0.

157Zur Uberpriifung dieses Ergebnisses fithren wir im Anhang die Fourier-Riicktransformation durch.
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14.5 Berechnung von uneigentlichen Integralen fj;o f(z) e dx
fiir f(z)e'“* mit Pol auf der reellen Achse

In Ergénzung zu Abschnitt 14.4 betrachten wir jetzt den Fall, dass die Funktion g(z),
beispielsweise in der Gestalt g(z) = f(z) - €%, einen Pol erster Ordnung an der
Stelle zy = xo (auf der reellen Achse) besitzt (s. Abb. 9). Im {ibrigen sollen fiir diesen
Fall die gleichen Bedingungen gelten wie im Abschnitt 14.4. Demzufolge existieren die
Kurvenintegrale langs € und C; fiir R — oo wiahrend dann das Kurvenintegral I3
langs C5 verschwindet. Wir miissen also kliren, wie sich der Pol 2y mit der zugehdrigen
Kurve Cj fiir o — 0 auf das Integral auswirkt.

Abb. 9

Nach dem Cauchy-Integralsatz und nach dem Residuensatz gilt fiir die geschlossene
Jordan-Kurve C' := Cj 4+ C 4+ C5 4+ C3 mit den resultierenden vier Kurvenintegralen

Iy = [¢, 9(2) dz
j{ dz—Z/ dz-]0+11+12+13—2mz Res g,zj) =

Bllgr;o Cg z)dz = I%EI;OZ/C}C z)dz +/ g(z)dz = 2W1Z I§§>So(g’ z) . (53)
E/—/ J

Iy

Betrachten wir das Kurvenintegral Iy. Die Kurve Cy umlauft in negativer Richtung
einen Halbkreis mit Radius p um die Polstelle z,. Das von Cj und C}, abgeschlossene
Gebiet soll hinreichend klein sein, sodass es aufser zy keine weiteren Polstellen besitzt.
Deshalb koénnen wir nach (31) fiir g(z)

o0

9(z) = D au(z—2)" =

n=-—1

—I—Zanz—zo —— + h(z)

zZ— 20 0 Z— 20

schreiben.!® Der Pol z ist gleichzeitig der Entwicklungspunkt fiir die Laurent-Reihe
der Funktion ¢g(z) in dem von Cj und C, eingeschlossenen Gebiet. Das bedeutet, dass
h(z) in der Umgebung um z, und in zy selbst holomorph bzw. stetig und beschrénkt
ist, sodass fiir alle z dieser Umgebung ein 0 < ¢ € R existiert mit

|h(z2)] < c.

16Dje hier verwendete Funktion g(z) ist im Kontext von (31) die Funktion f(z).
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Daraus folgt fiir das Integral

[0:/ g(z)dz:/ o dz+/ h(z)dz
Co Co # — %0 Co

mit der Standardabschatzung fiir Integrale

lim [ A(z)dz < lim7mp-¢c = 0
0—0 Co 0—0

schlieflich unter Verwendung von (12)

. . 1 .
lim Iy = lima_q dz = —a_;-7i.
0—0 0—0 Co X~ %0

Wir erhalten hier nicht 27i wie in (12) sondern —=i, weil wir nur von 7 bis 0, also in
negativer Richtung ldngs des oberen Halbkreises Cj integrieren.

Jetzt sind wir in der Lage, mit a_; = Res(g, zp) das Umlaufintegral ldngs C' fiir
R — oo und p — 0 zu formulieren:

lim Cg(z)dz = %1_1[{)10(]1—1—]2)+£1£%IO = 27rlzj:hljnze>so(g, z) =

0—0 0—0

r rxo—o R
lim / g() dx—i—/x g(x) dx] + (—a-qy-7i) = 2#12 Inf;{gsg(g, z) &

o—0 b —-R ote J

[ xo—0 e’}
Eg% /f(a:) e dr + /f(a:) e dr| = 2%1215550(97 z;) + 7i- Res(g, z0)
L—o0 To+o J

(54)
Diese Formel ldsst sich fiir den Fall verallgemeinern, dass g(z) hochstens endlich viele
Pole erster Ordnung auf der reellen Achse besitzt.

Beispiel

o g(2) = f(z)-el = e = / T 4z = Im {ﬂ'i : Res(%, O)} =Im{nri} ==

z T

Die Funktion % besitzt nur an der Stelle zg = xo = 0, also auf der reellen Achse
einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum

Res(e;, O) = lim,_,q (z . %) =1.

Damit erhélt (54) die Gestalt

—0 . oo
) ell’ el$ )
lim —de+ | —dx| =m1.
0—0 T T
— o0

e
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Unter Beriicksichtigung der Euler-Identitat konnen wir die Integranden umfor-
mulieren und erhalten schlieflich

-0 00 -0 00
) CcoS T COS T . isinz isinzx ]
lim dx + dz| + lim dx + de| = 7i.
0—0 z x 0—0 x z
—00 0 —00 0
N J/
TV
=0

Weil der Integrand 2* eine ungerade Funktion ist, verschwindet die Integral-
summe in der linken eckigen Klammer. Der Integrand *2-* ist eine gerade Funkti-
on und besitzt an der Stelle z = 0 eine hebbare Singularitdat. Wir konnen deshalb
fiir den Grenzwert der rechten eckigen Klammer zusammenfassend schreiben:

oo : oo :

. sin x . sin x .

1/ dx:21/ dr = 71 <
o T 0 x

/ e = T = lim Si(z)
O 2

x T—00




14.6

Berechnung von uneigentlichen Integralen fooo ¢ f(x)dx
firaeC, 0<Rea<1

In diesem Abschnitt zeigen wir

/Ooog(x) der = /000 2 f(x)de = — % : ZRes(g, 2k) (55)

unter den folgenden Bedingungen:

Das Gebiet G : C\ {z € Ry} sei die komplexe Zahlenebene ohne die
positive reelle Achse und ohne den Koordinatenursprung. {z € R} beschreibt
dabei einen Schnitt bzw. einen Schlitz in der komplexen Zahlenebene léngs der
positiven reellen Achse.

p(2)
q(2)

degp(z) — degq(z) < -2

gilt im Fall hinreichend grofer |z| nach dem Satz iiber das Wachstum von
rationalen Funktionen (42)

Fiir die rationale Funktion  f(z) = mit der Grad-Bedingung

Mo
lf(2)] < e fir |z| — o0

Weiterhin besitze ¢(z) keine Nullstelle und f(z) keinen Pol auf der positiven
reellen Achse R>(. Weil also f(z) keinen Pol in z = 0 besitzt, nimmt |f(2)| in
z = 0 einen endlichen Wert an, d.h., f(z) ist fiir 2 — 0 beschrinkt.!” Deshalb
existiert eine Konstante £, mit der stets gilt:

1f(z)] < — fir z—0.

Fiir den Exponenten a € R gelte 0 <a < 1.

Die Funktion 2® besitzt folglich nur in z = 0 eine einfache Nullstelle aber keinen
Pol. Deshalb sind die Funktionen f(z) und auch g(z) bis auf héchstens endlich

viele Pole in G holomorph in C.
Aufgrund der Grad-Bedingung existiert fiir g(z) der Grenzwert
lim ¢g(z) = lim 2*- f(z) = 0.

|z]—o0 |z]—o0

Weil in z = 0 die Funktion f(z) beschrinkt ist und gleichzeitig die Funktion z“
verschwindet, existiert fiir g(z) der Grenzwert

lim g(z) = limy = f() = 0.

1"Dieses Verfahren gilt auch fiir Funktionen f(z) bzw. f(x) mit einem einfachen Pol im Nullpunkt,
wenn das Integral {iber f dort trotzdem konvergiert. Dass derartige Funktionen existieren, zeigen
wir im Abschnitt 15.4 .
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Vorbetrachtungen

Der Hauptzweig bzw. der Hauptwert l~n(z) des natiirlichen Logarithmus sei wie folgt
definiert:

z=|z] - e = In(z) := In (Jz]-€¥) = In|z|+ip mit 0<¢p<2r.
Damit ist In(z) holomorph auf G und folglich ist auch
ﬁl(z“) mit 2% = (|z| -ei“")a = (eln|z|+i“")a — o@In(:)

holomorph auf G . Betrachten wir die Grenzen des Hauptzweiges der Logarithmus-
Funktion _ _ _
In(z) = In(z +iy) = In(z £ i¢)

fiir ein bestimmtes > 0 (s. Abschn. 6):

lirgl In(z +i€) = Inx
e—
o = w(z) fir z=2>0
lim In(x —ie) = Inz + 27i
€~)0+
bzw. kurz
lim In(z —ie) = limIn(x +i€) + 271 = Inz + 271 |. (56)
e—0 e—0

Daraus folgen die Grenzwerte der Funktion(en)
e = e o (x+1iy)* = (x+ie)*, VaeC,

langs der positiven reellen Achse, d. h. langs des Schnitts beziiglich ﬁq(z) , fiire — 0, :

li%l (z +ie)* = evlne = ¢,
. .In . €=U+
lim ™) = lim 2* = ) e | o o
04 04 lim (z —ie)® = e¥motazm  — ga. gima
€—>0+
bzw. kurz
lim(z —i€)* = lim(x +ie)* - *™* = g*.¢e?™e |, (57)
e—0 e—0
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Wir betrachten die in Abbildung 10 dargestellte geschlossene Jordan-Kurve
C .= Cl+02+03—|—04 fir G,Q,R>0.

C,

Die Kurven C] bzw. (5 sind Strecken auf den Geraden Im z = € bzw. Im z = —¢ und
die Kurven C5 und Cj sind Kreisbogen. Wenn wir € und p so klein und R so grofs
wihlen, dass alle Pole von f(z) in dem von C' umrandeten Gebiet liegen, liefert der
Residuensatz das Umlaufintegral

jig(z) dz = jiz“ - f(z)dz = 2mi Z Res(g, zx) - (58)

ZkEé

Dabei haben wir berticksichtigt, dass die Funktion 2* in G keine Pole besitzt, d. h. in
G holomorph ist.

Schétzen wir das Verhalten der Kurvenintegrale langs C fiir e — 0 und R — oo
und langs C fiir ¢ — 0 und o — 0 mit der Standardabschditzung fiir Wegintegrale ab:

o Abschitzung des Wegintegrals [, z°f(z)dz mit Cy(2) := |z| = R und dem
Kreisumfang 27 R fiir R — oo :

/C ()

/C 22a f(2)dz

< 2R - sup |2f(2)] = 2rR-sup |2|° - |f(2)],
z€Cs z€Cy

< 27 R sup [(2)]

z€Cl
Daraus folgt im Fall hinreichend grofer [z| = R mit sup [f(2)| < —5 = &3
z€Co |Z| R
M 2rM
a d < 2 A R1+a LI
/022 f(z)dz| < 2w 7 oy
2 M
lim / 2°f(z)dz| = lim o
|z]| =00 Cy |2 =00 Rl—a
R—o0 R—o0

Das Kurvenintegral langs C5 verschwindet im Unendlichen.
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e Abschiatzung des Wegintegrals fc4 2%f(z)dz mit Cy(z) :=|z| = 0 und dem
Kreisumfang 27p fiir o — 0 analog zur Abschétzung des Wegintegrals langs Cs :

/04 2%f(z)dz

Unter der Bedingung, dass ¢(z) in z = 0 keine Nullstelle und somit f(z) in
z = 0 keinen Pol besitzt, d. h. in zy holomorph ist, liefert die Abschitzung den

Grenzwert
/ 2°f(2)dz
Cy

Das Kurvenintegral langs Cy verschwindet fiir o — 0.

a a k
< 2mo-sup |z|* - [f(2)] < 2700 —.
ze(Cy Q

= lim27-0*-k = 0.
p

lim
z—0
0—0

Jetzt untersuchen wir das Verhalten der Kurvenintegrale langs C; und C} fiir den
Grenzfall
e—>0,0—0, R—o00:

oCl(z(x)):x—I—ie fir o<z<R, dz=dx
R
/z“f(z)dz: / (x+1i€)* f(x +ie) dz =
C1 0

lim lim lim 2f(z)dz = / 24 f(x)dx .
0

e—0 p—0 R—o0 ol

e Um unnotigen Diskussionen und Vorzeichenfehlern, die eine Parametrisierung
wie z.B. C5(z2(t)) = o+ R—t—1ie, o <t < R, dz = —dt evl. mit sich
bréichte, aus dem Weg zu gehen, bilden wir zundchst das Kurvenintegral langs
—C5, d. h., entgegengesetzt zu der in der Abb. 10 dargestellten Integrationsrich-
tung. Abschlieftend konnen wir durch Vertauschung der Integrationsgrenzen oder
des Integralvorzeichens ohne Miihe wieder zur geforderten Integrationsrichtung
langs C3 zuriickkehren.

—Cg(z(a:)):x—ie fir o<z<R, dz=dx

/_03 Ffle)dz = /QR(QS —ie)" f(z —ie) dz .

Gemék (57) benutzen wir

lim(z —ie)* = % - ™
e—0

bei der folgenden Grenzwertbildung:

R
lim 2%f(z)dz = eQ’ri“/ f(z)de =
o

e—0 —Cs

limlim lim 2°f(z)dz = —eQ’Ti“/ 2 f(z)de .
0

e—0 p—0 R—o0 Cs
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Weil die Kurvenintegrale langs Cs fiir R — oo und langs C} fiir o — 0 verschwinden,
bleibt vom (gesamten) Umlaufintegral (58) nach Grenzwertbildung nur

limlim lim ¢ z¢f(z)dz = / 2 f(x)de — eQ’ri“/ 2 f(z)dx
0 0

e—0 p—0 R—oo C

(1 — e /Ooox“f(x)d:c

= 2mi Z Res(g, zk) &

ZkEé

/Ooo 2" f(r)de = 1_2—7;;% Z Res(g, zx) (59)

Zk66

iibrig. Durch Erweitern mit e ™ kénnen wir den Faktor vor der Residuensumme noch
etwas vereinfachen:

2rri omi  eim peima. g o 2i
1— 627ria - 1— eQiﬂ'a ' e—i7ra - e—imz _ eiwa = —me ' eimz _ e—imz
_ 1
- efiﬂ-a ~ sin(wa)
sin(ma)

Damit erhalten wir das oben angegebene uneigentliche Integral

T e ima

/Ooox“f(a:)dx = — Z Res(g, zx) |. O

sin(ma) =

Beispiel
2" ,
e g(2) == 'f(z):ZQ+1 fir 0<a<1:
f(2) =25 = G +3(Z_i besitzt keinen Pol auf der positiven reellen Achse [0, co]
und g(z) = Zfil besitzt zwei Pole in G, némlich an den Nullstellen z = 4i von

f(z). Die zugehorigen Residuen in G berechnen wir mit der 7. Regel wie folgt:

2® , 2® (£i)*
“ (z2 Ik 1) 2|, +2i
Wir setzen die Summe aus diesen beiden Residuen sowie f(z) = 12;4-1 in (59)

ein und erhalten unter Beriicksichtigung von

.1 . 3 . 1 . .1
4= ¢l™3 7 —i=elm2 — elTr(l—‘,—E) — o™ . @l™3 .
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00 a 1 2171'
/0 v .x2+1dx - 1_—ezim'ZReS(9,Zk)

ZkEé
. 1 . 3
2im g™y glma;
1— e2i¢ra 2i 2
L1 .
2im el73 (1 _ ema)
1 _ eQiﬂ'a 21
m

- <1+ei7ra)(1_ei7ra> - e 5(1—e )

™

-1 .1
iras —iraz
e "2 +e 2

o ./L'a ﬂ_
/ 2 dx = m™a
o x4+1 20087

Beispielsweise resultiert daraus fiir a = %

idx _

o 2+1 2cos T




14.7 Berechnung von uneigentlichen Integralen fooo f(z)dx

In diesem Abschnitt zeigen wir

/000 flz)dz = — Z Res(f(z) -Inz, ) (60)

2k Eé

auf Grundlage der Abbildung 10 und unter den im Abschnitt 14.6 aufgefiihrten Be-
dingungen. Insbesondere sei daran erinnert, dass alle Residuen der Funktion f(z)
innerhalb des von C' eingeschlossenen Gebietes liegen sollen, dass folglich f(z) keine
Singularititen auf C' selbst und auch keine Singularitdten auf der positiven reellen
Achse einschlieflich des Koordinatenursprungs besitzen soll.

Beginnen wir mit der Abschitzung der Wegintegrale ldngs der Kurven C5 und
C, mit Hilfe der Standardabschitzung fiir Wegintegrale analog zum Abschnitt 14.6.
Dabei miissen wir wieder berticksichtigen, dass die Grenzwertbildung der Funktion
f(2) -Inz fir e — 0 gemék (56) bei Anndherung an die reelle Achse von oben ein
anderes Ergebnis liefert als bei Annéherung von unten:

El_i)r&f(x—i—ia)ln(x%—i&) = f(z)-Inz,

lim f(z —ie) -In(z —ie) = f(z)- (Inz+ 2ni) .

€—>0+

Weiterhin verwenden wir den Betrag nur vom Hauptzweig des natiirlichen Logarith-
mus gemafs

|Inz| = |ln(|z]-ei“")‘ = ‘ln]z\—l—ﬂp‘ = (1n|z\)2+<p2

= In|z|+a mit 0<a<2r weil 0<p<21T = a<¢p.
e Wegintegral langs C fire -0 =  Kreisumfang 27 R

M 1
sz(Z)lnzdz = QWR'E'(IHR%—CL) = 27TM-$7
lim (z)Inzdz| < 27M - lim nR+a
Roo Co R—oo R

Die Grenzwertbildung wird im Anhang gezeigt.
o Wegintegral langs Cy fiir e - 0 = Kreisumfang 27wp :

Entlang von C}y gilt mit
0§ngx|f(z)|:b<oo und max (In|z|+a) =lnpo+a, 0<a<2r.
ze€Cy

zeCy
lz]=e lz]=e

(2)Inzdz| < 2mo-max|f(z)| max (In|z| +a)
Cy z€Cy |z|=0
< 2mp-b-(lno+a),
lim (z)lnzdz| < 27b-limo(lnp+a) = 0.
0—0 Ca 0—0

Die Grenzwertbildung wird im Anhang gezeigt.

95



Ausgehend vom Residuensatz mit

%Cf(z) In(z) dz = 27i Z Res(f(z)Inz, 2)

zk€é

InR—+a

und unter Beachtung von I%im

—00
und weil die Wegintegrale langs Cy bzw. Cy fiir R — oo bzw. p — 0 verschwinden,
resultiert daraus

=0, Eg%g-(lnﬁa):o

27i Z Res(f(z)Inz, z) = lim lim { (z) nzdz+ [ f(2)Inz dz]
C1 Cs

e—0 R—oo
ZkEé e—0
R 0
= lim {/ f(x) Inz dx+/ f(z) (Inx + 27i) dx}
oo Lo R
R R R
= lim {/ f(x)lnxdx—/ f(x)lnxdx—%ri/ f(a:)dx] :
P 0 0
—27Ti/ flz)dz = 27 Z Res(f(z)Inz, z) &
0 ZkEé
/ flz)de = — Z Res(f(z)Inz, z) . O
0 ZkEé
Beispiel
Inz
= — = l = —
)= S gl = S =
f(z) = =45 besitzt keinen Pol auf der positiven reellen Achse [0, co[ und g(z)

besitzt drei Pole in G , ndmlich an den Nullstellen

(3F —2m) —iT

w|x

i Y .
zp =¢€'s 7 =-—1, Zp=¢€'3 =¢' =e

von f(z), die wir im Abschnitt 15.6 bestimmen. Die zugehorigen Residuen in G
berechnen wir mit der 7. Regel und mit

1 . 1
cos (i %77) =3 sin (j: %W) :i§\/§
wie folgt:
R In ~ Inz In 7,
es| ——, zx | = = ,
23 +1 (z3 + 1)/ 3 (2)?
2k
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Inels T 2w T —1-1V/3
Reslono) = Zgp =5 = 5 73
Res(g, 1) = ln(3—1) = %
Ineis T o2 5wl —1+iV3
Reslo, ) = 33y 9 9 T2

Die Summe der Residuen ist

T 1 V3 5, ..V3
ZRGS(Q, Zk;) = — (-5—17 +3 —§+517
zL€G

und somit

P19

/°° dz 2V/3
0
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14.8 Partialbruchzerlegung im Komplexen und Residuen

Die Zerlegung von komplexen Polynomfunktionen der Form

p(z)  amE™+am 2™+ e +ag A 2™ + 1 2™ V4 -+ ag
flz) = B _ G2 _ |
Q(Z) z +bn712 + e +b0 (Z—Zn) . (’Z—Z'nfl) e (Z_Zl)

i CLiZi i aizi
flz) = 5° = = Vze C\ {z}

ijzj H(z — %)

k=1

und mit a;,b; € C, m,n € N und degp(z) <degq(z) bzw. m<n

in Partialbriiche erfolgt auf der Grundlage des Fundamentalsatzes der Algebra und
vollig analog zur Partialbruchzerlegung im Reellen. An den n Nullstellen 2z
(k=1,2,...n) des Nenners besitzt f(z) Pole.

Unter Beriicksichtigung von Vielfachheiten von Nullstellen ergibt sich folgender
Ansatz fiir die komplexe Partialbruchzerlegung

- p(z2) A Ay A,
(z) = q(z)  z— 2z, i (z — 24)? - (2 — 24)
B B, Bs
z—z, (22— 2z)? (z—2)8
K
z2— 2

wobei hier z; eine einfache Nullstelle ist und die Nullstelle z, die Vielfachheit v und
die Nullstelle z, die Vielfachheit § besitzt. K sowie die A; und B; sind (konstante)
Koeffizienten. Warum wir zur Beriicksichtigung der Nullstellen-Vielfachheiten gerade
diesen Ansatz benutzen, werden wir im folgenden einfachen Beispiel erldutern.

Vor jeder Partialbruchzerlegung miissen die Nullstellen des Nennerpolynoms ¢(z)
bekannt sein. Es gibt im Prinzip drei Verfahren zur Partialbruchzerlegung:

die Einsetzmethode, den Koeffizientenvergleich und die Grenzwertmethode
bzw. Abdeckmethode.'®

14.8.1 Beispiel — Partialbruchzerlegung bei Vielfachheiten von Nullstellen

Das Nennerpolynom ¢(z) der komplexen Polynomfunktion

p(2) z2 42
q(z) 23 —422+52—2

18Im Internet findet man erklirende Videos zu den Methoden der Partialbruchzerlegung, z.B. das
Video ,Partialbruchzerlegung im Komplexen (Folge 44)“ unter www.ingmathe.de .
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besitzt die Nullstellen

21 = 2o = 1 (Nullstelle mit Vielfachheit2) , z3 =2 (einfache Nullstelle) .

Die Kenntnis dieser Nullstellen erméglicht uns, ¢(z) zu faktorisieren, sodass

z4+2
g(z)  (z-D(E-1)(=-2)

Die Partialbruchzerlegung erfolgt jetzt in vier Schritten:

1. Ansatz
z42 A1 AQ B

f(z) = = + + VzeC\{1,2}.

z—1DEz-1(E=-2) z-1 (z2—-12 =2z-2

2. Wir bringen die Summanden der rechten Seite der Ansatzgleichung auf einen

Nenner, den Hauptnenner ¢(z):

z+2 Ai(z—1)(z —2) + Ay(z — 2) + B(z — 1)?

G-D-1)(-2) -1 (:-2)

Jetzt konnen wir erkennen, dass der verwendete Ansatz sinnvoll ist, denn er
liefert als Hauptnenner die Funktion ¢(z). Der Ansatz 2% + 42 + £ hitte als
Hauptnenner (z — 1)(z — 2) # ¢(z) erbracht, wodurch der néchste Schritt nicht
durchfiithrbar wére.

. Durch Multiplikation mit ¢(z) bilden wir die beziiglich der Koeffizienten A ,
A, B zu l6sende Gleichung;:

z4+2=A1(z—1)(z —2)+ A3(2 = 2) + B(z —1)>  Vz [. (61)

. Bestimmung der Koeffizienten

Die Gleichung (61) gilt fiir beliebige bzw. alle z. Wenn wir also eine einfache
Nullstelle fiir z in (61) einsetzen, erhalten wir sofort den zugehorigen Koeffi-
zienten, weil die Terme mit den iibrigen Koeffizienten verschwinden. Diese bei
einfachen Nullstellen effektive Vorgehensweise ist die Einsetzmethode:

=2 = 242 = A(2-1)(2-2)+A(2—2)+B(2—1)
=0 =0 =1

Es verbleibt eine Gleichung mit nur noch zwei Unbekannten, den Koeffizienten
Al und AQ :

z4+2=A1(z—1)(z = 2) + As(z — 2) +4(z — 1)? Vz .
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Ausmultiplizieren und Sortieren nach Potenzen von z liefert uns die Gleichung
zur Losung beziiglich der Koeffizienten A; und A, :

242 = A2 =32+ 2) + Ax(2 —2) +4(2* — 22+ 1),
0-224+ 2" +22° = (A +4)2° + (Ay —34; — 8) 21 + (24, — 24, +4)2° .

Durch Koeffizientenvergleich bilden wir ein Gleichungssystem aus zwei Glei-
chungen mit zwei Unbekannten:

22 = 1) 0=A+4 & A =4,

2= 1) 1=A,-34-8=A+4 & Ay=-3.
Zur Uberpriifung bilden auch noch die dritte Gleichung beziiglich 2°:

20 = 1) 2 =24 -24,+4=-8+6+4 = 2.0

Die Koeffizienten sind

A =-4, Ay=-3, B=4

Damit ist die Partialbruchzerlegung

z+2 —4 -3 4

/(z) = P42 +52-2 z—1+(z—1)2+z—2

Die Funktion f(z), d.h, die Summe der Partialbriiche l&sst sich jetzt miihelos inte-
grieren.

14.8.2 Beispiel — Partialbruchzerlegung bei komplex konjugierten
Nullstellen

Der Nenner der komplexen Polynomfunktion

£(2) p(z)  z+1 z41
Z) = _= =
W2 Frz G-0)E-DiE+)
besitzt die einfachen Nullstellen zy =0, 25 =1, 23 = —1i, also die komplex konjugier-

ten Nullstellen z5 = Z3 = i. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist damit

z+1 A B C
_'_

J(2) = (z=0)(z—1)(z+1) RS z4+1

Die Multiplikation mit dem Nenner liefert

z4+1=A(z—1i)(z+1)+ Bz(z +1) + Cz(z — i) VzeC.
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Weil der Nenner nur einfache Nullstellen besitzt, bestimmen wir hier die Koeffizienten
am einfachsten mit der Einsetzmethode:

n= 0 = 0+1 =A0-D)0+i)=A(-1?) & A=1,
=i = i+1 = Bi(i+i)=B(-2) & B="1
m=—1 = i+l = C(-i)(-i—i)=C(-2) & =1

Wie man sieht, sind auch die zu den komplex konjugierten Nullstellen des Nenners
gehorenden Koeffizienten komplex konjugiert. Die Partialbruchzerlegung der Funktion
f(2) ist damit

z+1 1 == =t

fe) = = S+

23+ 2z z z—1 z4i

Man kann die paarweise komplex konjugierten Terme immer zusammenfassen bzw.
addieren und erhilt dadurch ebenfalls leicht integrierbare Terme:

2 S -G A=+ )
z2—1 z4i (z —i)(z +1)
—z+1 1 z

e — :>

2241 241 2241

1 1 z

) = ;+22+1_22+1

14.8.3 Zusammenhang zwischen Partialbruchzerlegung und Residuen
Falls das Nennerpolynom ¢(z) der komplexen Polynomfunktion f(z) = I;Lz; nur einfa-
che Nullstellen besitzt, lasst sich der Zusammenhang zwischen Partialbruchzerlegung
und Residuen leicht zeigen, beispielsweise anhand der komplexen Funktion

p(z) p(2) o c2
Cq(z) —2)(z—zm)  z—zm +z—z2 ’

f(2) besitzt an den Nennernullstellen z; und 25 Pole erster Ordnung.

Die Grenzwertmethode zur Bestimmung der Koeffizienten ¢; und ¢, entspricht im
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Fall einfacher Nennernullstellen der 2. Regel zur Bestimmung der Residuen von f(z):

lim (2 — 21) - f(2) = hm(z_zl){ Lt }

z—21 z2—rz1 Z— 2 Z— 22
_ o EoAa g, EoAa)e
—=a (z2—21) a1 (2 — 29)
0 -
om0
zZ—2z1 (Zl — 22)
———

=0

lim(z —z) - f(2) = &1 = Res(f, 1) -

Z—Zz1

Allgemein gilt folglich fiir die Koeffizienten ¢y,

lim (2 — 2i) - f(2) = & = Res(f, ) fiir einfache Nullstellen zj
Z— 2k

Etwas mehr Miihe bereitet es, den Zusammenhang zwischen der Partialbruchzerlegung
und den Residuen im Fall von Nennernullstellen mit Vielfachheiten > 1 zu zeigen.
Wahlen wir beispielsweise die Funktion

322 -22+4+4 322 —22+4+4

18 = a6 a8 ~ G-2P 1 D)

mit den Polen von f(z) an der dreifachen Nennernullstelle z; = z; = 2 und der
einfachen Nennernullstelle z, = zo = —1. Damit ist der Ansatz fiir die Partialbruch-
zerlegung

f(z) _ 32’2 — 2244 _ C11 + C12 C13 Cy

2P (e41) z—2 (z=22 (z=27 z+1

mit den Koeflizienten ¢;; (kK =1, j = 1,2,3) sowie ¢, = ¢y . Die Bestimmung der
Koeffizienten c;; an der Nennernullstelle z; = 2z; = 2 mit der Vielfachheit m = 3
erfolgt nach der Grenzwertmethode geméfs

1 _[dmd m .
% = G A g G @) a2 m
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Damit kénnen wir jetzt alle Koeffizienten unseres Beispiels berechnen:

. d3-3 3 322 — 2z +4 )
c13 = Gy zllifl:g {m (z—2) '(z—2)3~(z—|—1)} (0. Ableitung)
1 .. 322—-22+4 3-22-2-2+4
= —lm—— =1- =4,
0! 252 z+1 2+1

1 i d3—2 ( 2)3 322 — 2244
C12 (3 — 2)! z—z1=2 | dz3—2 o (z _ 2)3 . (z +

1)] (1. Ableitung)

1. d322-22+4 322 +62—6
=—lm——— =1.— = 2,
Il ==2dz  z+1 (z+1)2 |,
1 a3t 322 — 22+ 4
= —— i — (2 —2)%- 2. Ableit
11 (3 —1)! 5 le31 (z-2) (z =223 (z+ 1)] ( citung)
1 .. d? 322—22+4 1 18
= —=—lim-—— = —. = -
2! z2=2.d2? z41 2 (24+1)3] _, 3
1 dat-! 322 — 22 +4
= —— i — nt. 0. Ableit
Y G [dzll SR A e P 1)} (0. Ableitung)
1 22 4 (=12 —2-(=1)+4 1
0 z=-1 (2 —2)3 ((-1) —2) 3
bzw. a2 9.4y
. 27— 2z +
cy = Zl_1>r£11(z +1)- G2 (1 ]) (2. Regel) .
Mit den Koeffizienten
1 1
01125, ciz=2, c3=4, sz—g
ergibt die Partialbruchzerlegung
) 322 — 22+ 4 3 L2 4 -1
A = —_=
24 — 5234622 +42—8 z—2 (2—2)2 (2—23 =z+41
322 — 2z +4
Die Residuen von f(z) = - ° an den Polstellen z; = 2 und 2z, = —1 sind
(z=2)3-(z+1)
gemdR der 3. Regel :  Res(f, z1) = 3 = cn

} = ZRes(f, z) =0.

In Ubereinstimmung mit der 3. Regel zur Bestimmung von Residuen ist bei Nen-
nernullstellen mit einer Vielfachheit m > 1 immer nur der Koeffizient mit j = 1,

geméfs der 2. Regel :  Res(f, z0) = —z =

Wl
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d. h. der Koeflizient, der aus der Partialbruchberechnung mit der héchsten Ableitung
d™=1/dz™=1 hervorgeht, gleich dem zugehérigen Residuum. Das ist deshalb so, weil
sich die Residuen und der Residuensatz auf Pole innerhalb geschlossener Jordankur-
ven bzw. auf Umlaufintegrale bezichen. Geméf (12) liefern ndmlich Integranden bzw.
Partialbriiche der Form ¢/(z — 2;)™ fiir n # 1 bei Umlaufintegralen keinen Betrag.
Betrachten wir also das Umlaufintegral iiber unsere Funktion f(z) lings einer
geschlossenen Jordankurve C', die alle Pole von f(z) umlduft, z. B. eine Kreislinie

C':=|z| = const > 2 (um den Koordinatenursprung):
1 1
= 2 4 — =
dz = 3 5ld
j{of(Z) : £{2—2+(2—2)2+(z—2)3+z+1} :

liefern keinen Beitrag

1 1 1
7{ dz——~% dz
02—2 3 C'Z+1

1
= 5 2ni— g2 = 27ri-§k:Res(f7 z) = 0.

Wl =

Die Summe der Residuen von f(z) und damit auch das Umlaufintegral langs C' sind in
unserem Beispiel ausnahmsweise gleich Null. Im Allgemeinen heben sich die Residuen
in der Summe aber nicht auf, sodass das Umlaufintegral dann nicht verschwindet.
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15 Anhang

15.1 Erginzung zu Abschnitt 14.1 — Zum Satz iliber das Wachstum
rationaler Funktionen

f=fE)=2"+a, 12"+ -+ +ao (62)

sei ein komplexes Polynom vom Grad n € Ny mit Leitkoeffizient 1. Wir zeigen, dass es fiir (62) ein
R € Ry gibt, sodass

Ham < 1f) < 8z & L < UEl <3 waeC mit [2|>R. (63)

Ausgehend von der Dreiecksungleichung und mit
a,b,z € C, m,n € Nyq
gilt
fz) = azm+0b2" =
F&)] = Jaz"+bz"] < la|- |2™ + bl - |2 = F(|=]) -

Dies verallgemeinernd gilt folglich auch

f(2) = 2"+ an 12" P Fap 02" 2+ - +arz+ag, (64)
fe) = (1t B2y L L B —
P 22 n 1 on
@] < 12l + lanoa] |2+ anoal |22 + -+ + [ar] 2] + Jaol (65)
lan—1]  |an—2] lay] lao
< e (1 by Lol lb D) e o)
ERREEE et ) = S

Untersuchen wir zunéchst die Ungleichung

7@ < 2Ll

Mit
a = max <|a0|, la1], ..., |an,1|) >0

ergibt (66) die Ungleichung

« « « «
PO < 8 < b (14 2 b e+ o+ )
(10 ERE: EERNET
e’ 1 1 1
1f(z)] < F(]2] SZI”1+<1+++---+> : (67)
(1) || lz| |2 2|t
geometrische Reihe
Einsetzen der geometrischen Reihe
1
1 S S e e SR
14 — 4 — 4+ ... = = .
TRTERET TR T IS L T O RR RE-1

105



in (67) liefert

)< 3(12) < |2l [Ha, B e ] |

I N El |

[FE < J2"

U C i
EEREED

Nach (63) soll aber auch
IO
l2l* — 2

gelten, sodass unter Beriicksichtigung von
n € Nyg und a >0

zu zeigen ist, dass stets ein R, € R existiert mit

1+a.|z|n7_1 < 3 V|z| > Ra
2 (Jz] = 1) -
r-1 3 11
|z (J2] = 1) © 20 a2
2" - (2] - 1)
"—-1<
12 - 20 ’
RS
|z|? 20
2a+1) — 2« < Iz

ER

Wie man sofort sieht, ist ab einem bestimmten |z| aufwérts die rechte Seite dieser Ungleichung
stets grofer ist als die linke, sodass also ein R, existiert. Dies zeigen wir in der Abbildung 11 an
dem einfachen Beispiel f(z) = 2* — 223 + 22 + 52z — 4 fiir die 2 auf der reellen Achse, also fiir
flx) =a* — 223 + 2% + 52 — 4.

Jetzt untersuchen wir die Ungleichung

LR < 1)

Leider kénnen wir nicht analog zur Ungleichung |f(z)| < 3 |z|" vorgehen, indem wir statt mit dem
Maximum « der Koeffizientenbetrége mit deren Minimum S die geometrische Reihe bilden, wodurch
wir am Ende die vereinfachte Ungleichung (1 — 25) + 2 ﬁ < |z| erhalten wiirden. Der Term

(o] Bl 4+ Bl 2 -+ Ble| 48 = |oI" <1+5+B2+ SO R ) — B(l)

EIE] o

ist ndmlich allgemein nicht kleiner als |f(z)|, nur weil wir das Minimum S der Koeffizientenbetrége
verwenden. Dies kénnen wir uns wegen R C C schnell an dem einfachen Beispiel

f(2)=2* -2 422 452-4 = p=1
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(mit reellen Koeffizienten) veranschaulichen. Betrachten wir f(z) fiir z = 1 = |z|, so erhalten wir

1—2+1+5—4|

1

} = B(|z|)>|f(z)|D
1+14+14+14+1 = 5

Wenn wir jedoch |z| hinreichend grof wéhlen, so sind 2" in (64) und |z|™ in (65) die fithrenden Terme
und es existiert ab einem bestimmten |z| aufwérts ein Rg € R> , sodass

Vze C mit

sle™ < 1f(2)] 2] = Rg -

Auch dies zeigen wir in der Abbildung 11 an unserem Beispiel f(z) = 2* — 223 + 22 + 5z — 4 fiir die
z auf der reellen Achse, also fiir z = f(z) = 2* —22% + 2% + 52 — 4.

Nach (66) geht der Term in Klammern fiir grofe |z| gegen 1 und folglich |f(2)| wegen

lim
|z] =00

(1FG) = 121") =0

gegen |z|™. Wihlen wir also R hinreichend grof, so existieren gleichzeitig sowohl R, = R als auch
Rg = R und der Satz (63) ist erfiillt.

3x'/2 Ve 3x"/2
f(x) 2000
1750
X 1500 x*
1250
f(x)
1000
x/2 750 x'/2
500
250
5 5 ) 3 2 4 1 2 3 4 5 5 X

Abb. 11 Vereinfachend und o.B.d. A. betrachten wir in dieser Darstellung den Verlauf von
f(z) =2* =223+ 22 +52—4 nur iiber der reellen Achse, also fiir den Fall Im(z)=0 =
f(x) = 2* — 223 + 22 + 52 — 4. Uber den fiir unsere Uberlegungen relevanten Abschnitten des Defi-
nitionsbereichs ist f(z) > 0 und dort folglich f(z) = |f(x)|. Weiterhin ist stets 2* > 0 = 2% = |z|*,

sodass auf eine gesonderte Darstellung der Betrige von f, ¢, 12* und %x‘l iber x verzichtet werden
konnte.

’ 2
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y

f(x) 80
50

X4 40 X4
30

f(x)

20
10

2 1 1 2 X
-10

Abb. 12 Der Vollstindigkeit halber zeigen wir auch noch den Verlauf der Graphen von
f(z) =2* — 223 + 2% + 5z — 4 und von z* in einer Skalierung speziell fiir den Bereich um z = 0.
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15.2 Erginzung zu Abschnitt 14.4 — Integralabschitzungen am
Rechteckmodell

Als Alternative zur Abschitzung des Kreisbogen-Wegintegrals [, f(z)e'** dz im Abschnitt 14.4
zeigen wir jetzt die entsprechenden Abschitzungen am Modell des in Abbildung 13 dargestellten
Quadrats in der oberen Halbebene. Die Basis dieses Quadrats soll auf der reellen Achse liegen und
von x = —r1 nach x = ry verlaufen. Die Eckpunkte dieses Quadrats mit der Seitenldnge s = ry + ro
sind somit ro, 79 +1s, —r; +1is, —ry . Dass wir ein Quadrat statt eines (allgemeinen) Rechtecks als
Modell verwenden, vereinfacht die Rechnung, bedeutet aber trotzdem keine Einschrankung, weil im
Grenzfall fiir unendlich lange Seiten Quadrate und Rechtecke ineinander iibergehen.

Im

A

S: Cz
c, C, Abb. 13
"“-I’1 rz---->Re

Weiterhin sollen folgende Bedingungen gelten:

e Die Umlaufkurve C' bestehe aus den Seiten des Quadrats, also
C==r,r2+C1+C2+Cs.

C soll bei der Integration in positiver Richtung umlaufen werden.

e s sei hinreichend grofs, sodass alle oberhalb der reellen Achse vorhandenen Singularitédten von
g(z) innerhalb des von C' eingeschlossenen Gebietes liegen.

e Auf C selbst sollen sich keine Singularititen befinden. Insbesondere besitze ¢(z) keine reellen
Nullstellen, sodass der Integrand f(z)e'%* auf der gesamten reellen Achse definiert ist.

e Der Grad [ des Nennerpolynoms ¢(z) sei um mindestens eins hoher als der Grad k des Zéh-
lerpolynoms p(z), d. h.
degp(z) —degq(z)=k—-1 < -1,
und es soll gelten
lim f(z) = 0. (68)

|z| =00

Warum diese Einschrinkung schwécher ist als im Abschnitt 14.2; wird im Folgenden deutlich
werden.

e Fiir a € R gelte im Fall des Umlaufintegrals in der oberen Halbebene a > 0.

Nach dem Residuensatz liefert das Umlaufintegral iiber die Funktion g(z) lings der Seitenstrecken
des Quadrats

o 3
fl@)e“de = 2m Y Res(g,2) — > [ f(z)e*"dz.
k=17 Ck

T Imz>0

Schétzen wir jetzt wieder das Verhalten der Kurvenintegrale ldngs der einzelnen Seiten des Quadrats
im Unendlichen ab. Dabei parametrisieren wir C4 , C5 und C3 mit der Variablen t.
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Cy CC, Cl(t):rg—i—it, 0<t<s

Die Dreiecksungleichung fiir Integrale

f(z)el** dz
Ch

/ f(s +it) pla(s+it) | idt‘ < / ’f(s + it) pla(s+it) | i’ dt
0 0

ergibt mit [+ | = |e!%] .|em ! . §| = et

=1

/Cl f(2)el** dz

S
< / |f(s+it)|e " dt.
0
Wir schéitzen weiter ab:

/s|f(8+it)’e—atdt < sup ‘f(z)‘/se—atdt = sup |f(z)|.1<1_e—as)-
0 0 a

z€Cy 2€Cy

Undmit 0<e™ <1 = 0< (1 — e_‘”) <1 erhalten wir schlieSlich

(2) ele* dz' < %~ sup | f(z)]

Cq z€Cq

CoCcC, Cyt)=ra—r1—t+is, —r1 <t<m

In Co (z(t)) ist ¢ der Parameter des Realteils, wihrend der Imaginérteil Imz = s ,festge-
halten“ wird. Deshalb bietet sich hier die Standardabschitzung fiir Wegintegrale an mit der
Kurvenlidnge (von Cy) 11+ 13 =s:

f(z) eiaz dz < s- sup |f(Z) eiaz| = sup |f(2)| .5 sup ’eiaz| )
Ca z€Co z€C> 2€Cs
Weiterhin gilt mit
|eiaz| _ |eiaw’.|e*ay| — e %Y — e*a-Imz _ eRe(iaz)
——

=1

fiir die Abschéatzung des Wegintegrals langs Co mit festem s

sup eiaz‘ = supe M7 = supe ¥ = eV =
2€C2 2€C2 z2€C2
(2)el**dz| < sup |f(2)]-s-e 5.
Co z€Cs

—45 yiel schneller ab als

wie man schnell aus

Fiir hinreichend grofe s wichst e*® viel schneller als s bzw. nimmt e

s zunimmt. Weiterhin hat der Term s -e™%* sein Maximum bei s = é ,
. e . —q-L . .
% (s-e”**) = 0 ermitteln kann, sodass unsere Abschitzung mit + - e~*« = —L schlieflich

die folgende Gestalt annimmt:

<1 s |f(2)]

(2) €% dz
a-€ e,

Cy




e C35CC, Cs5(t)=—-r1+i(s—t), 0<t<s

Analog zur Abschétzung des Wegintegrals langs C; verwenden wir fiir das Wegintegral langs
Cs wieder die Dreiecksungleichung fiir Integrale:

/ f(f r +i(s — t)) - elal=riti(s—t)] ~idt‘
0
/

ela[—rl—i-l(s—t)] . 1| _ |e—1ar1| . ‘e—as‘ . |eat| — a8 . gat

S
S/
0

Sfas.at _ 70,5.1 as __ 71 _ ,—as
/Oe e’ dt = e a(e l)fa(le )

(2)el** dz

Cs

dt .

IN

f(_ r + 1(8 _ t)) . eia[—”r‘1+i(s—t)] i

Mit der Vereinfachung

resultiert daraus

f(2) el dz
C3

f(—r1+i(8—t)>’~efas-e“tdt.

Mit

erhalten wir die gleiche Abschitzung wie fiir das Wegintegral langs C :

r

f(f ry+i(s — t))’ e e®dt < sup |f(2)] / e . e dt =
2€C3 0
1

Zseugs |f(z)’ . a(l — e_‘”) =

f(2) el dz

1
< Z.
. <~ sup |f(2)]

z€C3

Infolge der Bedingung (68) verschwindet das Supremum von |f(z)| ldngs der Kurven Cy, Cy und Cj
im Unendlichen geméf

lim f(z)=0 = lim sup |f(2)] =0, k=1,2,3.

|z|—o0 T1,72,8=00 ey

Wir stellen fest, dass folglich auch die Betrige der Wegintegrale lings der Kurven C, C5 und Cj
und somit die Wegintegrale selbst im Unendlichen verschwinden:

lim / f(z)e**dz =  lim / f(z) el dz
T1,72,5—>00 Ch 71,72,S—>00 Cy

mit k=1,2,3 und by {I L}.

a’ a-e

= lim sup bg|f(2)] =0

71,72,S—>00 Zeck

111



15.3 Erginzung zum 2. Beispiel des Abschnitts 14.4 —
Fourier-Riicktransformation

Fourier-Riicktransformation der Funktion f(k) = %e*‘k“’ = %ekb , k<0,b6>0:

f*l{]’;(k)} = f(x) — % /:X) }'v(k) . eik:w dk — % [w %e,“g‘b . eika: dk =

Integral 7_ :

I_ ist das Teilintegral langs der negativen k-Achse und lduft von —oo nach 0. Wegen der Symmetrie
der Funktion f(k) konnen wir das Integral I_ so umschreiben, dass die Integration auf der positiven
Achse von +o00 nach 0, also in entgegengesetzter Richtung lduft. Dafiir miissen wir die Vorzeichen

anpassen :
0 0 o]
/ dkt  — —dk = / dk ,
— 0o +o0 0
elfr —  gike (Umkehrung der Integrationsrichtung) ,

ekl R weil k<0 fiir f(k).

0 ) oo ] 0o ) e—k(b+iw) oo

I - / e—\k\b . elkx dk = / e—kb . e—lk)w dk = / e—k(b+1w) dk = D
oo 0 0 —(b+1iz) |,—

-1 1

—(b+iz)  b4ix’

Integral I :

I, ist das Teilintegral ldngs der positiven k-Achse und lauft von 0 nach co. Wir brauchen es nicht
umzuschreiben, sondern miissen nur e~ *® — e7* beriicksichtigen, denn fiir die Funktion
flk) gilt k<0:

0o ) 0o ) o . efk(bfiz) 00
I+ . / ef|k:\b . elkz dk = / efkb . elk:x dk = / efk(bflx) dk = -
0 0 0 —(b—iz)|)_
- -1 _ 1

—(b—iz)  b—iz’

Mit den Teilintegralen I_ und I erhalten wir schlieflich die Fourier-Riicktransformierte

FHIWY = @) = 3 lim T s B

1 1 1 _ i b—ix+b+ix 1
20 (b+ix)(b—ix) a2 4b2 ]

Da im Integrationsbereich —oo < k < 0 fiir die Funktion f(k) von vornherein e~ ¥Ib = ek gilt, hiitten
wir das Integral I_ wesentlich einfacher 16sen konnen:

0 . 0 . 0 ) ek(b+iz) k=0 1
I - / ef\k\b . elkz dk = / ekb . elkiE dk = / ek(b+1m) dk = — )
. oo oo b+ ix b+ ix

— 00
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15.4 Erginzung zu Abschnitt 14.6 — Integral der Funktion In(x)
f(z) =1In(z), =z € R

ist ein Standardbeispiel fiir eine Funktion, deren Integral bei Null konvergiert, obwohl die Funktion
selbst, d. h. der Integrand, dort divergiert:

Die Entwicklung von In(z) um = = z¢ = 1 mit In(1) = 0 ist

e -1 n—1
In(z) = Z e (x —1)", Konvergenzbereich0 <z <2.
n=1

n
, o= (-t _— 1 1 1 1 _

n=1

Das unbestimmte Integral von In(z) ist

/ln(z)dx =z -ln(x)—x+C.

Fiir C' = 0 folgt daraus

ii—% [m “In(x) — x] = lim

und mit der Regel von L’Hospital schliefslich

1
lim —%- = lim(—z) = 0. O

0 — = z—0
T

15.5 Erginzung zu Abschnitt 14.7 — Grenzwertbildungen

. Inx+a 00
lim =, —¢ =
T—00 x (0]
1 ! 1 1 1
L’Hospital : M = - = lim nrta = lim — = 0.
i e r—0o0 X T—00 I
1 _
limz-(lnz+a) = lim nxl—i—a =, P
x—0 x—0 > o0
i
Inz+a 1
L’Hospital : ( ; ) =4 = -z = limz-(Inz4+a) = lim—2 = 0.
(%) — 3 z—0 z—0
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15.6 Potenzfunktion — Losungen der Gleichung w" = 2
Wir betrachten die komplexe Potenzfunktion

w' =2z & w'-—z=0, w,z€C, neN,
d.h. die Umkehrfunktion der im Abschnitt 5.2 dargestellten komplexen Wurzelfunktion. Aus der
2m-Periodizitdt der Kosinus- und Sinusfunktion und damit auch der komplexen Exponentialfunktion
gemafs

(0" = 5 = [a -0 | ke
— |2 el o2
20
(wk)n = 2.2 = (wo)nz 20 = |2]€?

folgt mit (4)

w = Yz = \zl e~ k=0,1,2,...,(n—1)
1 e cke2m
= ‘Z neln .ol n ,
——
wo
{k2n 1 e
wp = wp-€ n , wo=|z|"-e", k=0,1,2,....,(n—1) |. (69)
Dabei haben wir stillschweigend berticksichtigt, dass |z| unabhéngig von & ist und folglich |zx| = |2|

gilt. Weiterhin erlaubt uns die 27-Periodizitédt, auch negative k-Werte zu verwenden, was wir zur
Vereinfachung des Ergebnisses im folgenden Beispiel zeigen werden. Die Gleichung w™ — z = 0 besitzt
ndmlich immer n verschiedene Losungen wy mit fortlaufenden (benachbarten) k-Werten. Wenn wir
also eine Losung wy gefunden haben, konnen wir wegen der 27-Periodizitdt mit (69) miihelos die
restlichen n — 1 Losungen bestimmen.

Beispiel

Die Nullstellen der Funktion f(w) = w® + 1, w € C, sind die drei verschiedenen Losungen der
Gleichung w? + 1 = 0 bzw. w® = —1. Wir finden sofort als Lésung w, = —1, denn (—1)* = —1.
Damit erhalten wir

; i3 ..

Wo = -1 = e'" = 3™ fir k= 0,
j=l2r 3x _2 i1 ..

wg = Wq-€ 3 = e'37.e73" = 37 fir k=-1,
jEl2m i3 2 (5 ..

Wy = We-€73 = el37T.et3T = 57  fir k= 1.

Wir nehmen eine Umbenennung der Indizes «, /3, v vor und gehen von wg als wy aus. Dann erhalten
wir mit (69) die drei Losungen bzw. Nullstellen

_ iig . _
wy = €37 fir k=0,
i3n o
wy = €37 = -1, fir k=1,
iSr .
wy = €37 fir k=2.
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