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Dieses Skript ist kein Lehrbuch, es ersetzt auch nicht die
Vorlesungsmitschrift!

Hervorgegangen ist dieses Skript aus Priifungsvorbereitungen zur statistischen Physik.
Es ist also geschrieben worden von einem Studenten fiir Studenten. Insofern besteht
keine Gewéhr hinsichtlich inhaltlicher Korrektheit. Dies muss aber kein Nachteil sein,
denn man sollte sowieso alles hinterfragen, was geschrieben steht. Natiirlich beziehen
sich weite Teile des Skripts auf verschiedene géngige Lehrbiicher und sind teilweise
auch in enger Anlehnung an diese gestaltet. Wo dies der Fall ist, wurde es angemerkt,
damit der Leser vergleichen und sich weiter in die Problematik vertiefen kann.

Es gibt mehrere Zugangswege zur statistischen Physik. Fiir die Vorlesung wird
gern der formal-axiomatische, rein quantenmechanische Zugang auf der Grundlage
des statistischen Operators bzw. der Dichtematrix gewéhlt. Dieser Zugang ist zwar
sehr schon, iibersichtlich und elegant, aber leider wenig anschaulich. Anschaulichkeit
ist aber hilfreich, um sich Inhalte leichter einprigen zu konnen. Aus diesem Grunde
wurden einige grundlegende Themen — insbesondere iiber die Teilchenensembles und
die daraus resultierenden statistischen Verteilungen — herausgegriffen und iiber zwei
andere, ,anschaulichere Zugangswege moglichst konsistent dargestellt. Es sind dies
einerseits der Zugang iliber die Kombinatorik und andererseits der Zugang iiber den
Phasenraum zur Beschreibung von Teilchenensembles bzw. Teilchensystemen. Es wird
dabei klar, wie man mit vollkommen verschiedenen Ansétzen zum gleichen Ergebnis
kommen kann.

Der Teill — Mathematische Hilfsmittel — gehort grofitenteils zum selbstverstandli-
chen ,,Handwerkszeug* und dient nur der bequemen Erinnerung. Er kann {ibersprun-
gen werden. Einige Themen im Anhang gehoren nicht zur statistischen Physik. Sie
tragen aber ggf. zum besseren Verstindnis z. B. des Magnetfeldes bei. In diesem Skript
werden viele wichtige Themen der statistischen Physik wie z. B. der Phasenraum, der
zentrale Grenzwertsatz und die Phaseniiberginge deshalb nicht behandelt, weil diese
in den Standardlehrbiichern wie ,,dem Flieftbach®, ,dem Nolting"“, ,,dem Schwabl* usw.
sehr ausfiihrlich und anschaulich dargeboten werden.

Vielleicht ist dieses Skript der einen Studentin oder dem anderen Studenten der
statistischen Physik trotzdem eine veranschaulichende Hilfe, wenn in der Vorlesung
wegen des permanenten Zeitdrucks Fragen offen bleiben und es wieder einmal heift:
,Uber diese Herleitung kénnen Sie am Wochenende mal in Ruhe meditieren. — Denn
welche Physikstudentin und welcher Physikstudent finden schon die Zeit, am Wochen-
ende iiber die Herleitung z. B. der Bose-Einstein-Verteilung zu meditieren?

Nikolausdorf im Juli 2013 Reinhard Weif§
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Teil 1

Mathematische Hilfsmittel



1 Verschiedene Doppelsummen

1. Summe aus zwel Summen:

m n

S (ai+b) =

i=1 j=1

n

m
D

bj = Z a; + bj
i=1 j=1 2,

ay+ag+ --- —|—am—|—b1+b2+ +bn

2. Produkt aus zwei Summen,
d. h., jeder Summand der einen Summe wird mit jedem Summanden der anderen

Summe multipliziert (bzw.

m n

Z Z (eai-i-b]-)

i=1 j=1

n

m
E eai~bj —

i=1 j=

—
—_

Zz IE_] 1 ZJ
€

kombiniert):
m n
> (e
i=1 j=1
m n
— E eai X E €bj
i=1 j=1
— (@a1+ea2+...+eam)
. (ebl +€b2+ +€b”)
= e%eht —|—6a1€b2—|—-"+€am€b
eal+b1 + 6(11+b2 + ... + eam+bn
m
E (eai'bl +€ai‘b2 4o _I_eai'bn)
=1
€a1b1 —|—€a2b1 4. _'_ea3b4 o4 eambn
Z?;lai-Z};lbj Z;nlzj 1 ib;j
e =
— €a1b1 +alb2+ +a'mbn
ealbl . 60‘2b1 e €a3b4 e eambn

(1.1)

(1.4)

(1.5)



2 Taylor-Entwicklung von f(z +n) fiir n — 0

Wir fithren die Taylor-Entwicklung von f(x + n) fir kleine n bzw. an der Stelle n = 0
bis zur zweiten Ordnung aus. Dabei verwenden wir x +n = y:

d d?
f)=sesm=f| + L ey Gk e (21)
n= n=0 _
d d
=f(af+n)‘n:0+ [d—yf(y)- d—z] n+
~~ - =0
1 d? dy d d?y 9

5'[_10() - d—yf(y)'@]non o (2.2)

:1 =0

Ander Stellen =0gilt y=2+0==x, f(y) = f(z+0) = f(x), dy/dz =1 = dy =
dx und

d d ,
G| = gIe =), 2.3)
d? d?

0| = gal@=re. (2.4

Damit erhalten wir aus (2.1)
flotn) = f@)+ f@) mt g @) e 25

Beispiel:

fly) =y’ = (@+n)° =2+ 32"+ 320" + 0’ = fz +1) . (2.6)
An der Stelle n = 0 wird die Funktion f(y) = f(z+n) zur Funktion f(y) = f(x+

Mly=o = f(z +0) = f(z) = 2*. Mit (2.5) 1st dle entsprechende Taylor-Entwicklung
an der Stelle n =0

2
f(x+n):a:3+7]-3x2+%-6x+---. (2.7)



Darin ist

d dy?
o = Q@) :j? =32 =3z + 2 + 1)
dz®  df(z)
2 /
p— —_— = 2'
d*f d*f(y) d?y’
—5 = 6y =6(x+n
d?2®  dPf(z) .,
b = S0 = I _ oy (2.9
Mit den Umbenennungen
y — x
r — Xo (2.10)

n — h=z-—u1
erhilt (2.5) die vertraute Gestalt der Taylor-Entwicklung von f(z) an der Stelle z:

F() = Flao +h) = F@)]
(o) = Zni

+f() h+%ﬂ@)-#+-~, (2.11)

Zo Zo

(x —xo)" . (2.12)
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3 Histogramm, Verteilung,
Wahrscheinlichkeitsdichte und Mittelwert

(Schwabl, Statistische Mechanik, 3. Aufl., Springer, Seite 4 und folgende)

N(x)} N(x) AN IAx} (x)
Ny e
N(x)
f(x)
174 """"" X X
01 2 3 4 5 6 X 01 2 3 4 5 6 X

Abb. 3.1 In der ,Integral-Darstellung” bzw. Verteilung links summieren sich die Anzahlen AN;
der Zensuren x; zu den Teilsummen N(x;) bis bei der Zensur x5 = 6 alle vergebenen Zensuren
entsprechend der Gesamtsumme Nycs = 30 resultieren.

Die ,Differential-Darstellung” bzw. Verteilungsdichte rechts ist das Histogramm. Hier sind die
Anzahlen AN; = N(x;) — N(x;—1) der einzelnen Zensuren x; iiber diesen aufgetragen, wobei
fiir jedes x; das Intervall Az; zur Verfligung gestellt wird.

Wir beginnen unsere Uberlegungen mit einem Histogramm der Testat-Zensuren einer
Schulklasse von 30 Schiilern. Die Zufallsvariable X sind die Zensuren 1 bis 6, d. h., X
kann die Werte z; bzw. 21 = 1, 9 = 2, ... 6 = 6 annehmen. N(z;) ist die Anzahl des
Auftretens bzw. der Realisierungen von X. Wie das Histogramm in der Abbildung 3.1
rechts zeigt, verteilen sich die Ng.s = 30 Zensuren der 30 Schiiler wie folgt:

Zensuren r; Anzahl AN, der Zensuren z;

1 2
2 7
3 13
4 3
) 2
6 1

Wie wir sehen, sind im Histogramm die Anderungen AN; der Zensurenanzahl N(z;)
pro zugehorigem Zufallsvariablenintervall Ax; iiber den entsprechenden Werten z; der
Zufallsvariable X dargestellt. Besonders deutlich wird dies, wenn wir von der diskre-
ten zur kontinuierlichen Betrachtungsweise iibergehen. Dann ist die Verteilungsdich-
tefunktion f(x), die abgekiirzt auch als Verteilungsdichte bezeichnet wird, die erste
Ableitung von N(z) nach x. Wir werden uns deshalb bei der folgenden Beschreibung
der Begriffe Verteilung, Verteilungsdichte, Mittelwert der Zufallsgrofie und Mittelwert
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einer Funktion, Wahrscheinlichkeit einer Funktion und Wahrscheinlichkeitsdichte auf
die Analogie zur Riemann-Summe bzw. zum Riemann-Integral stiitzen. Aukerdem set-
zen wir voraus, dass alle dabei verwendeten Zufallsvariablenintervalle Ax; = x; — x;_1
gleich sind.

3.1 Verteilungsdichte bzw. Verteilungsdichtefunktion

Diskrete Betrachtungsweise:

AN;
Nges = ZANZ == Az, : A.’EZ . (31)

Der Differenzenquotient AN;/Ax; ist die Anderung von N pro Zufallsvariableninter-
vall Ax;, also die Verteilungsdichte der N auf die Ax;.

Kontinuierliche Betrachtungsweise:

AN;

Noes = 0,0 Rg, A0 (3.2)
AN e
— / d:(f) cdx = / f(z)dz = N(2maz) — N(Zmin) - (3.3)

Der Differentialquotient f(z) = dN(z)/dx ist die Anderung von N(z) pro entspre-
chender Anderung von z, also eine Verteilungsdichtefunktion.

3.2 Wahrscheinlichkeitsdichte und Wahrscheinlichkeit

Diskrete Betrachtungsweise:
Mit der Wahrscheinlichkeitsdichte von z;

w(‘rl) - Nges : A.IZ (34)

erhalten wir die auf 1 normierte Gesamtwahrscheinlichkeit

. A — Y- Ag; =
N, A, T; zl: w(z;) - Az

1
Nges ANZ(ZL'Z) = 1. (35)

P =

Hierbei ist AN;(z;) die Anzahl dafiir, wie oft der Wert x; der Zufallsgrofe X auftritt
und w(z;) - Ax; ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Wertes x;.

Kontinuierliche Betrachtungsweise:
Analog zu 3.4 und 3.5 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Zufallsgrofe X

1 dN(z) 1
w(e) = - Ty = 5 @) (36)
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mit der auf 1 normierten Wahrscheinlichkeit

Tmazx

1 dN ()

P = -d
Nges dz o
= w(z)-dez = / dN = ges =1. (3.7)
I/ Ngesz ges

Betrachten wir beispielsweise ein ideales Gas aus Ny, Teilchen. Die Verteilungsdich-
tefunktion der Teilchengeschwindigkeiten sei dN(v)/dv = f(v) und die zugehorige
Wahrscheinlichkeitsdichte w(v) = f(v)/Nges . Dann ist die Wahrscheinlichkeit, ein
Teilchen im Geschwindigkeitsintervall von v; bis vy anzutreffen,

V2

/ w(v) dv = N;S / djz;(}”) dv . (3.8)

U1

3.3 Mittelwert von AN;/Ax; und der Funktion f(z)

Diskrete Betrachtungsweise:

Hierbei nehmen wir an, dass der Definitionsbereich von N(x;) in n gleiche Intervalle

geteilt ist, also ¢ =1, 2, 3, ..., n . Dann gilt
AN; 1 AN; Aazz
und mit n - Az; = Toaz — Tmin
AN; 1 "L AN,
. = L. A i - 310
< Aa;z ) Lmaz — Lmin ; sz v ( )

Kontinuierliche Betrachtungsweise:

Mit der Umbenennung ,,4; — Tmin = b — a erhalten wir aus (3.10) den Mittelwert
der Verteilungsdichtefunktion f(x) :

flz) = bia/f(m)dm. (3.11)

Dies gilt fiir beliebige Funktionen f(z), denn man kann jede Funktion f(x) als Ver-
teilungsdichtefunktion auffassen.

3.4 Mittelwert © der Zufallsgrofse X

Diskrete Betrachtungsweise:

= L A = . Az, . A2
T N, E T; A, T; = Z AN, E T; T; (3.12)
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Kontinuierliche Betrachtungsweise:

Tmax Tmax

1 dN(x) 1
r —= . 'd — dN
T N / Y YT N / e
- 1 Tmazx Tmazx
T = / z- f(x)de = / - w(zr)de . (3.13)
Nges

3.5 Mittelwert g(x) bei gegebener Wahrscheinlichkeitsdichte
w(x)

Wir suchen jetzt den Mittelwert einer beliebigen Funktion g(x), wenn die Wahrschein-
lichkeitsdichte w(x) vorgegeben ist. Dafiir gehen wir von (3.13) aus, denn wir kénnen
x in (3.13) bereits allgemein als g(z) ansehen. Folglich erhalten wir

g(x) = / g(x) - w(z)dz . (3.14)

Tmin
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4 Die ['-Integralfunktion

4.1 Definition der I'-Integralfunktion

Die I'-Integralfunktion, auch kurz I'-Funktion genannt, ist wie folgt definiert:

N-F(N):F(N+1):/dxex =N- /dxe 2Nt = NI, (4.1)
0 0
Sie divergiert nicht, weil e=* mit wachsendem z schneller abfillt als ¥V~ zunimmt,
auch wenn
/dx o k(.)nvergent fl:i.I‘ a< —1 . (4.2)
divergent fiir a > —1

0

oo
Dies wird jetzt gezeigt. Es ist also [ #72 dz konvergent. Weiterhin gilt mit dem
0

Vergleichskriterium z < ¢ = 122 <e” = % <z ?: (4.3)
/ dz e konvergent, weil / dx 272 konvergent. (4.4)
0 0
Mit
© N 2N+ 2N+
—=1l4z+- + o= " > 4.5
; N! (N +1) (N+1) (45)
(N-1) A VY
= a7 > x T
(N+1)
2
z . —(N-1) x
= ¢
(N+1)
= e -2Vt < (N+1) (4.6)

und bei n € N ist folglich wegen (4.6)

(N +1) '/dx x” /dx (N + 1)! 272 konvergent (4.7)
0
= /dx e~ V™! konvergent . (4.8)

0

15



Wir zeigen jetzt

und beginnen mit N =0 :

I(N +1) =I'(1)

T(0+1)=T(1)

oo

/ dz e 2V = NI (4.9)

oo

/dx e " Y (4.10)
0
K
lim dox e ™
K—oo
0
u=—x, dr=—du
lim —e_x|é( = lim [—6_K +60]
K—oo K—oo
1=0!. (4.11)

Dieses Prozedere konnen wir fiir aufsteigende N fortsetzen und erhalten schlieflich

fiir beliebige N :

I'(N +1) = N-T(N)

Das bedeutet:

N - /d:]:' e ® Nt (4.12)
0
el=u = u=—-e"
N-1 / xN
Tt = :> —_
x v V=
N7 N
N-|le? —| — [ - —d 4.13
e v, / e v dz (4.13)
——— 0
—0
/dw e 2N =T(N+1). O (4.14)

2. '(N+1)=N-I'(N), daraus folgt mit I'(1) = 0!

3. T(N +1) = N!
I(N) = (N-1).

und ergibt
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(1) - 1 = o
I(2) - 1.7(1) = 1.1 = 1 = 1
I'(3) — 2.T(2) = 2.1 = 2 = 2
T'(4) = 3.T(3) = 3.2.1 = 6 = 3l
I'(5) — 4.T(n) = 4:3.2:1 = 24 = 4l
I(N+1) = N-T(3) = N-(N-1) 1 ~ NI
4.2 Berechnung von I'(1/2) und von I'(N/2)
I'1/2) = /xé_le_xdx:/x_ée_xdx
0 0
part. Int.:u/:x_%,u:Qx%,v:e_m, V= —e"
= 22 e_“”oo—/—Qxé-e_”dm:2/x5 e “dx
0
d
r=1y> = d—x:2y, dr =2y -dy
Y

o0

1 2 2
= 2/(y2)26y ~2y~dy—4/y2ey dy
0

T(1/2) = .

Fir N gerade = N=2n, ne N, n=N/2 gilt

(N/2)!
N2’

D(N/2) = D(n) = (n — 1) = (N/2 — 1)! =

I'(N/2) = %(N/2)! , N gerade

Fiir N ungerade
= N=2n+1,neN, n=(N-1)/2 gilt mit I'(1/2) = /7

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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I(N/2) = T ( =T (n + 1) (4.21)

2n—1 2n—-3 2n-—5 3 1
= . . Cee L2 4.9
2 2 2 2 2 VT (4.23)
N—-2 N—-4 N-6 3 N—(N-1)
= 5 T3 5#\/}

2,4,6, ..., (N —1)im Zahler und (N — 1) gerade

= (N —1)/2 Faktoren bzw. Briiche
Not
I'(N/2) = ( ) 3:5- - +(N—=2)- /7. (4.24)
Mit der Doppelfakultdt N!! =1-3-5-7. --- - (N —2)- N, N ungerade, und mit

(N —2)!l = NII/N erhalt man schlieflich

['(N/2) = ilN!! , N ungerade |. (4.25)

4.3 Herleitung der Stirlingschen Naherungsformel fiir N!

Wir gehen aus von

N! = /dx e g (4.26)
0
und formen den Integranden um:
d d N
a[lm(e_mmN)]za[—quNlnm :—1+;. (4.27)
Im Maximum des Integranden gilt
N
—1+—=0 & x=N. (4.28)
x

A\
Der Integrand ist also im Mazimum e VNV = <—> .

18



Mit der Substitution z = N + &, £ < N beschreiben wir den Integranden in der
Umgebung des Maximums:

In(e*z") = —z+ Nz (4.29)

= —(N+&) 4+ NIn(N +¢) (4.30)

= —-N (1+%) + Nln [N (1+%>} (4.31)

In (e "z") = —N—§+N[lnN+ln <1+%> } . (4.32)
Entwicklung

Mit der Entwicklung des letzten Terms von (4.32) an der Stelle £ = (/N = 0 bis zur
zweiten Ordnung

1, 1, 1, £y _§ 1¢
erhalten wir aus (4.32) die Naherung fiir den Integranden wie folgt:
—z N ~ — — é — 15_2
In(e*2") ~ —-N §+N{lnN+N 2N2} (4.34)
1&2
~ —N+NIhN--> = 4.35
+ Nln 5N (4.35)
1 2
eln(e’z:z:N) ~ efNJeran?% = (436)
2
2N oe® ~ NV.eN.eiw (4.37)
N\Y e
Ve o~ (-) e N (4.38)
e

e Fiir grofse N nédhert sich der Graph des Integranden der Symmetrie zu seinem
Maximum.

e Je grofer N, desto mehr nimmt der Graph des Integranden die Gestalt einer
gaufsschen Glockenkurve an und wird gleichzeitig immer schmaler und héher.

e Fiir N — oo wird der Graph des Integranden zur §-Funktion (mit verschwin-
dender Breite und unendlicher Hohe) im Punkt © = N = 2,44

Jetzt bilden wir das Integral iber den gendherten Integranden. Dabei verwenden wir
dr =d¢, € =z — N und fiir die untere Integrationsgrenze r =0 < ¢ =—N .

o [o.¢] N N )
N!:/ex;cNd;z: ~ / (—> e*%dﬁ (4.39)
(&
0 =—N
MY T e
Nl ~ (;) /e—ivdg = (4.40)
=N

(4.41)

2
VR
o |2
N—
=
—

o
|A

o

&
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An der unteren Grenze x = 0 wird der Integrand e V/@2N) = ¢=N/2 fiir grofe N
exponentiell klein, so dass

N
2

e 2 — e ™= lim e (4.42)
N—o0
Deshalb setzen wir (ndherungsweise) die untere Grenze { = —N = —oo und konnen

dann mit [ %’ dz = \/f das Integral (4.40) 16sen:
a

—0o0

MY T e
N!z(—) / e 3w dE (4.43)
e
{=—0o0
Stirlingsche Formel:
N\ N
N!z(—) ONT |- (4.44)
e

Die Néaherung durch die Stirlingsche Formel ist immer kleiner als N!, wird aber mit

wachsendem N immer besser. Oft wird auch die ,schlechtere* Niherung N! ~ (N/e)V
verwendet.
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5 Herleitung des Volumens einer N-dimensionalen
Kugel

(Nolting, 6, Statistische Physik, 5. Aufl., Springer, Seite 405 und Seite 406)

Vorbetrachtung fiir die Dimensionenanzahl N =1, 2, 3:

Das nur von r abhéngige Volumenelement fiir das kugelsymmetrische Volumen Vy in
Polarkoordinaten ist bei

R

N=1 1. dr = Vi=[ 1. dr = R
e

N =2 20 rdr = Vo= [ 2r-rdr = wR?
0
R

N=3 A -r?dr = Vg,:f47r-7“2dr = %WR3
0

Die Oberflache Oy der Kugel ist die erste Ableitung von Vi (r) nach r:

N=1 O,= 1
N =2 Oy = 27 R , mit winkelabhé&ngigem Teil 27
N=3 O3 = 47 R? | mit winkelabhingigem Teil 47

Umgekehrt ist das Kugelvolumen Vi das Integral der Kugeloberfliche Ox(r) nach r:

R R
4
V},:/Ogdr:/élwrzdr:§7T-R3:03-R3. (5.1)
0 0
03 = 47TR2 03
0;=3-C3- B & (C3=_—. 5.2
Gty [ OO = 1 &
3
Verallgemeinerung:
Allgemein gelte also
Vn =Cy - RY, (5.3)
_ On
ON:N.CN_RNl g CN:W (54)

Allgemein ergibt sich damit das Volumen einer N-dimensionalen Kugel in Kugelko-

ordinaten mit
R

R
VN:/ONd’I“:/N'CN'T’N_ld’I“, (55)
0 0
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R
Vy = NCy / Nr¥~tdr = Cy-RY . (5.6)
0

Berechnung von Cly:

Wir verwenden zunéchst ein bekanntes N-dimensionalen, kugelsymmetrisches Inte-

gral [ mit 7= (z1, o9, T3, ..., Tn), 7> =1’ =23+ 23+ 23+ -+ + 2% und verwenden
oo _gr?
[ e de = y/7/a.

“+o00

I = /dNF-e‘Fz (5.7)
+oo +o0
= o o
+o0o +oo
= /dxl G_x%'/dl'g e ... /dee_w?V (5.9)

[ doy e trte) (55)

—+00
00

—0oQ —0o0 —0o0
N N 7 N 7
~~ ~~ ~~
1 1 1
T2 T2 T2
N
[ = 7%, (5.10)

Jetzt stiitzen wir uns auf das Argument, dass das Integral {iber den ganzen N-
dimensionalen Raum in kartesischen Koordinaten gleich dem Integral iiber den gan-
zen N-dimensionalen Raum in Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten) sein muss, wo-
bei wir fiir das Integral in Polarkoordinaten das Volumen einer unendlich groften
N-dimensionalen Kugel, also Gl. 5.6 mit der oberen Integrationsgrenze R — oo ver-
wenden:

+00 +00 +o00 —+o0 R—o0
/dNF: /dxl./dxz /de:VN:NCN / rNldr. (5.11)
o0 “oo oo “oo 0
Mit 7 = 72 folgern wir damit fiir das Integral I
+oo %
I:/dNFeTﬂ:NCN/drTN1~eT2:7T]2V. (5.12)
“oo 0

Das Integral NCy fooo drr¥=1 . e~ lisst sich 16sen! und ergibt %F (%) Fiir das In-
tegral I schreiben wir damit

1. (N N

! Die ausfiihrliche Losung dieses Integrals findet sich im Anhang A.5 und die ausfiihrliche Berechnung
von I'(1/2) und von I'(N/2) erfolgt im Abschnitt 4.2.
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Die Auflésung nach Cy liefert

o>
Oy=—-—— |. (5.14)
N-T(3)

Wir ersetzen noch I'(IN/2), wobei wir die Gleichungen 4.20 und 4.25 verwenden, und
erhalten schlielich

2 T
N : I'(N/2) = — - (N/2)! = — 1
gerade:  T(V/2) = £-(N2) 5 Ove=gmm. (519
' B 7 2. (2m) "z
N ungerade :  I'(N/2) = N Nl = COy= T (5.16)

Volumen einer N-dimensionalen Kugel:

Wir ersetzen Cy in Gleichung 5.6 durch 5.15 bzw. 5.16 und erhalten so das Volumen
einer N-dimensionalen Kugel

7 ome 2
N gerade: Vyn(R) = %RN%(%) RY (5.17)
2. (21)"
N ungerade :  Vy(R) = (N+)'RN' (5.18)

N/2
Dabei wurde in der Gleichung 5.17 die Naherung (IV/2)! ~ <N7/2> verwendet. Diese

Néaherung ist eine weitere Ndherung der Stirlingschen Formel N! = fooo draNe ™ ~

(N/e)N+/2mr N (Schwabl, Statistische Mechanik, 3. Aufl., Springer, Seite 21 und Seite
31).
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6 Volumen und Oberflache einer
unendlichdimensionalen Kugel

(Nolting, 6, Statistische Physik, 5. Aufl., Springer, Seite 405 und Seite 406)
Volumen einer N-dimensionalen Kugel:
Vn(R) =Cy - RY. (6.1)

Volumen Vy(A) einer Oberflachenschale der Dicke A mit 0 < A < R :

VN(A) = VN(R> - VN(R - A) (6-2)
— Oy [RN ~(R— A)N} (6.3)
RY  [(R—A\"
- A N _ - A N v — = . pN
(R-ap = (r-ay g = (F55) R
N
— Cy |RY — RV (u) (6.4)
R
A\
= OyRY —CyRY (R—)
R
R—A\"
W) = V(R) - V(R (R 5) (65)
Fir (R —A) < R ist In (£:2) < 0. Deshalb gilt
, R—A\" R—A

&g{l}oln( 7 ) —]\}I_IE;ONHI( 7 )——oo = (6.6)

. R—A\" Com(EA)Y
]\}gr(l)o (T) = ]\}gr(l)oe ) =e>*=0. (6.7)

Damit wird aus Gleichung 6.5 schlieflich

Vn(A) = Vy(R) fir N - o0 |- (6.8)

Wie wir sehen, liegen bei einer unendlichdimensionalen Kugel unabhéngig vom Kugel-
radius alle ihre Volumeneinheiten in ihrer dufseren Kugelschale beliebig kleiner Dicke
A>0.

Wir stellen fest:
Das Volumen einer unendlichdimensionalen Kugel ist gleich ihrer Oberfliche.
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7 Charakteristische Funktion y(k) und Kumulanten
&

Kumulanten sind Kenngrofsen der Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) einer Zufallsvaria-
blen X mat den Werten x.

Gegeben sei die Funktion

fr(z) = e~k (7.1)

Dann ist der Erwartungswert (Mittelwert) von fy(x) die charakteristische Funktion

x(k) = (e7*) = /dx e () (7.2)

Wie man sieht, ist die charakteristische Funktion x(k) die Fouriertransformierte der
Wahrscheinlichkeitsdichte w(z) und die Umkehrung dieser Fouriertransformation lie-
fert

w(z) = dk e* (k) . (7.3)

) o

Mit der Taylor-Entwicklung von e~** bzw. (e~**) an der Stelle z = 0 schreiben wir
die charakteristische Funktion als Reihe:

—ikx —ik)® 2 —ik)’ 3
e T = 1—zkx+(2')x+(3!)$+ (7.4)
N <e—ika:> _ <1> _ Zk‘(l’) + (_;{f) <ZB2> + <_§{€) <{L"3> + .. (7 5)
) = Y (—:l/f)"<xn> (7.6)

Dabei bezeichnen wir die u,, = (2™) als die Momente der Wahrscheinlichkeitsdichte
w(z). Oft bendtigt man den natiirliche Logarithmus In x (k). Deshalb entwickeln wir

Inx(k) = 1nz(_:f>n<x"> (7.7)
= |+ ey C ey E sy g
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gemdf In(l+a) = a — 3a® + 3a® — a* + -+ fiir kleine a im Bereich —1 < a <
+1 = In(l+a)~a in eine Taylor-Reihe:

x®) = |k + G+ S
—5 | S e ]
by |Ciper+ S+
I 7o)
Die Ordnung nach Potenzen liefert die Summanden
(1) %(m) z(_ﬁf) o
e SR (5?) = S (—ik)a)?
—ik)? —ik)?
- 2!> (@) = @) - 2!) G2
3 3 1 2 3 2 3 3
(3) (k) (o) — 5 - o (i) (@) + 5 (k) ()
= (R () — (i) + o (k) 2(a)?
=50 (@) - 2w) =S o

Es resultiert also fiir die charakteristische Funktion

k) =S S0 o X(k):exp{z<_:f> cn} (7.10)

3

n!

n=1 n=1

mit den Kumulanten

C1 = (x)=: Erwartungswert, (7.11)
Cy = (2*) — (z)? = (Az)? =: Varianz, (7.12)
Cy = (2°) —3(x*)(x) + 2(z)* , (7.13)

(z*) — 3(x?)? — 4{®) (z) + 12(z?) (x)* — 6(x)* , (7.14)

Cy =
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8 Das ,,Zustandsanzahl-Integral*

Wir wollen schon an dieser Stelle einen Begriff einfithren, der in der statistischen
Physik von grundlegender Bedeutung ist — das Integral {iber alle Quantenzustande
eines Teilchens. Nennen wir es Zustandsanzahl-Integral.

Zu seiner Herleitung betrachten wir ein Teilchen mit der (endlichen) Energie ¢ =
p2/(2m) bzw. dem Impuls § = (p1, p2, p3). Es soll sich im kubischen Ortsraum bzw.
im unendlich hohen kubischen Potentialtopf mit der Kantenléinge L bzw. dem Volu-
men L3 = V befinden.! Die diesem Teilchen zuginglichen diskreten Wellenlingen )\;
ergeben sich aus

Y 2L
nig o (8.1)
mit den Quantenzahlen n; = 1, 2, 3, 4, ... . Die Impulskomponenten des Teilchens
sind damit 5 5
s s
.= P _— = _— . .2
pi=hki=h3=hipn, (8:2)
h
Di = % n; . (8.3)

Wie in der Abbildung 12.1 zu sehen ist, bilden die dem Teilchen zugénglichen quan-
tisierten Impulskomponenten den kugelformigen dreidimensionalen Impulsraum mit
dem Radius [p] = v2me .

In Ubereinstimmung mit der Quantenmechanik wird jeder Quantenzustand des Teil-
chens charakterisiert durch seine Impulskomponenten und seinen Spin bzw. durch die
entsprechenden, zugehorigen Quantenzahlen. Z. B. befinde sich das Teilchen im Quan-
tenzustand bzw. Zustand () mit den Impulskomponenten

wh
b1 = f -3 = ny = 3 )
mh
p2:fll = n2:11,
mh
p3 = T -8 = n3=2~8
und mit dem Spin s, = —%. Der Quantenzustand dieses Teilchens, charakterisiert

durch die entsprechenden Quantenzahlen, ist damit
Q := (n1, ng, ng, s,) = (3, 11, 8, —%) .
Vereinfachend gehen wir davon aus, dass das Teilchen keinen Spin besitzt, sodass wir
nur die Impulsquantenzahlen zu beriicksichtigen haben.
Jetzt konnen wir die Anzahl der Quantenzustdnde berechnen, die das Teilchen mit
dem (maximalen) Impuls p'im Volumen V' einnehmen kann. Jede Impulskomponente

!Man kann zeigen, dass die Gestalt des Ortsraums in diesem Zusammenhang nicht von Bedeutung
ist.
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p; kann gleich dem (maximalen) Impuls ' sein und folglich alle Impulsquantenzahlen

- (8.4)
mh p
bis zu einem Maximalwert n,,,, entsprechend |p] = p annehmen.
L
maxr — 4 8.5
" mh P (8.5)

ist also die Anzahl von Quantenzusténden, die von jeder Impulskomponente ermog-
licht werden.

Die Kombination aller Quantenzusténde n; der drei Impulskomponenten p; mitein-
ander ergibt die Anzahl der Quantenzusténde, die das Teilchen entsprechend seinem
Impulsraum, der Impulsraumkugel, einnehmen kann. Dabei berticksichtigen wir nur
positive Quantenzahlen und demzufolge auch nur die positiven Halbachsen der Im-
pulskomponentenachsen. Das bedeutet aber, dass die Anzahl w der Quantenzusténde
des Teilchens gleich dem Volumen des positiven bzw. ersten Oktanten der Impuls-
quantenzahlkugel mit dem Radius n,,q; ist:

14 1 4 L \°
_L A B 8.6
w 3 37T Noax 3 37T (ﬂ_hp) ) ( )

p. (8.7)

Wenn die Zusténde sehr dicht liegen, kann man zum Integral iibergehen. Fiir n; bzw.
pi schreiben wir dann n bzw. p, ausgehend von (8.4) gilt

L
dn = = d .
n=—dp (8.8)

und fiir das Volumen des ersten Oktanten der Impulsquantenzahlkugel in Kugelkoor-
dinaten mit d®n = 47 n? dn erhalten wir

Nmax p
1 ) 1 L \’L
w=g / dmn dn—§/47r (%p> ﬁldp (8.9)
0 0
LN f L, 4V,

0

Fiir bestimmte Funktionen f(n) bzw. f(p) wie z.B. die Maxwell-Boltzmann-, die
Fermi-Dirac- oder die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion konvergiert (8.9), auch wenn
iiber den ganzen Impulsquantenzahlenraum bzw. den ganzen Impulsraum integriert
wird, sodass wir dann fiir das uneigentliche Integral von den Kugelkoordinaten sehr
leicht wieder zu den kartesischen Koordinaten zurtiickgehen konnen:

é]odn bt fo) = 7 & - f(n) (5.11)
-1 7 @ (%)3-f(p) - o 7 & - (7). (5.12)
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Wenn wir in (8.11) bzw. (8.12) die Funktionen f(n) bzw. f(p) offen lassen, erhalten

wir das (uneigentliche) ,Zustandsanzahl-Integral”

o) [e.e]

1 9 V 3 V
- .= d’p ... =
8 / dn dmn (27h)? / b (2mwh)3

0 —00

/dp47rp2
0

(8.13)
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9 Kombinatorik, Verteilungsmoglichkeiten und ihre
Wahrscheinlichkeit

In diesem Kapitel werden einige einfache Beispiele gezeigt zur Bestimmung der An-
zahl und der Wahrscheinlichkeit von Verteilungsmoglichkeiten, die sich bei der An-
ordnung oder Aufteilung von Teilchenmengen nach bestimmten Kriterien ergeben.!
Den Elementen in der mathematischen Kombinatorik entsprechen in der Physik hau-
fig Teilchen. Deshalb werden wir dort, wo es sinnvoll erscheint, den Begriff , Teilchen
anstatt des Begriffs , Element verwenden.

o Wie grof ist die Anzahl der Verteilungsmoglichkeiten, wenn man N unterscheid-
bare Teilchen auf 2 Topfe verteilt?
Das erste Teilchen féllt entweder in den einen oder in den anderen Topf und
liefert somit zwei Moglichkeiten. Fiir jede dieser beiden Moglichkeiten fallt das
zweite Teilchen wieder in den einen oder den anderen Topf, sodass aus den zwei
Moglichkeiten vier werden. Und so verdoppelt sich die Anzahl der Méglichkeiten
beim Hinzufiigen jedes weiteren Teilchens. Z. B. resultieren dann bei 3 Teilchen
23 = 8 Verteilungsmoglichkeiten.

Wir stellen fest: Es gibt
2V Moglichkeiten, (9.1)

eine Menge von N unterscheidbaren Teilchen in zwei Teilmengen N7 und N, mit
Ni+ Ny = N aufzuteilen. Hierbei spielt die Reihenfolge der Teilchen in den Teil-
mengen keine Rolle, denn die Teilchen wurden in einer beliebigen Reihenfolge
auf die zwei Topfe verteilt.

Wie man sich analog iiberlegen kann, gibt es allgemein
m® Mbglichkeiten, (9.2)

N unterscheidbare Teilchen auf m Topfe zu verteilen, wenn die Reihenfolge bzw.
Anordnung der Teilchen in den Tépfen keine Rolle spielt.

e Permutationen:
Permutation heifft Vertauschung im Sinne von Umordnung. Die Permutation
von N unterscheidbaren Elementen liefert
N!'=1-2-3-4--- N
Anordnungen (Reihenfolgen, Permutationen). Z. B. ergeben die 3 Elemente a, b
und ¢ die folgenden 3! =1-2 -3 = 6 verschiedenen Permutationen:
abc, acb, bac, bca, cab, cba.

!Erginzende Erlduterungen zu diesem Thema finden sich z. B. in M. Alonso und E. J. Finn, Quan-
tenphysik und Statistische Physik, 4. Aufl., Oldenbourg-Verlag, Miinchen, Wien, 2005, Seite 472 bis
Seite 474 und in Lehr- und Ubungsbuch Mathematik, Band IV, Fachbuchverlag Leipzig - Koln, 13.
Aufl.; 1992, Seite 256 bis Seite 270.
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e Variationen ohne Wiederholung;:
Die Anzahl V]ffk) aller Variationen von N Elementen in geordneten Gruppen (mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge) zu je k Elementen ohne Wiederholung ist

VP =N (N-1)-(N=2)-(N=3)- -+ - (N—k+1) = -, (93)

D

Vi = (]IX) k. (9.4)

Das kann man sich so vorstellen: Wir wollen aus N Elementen alle moglichen
k-elementigen Gruppen bilden. Im ersten Schritt, d.h. bei der Anordnung des
ersten Elements in den Gruppen, konnen noch alle N Elemente verwendet wer-
den, sodass wir mit dem ersten Schritt N Anordnungen aus einem Element
erhalten. Jedes dieser N Elemente wird im zweiten Schritt nacheinander mit
allen Elementen aufer mit sich selbst, also jeweils mit N — 1 Elementen verbun-
den. So erhalten wir mit dem zweiten Schritt N - (N — 1) Anordnungen aus zwei
Elementen. Im dritten Schritt wird jede dieser N - (N — 1) Anordnungen wieder
nacheinander mit allen Elementen aufier mit den eigenen beiden verbunden. Mit
dem dritten Schritt erhalten wir folglich V- (N —1)- (N —2) Anordnungen aus
je drei Elementen. Wir setzen diese Prozedur fort bis zum k-ten Schritt, mit
dem wir dann schlieflich N- (N —1)- (N —=2)- --+ - (N —k+ 1) Anordnungen
aus jeweils & Elementen erhalten.

Beispiel:
N = 3 (Elemente a, b und ¢), k =2, Vjs,k) =6:
ab, ac, ba, bc, ca, cb.

e Variationen mit Wiederholung:
Die Anzahl * Js,k) aller Variationen von N Elementen in geordneten Gruppen
(mit Berticksichtigung der Reihenfolge) zu je k& Elementen mit Wiederholung ist

wy® — Nk (9.5)

Die Prozedur zur Bildung der Variationen mit Wiederholung ist &hnlich der
Variation ohne Wiederholung. Der Unterschied besteht lediglich darin, dass bei
jedem der k Schritte alle N Elemente mit den zuvor gebildeten Anordnungen
verbunden werden, also auch die jeweils gleichen Elemente miteinander, wodurch
die Wiederholungen entstehen.

Beispiel:
N = 3 (Elemente a, b und ¢), k =2, “’ng,k) =9:
aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.

¢ Kombinationen ohne Wiederholung;:
Wir teilen jetzt N unterscheidbare Teilchen auf zwei Kammern so auf, dass stets
in der Kammer I N; Teilchen und in der Kammer II N, Teilchen vorhanden sind,
wobei Ny = N — Nj sei. Da die Bildung der Kombinationen ohne Wiederholung,
d.h. ohne Zuriicklegen erfolgen soll, konnen die unterscheidbaren Teilchen in
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den einzelnen Kammern nicht mehrfach vorkommen.
Beispiel: N = 3 (Teilchen a, Teilchen b, Teilchenc), Ny =2, Ny =1

|

N!'= 3! = 6 Verteilungen

@@@mwm‘z

O O T Q Q9
QO o >

b

Wie wir sehen, ist hier die Reihenfolge der Teilchen innerhalb der Kammern
von Bedeutung.

Wenn die Reihenfolge der Teilchen in den Kammern keine Rolle spielen soll,
muss durch N; dividiert werden. In unserem Beispiel mit N =3, N; =2 und
Ny = 1 resultieren dann

N N N
N = _ _ .
Cn (M) Nyl No! Nt (N = Ny)! (N1> 0
|
— % — g = 3 Verteilungen : (9.7)

ablc, ac|b, bcl|a.

Ublicherweise schreibt man fiir die Anzahl C](\]f) der Kombinationen von N Ele-
menten zur k-ten Klasse ohne Wiederholung

N! N
W=~ (i) 9

Kombiniert man N unterscheidbare Teilchen ohne Wiederholung zu Gruppen
von N; = 1,2, 3, ---, N Teilchen, so resultieren nach sukzessiver Anwendung

von (9.6)
CN:(f)+(Z)+(§)+”.+(x):2N_1 (9.9)

Kombinationen. Dass dies 2V —1 ergibt, kann mit dem weiter unten aufgefiihrten
binomischen Satz (9.19) wie folgt gezeigt werden:

v () (o)) o

=1

e Jetzt zeigen wir (9.6) mit Hilfe einer anderen Argumentation:



Wenn wir N; unterscheidbare Teilchen aus N unterscheidbaren Teilchen aus-
wahlen, haben wir bei der Wahl des ersten Teilchens N Wahlmoglichkeiten, bei
der Wahl des zweiten Teilchens aus den verbliebenen N — 1 Teilchen nur noch
N — 1 Moglichkeiten usw. Die Anzahl von Moglichkeiten bei der Auswahl von
N7 unterscheidbaren Teilchen aus N unterscheidbaren Teilchen ist demzufolge

NI

N-(N—1)-(N—2)- --- -(N—N1+1):(N_—'N1)!=

x. (9.11)

Hierbei spielt aber die Reihenfolge der /N; Teilchen eine Rolle, denn in x sind
alle moglichen Reihenfolgen der N; Teilchen enthalten. Es resultieren also y ver-
schiedene Gruppen mit jeweils N;! Moglichkeiten. Die y Gruppen unterscheiden
sich in der Teilchenzusammensetzung der N; aus N Teilchen, wobei jede Gruppe
aus Np! verschiedenen Anordnungen derselben N; Teilchen besteht. Das bedeu-
tet:

y Gruppen - N;! Méglichkeiten = maximale Anzahl x von Moglichkeiten bei
Unterscheidbarkeit der Teilchen bzw.

NI N! (N

S v S T S N VA N1> (5.12)

Wir stellen fest:
y=( ]]\\,[1 ) = Cn(N;) ist die Anzahl von Teilchen-Kombinationsméglichkeiten bei
der Auswahl von N; Teilchen aus N Teilchen, wobei die Reihenfolge der NV,

Teilchen in der jeweiligen Kombination keine Rolle spielt.

Kombinationen mit Wiederholung:
Fiir die Anzahl wC’J(\I;) der Kombinationen von N Elementen zur A-ten Klasse
mit Wiederholung schreibt man iiblicherweise

ol

(k+N—1)!:(N+k—1). (9.13)

KI(N —1)! k

Plausibilisierungen von (9.13) sind in den Abschnitten 11.3 und A.7 zu finden.
Dort wird die Bildung von Kombinationen mit Wiederholung so interpretiert,
dass dabei die Unterscheidbarkeit der Teilchen verloren geht. wC](\lf) ist dann
die Anzahl der Realisierungsméglichkeiten fiir die Aufteilung von k nicht unter-
scheidbaren Teilchen auf N Zellen.

(9.6) ist die Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten, wenn N unterscheidbare
Teilchen auf zwei Kammern aufgeteilt werden und dabei die Reihenfolge der
Teilchen innerhalb der Kammern nicht beriicksichtigt wird.

Wir werden jetzt zeigen, wie man die Anzahl Cy(N;) der Kombinationsmog-
lichkeiten bei der Aufteilung von N unterscheidbaren Teilchen auf m Kammern
berechnet, wenn die Anzahl der Teilchen in den Kammern Ny, Ny, N3, ..., N,
betrigt und wenn > " N; = N gilt. Die Reihenfolge der Teilchen bei der Auf-
teilung auf die Kammern bzw. innerhalb der Kammern soll dabei wieder keine
Rolle spielen.
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In der Herleitung von (9.12) standen uns bei der Aufteilung beziiglich der ersten
Kammer N Teilchen zur Verfiigung. Daraus resultierte

N
N -(N=N)°

(9.14)

Bei der Aufteilung beziiglich der zweiten Kammer stehen uns dann nur noch
N — N; Teilchen zur Verfiigung, sodass wir aus (9.14) fiir die neue Situation

(N =)
9.15
Nl (N =N, — V)| (9.15)
erhalten und bei der Aufteilung auf die dritte Kammer analog
N — Ny — Ny)!
( S\ . (9.16)
N3!'- (N — Ny — Ny — N3)!
So verfahren wir weiter, bis zur Aufteilung auf die m-te Kammer mit
N—-N —Ny— -+ —Np_)!
( L2 ) . (9.17)
Nyl (N—=N; — Ny — N3 — -+ —Np,)!

Wir stellen fest:

Das Produkt aus (9.14), (9.15) und aus allen folgenden Anzahlen der Kombi-
nationsmoglichkeiten bis (9.17) ergibt die Gesamtzahl Cy(XV;) der Kombinati-
onsmoglichkeiten bei der Aufteilung von N unterscheidbaren Teilchen auf m
Kammern, wenn die Reihenfolge der Teilchen innerhalb der Kammern keine
Rolle spielt:

N! N
N!~N!~N!.....Nm!:m .
e I~

=1

Die Anzahl Cy(NV;) gilt hierbei fiir eine bestimmte Verteilung bzw. Folge der
Teilchenzahlen N; unter der Bedingung > " | N; = N und kann als Gewicht?
dieser Verteilung angesehen werden.

Cn(Ni) = (9.18)

Anders gesagt:

Cn(N;) in (9.18) ist gleich der Anzahl von Permutationen von N Teilchen, die
sich aus N; Teilchen einer 1. Art, N, Teilchen einer 2. Art, N3 Teilchen einer
3.Art, ..., N, Teilchen einer m-ten Art zusammensetzen, wenn Zil N, =N
gilt und wenn innerhalb der m Gruppen die jeweiligen NV; Teilchen selbst nicht
permutiert werden.

e Im folgenden Beispiel werden wir den binomischen Satz gebrauchen. Deshalb
wird er hier zur Erinnerung mit den anschliefend verwendeten Grofen ange-

2Das Gewicht einer Verteilung ist proportional zu ihrer Wahrscheinlichkeit, denn die Wahrschein-
lichkeit ist allgemein das auf 1 normierte Gewicht.
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schrieben:

N N\ . N\
(p1 4+ p2)V = (0)piv+(1)piv1-p2+<2)p52-p§+---

N
-y N PN N
N, )P 2
N1=0
und weil p; und py vertauschbar sind:

N

(+p)¥ = ) (]]\,V)pi“-pév_m- (9.19)

Ni=0 N1

Wir betrachten jetzt zur Veranschaulichung zunéchst nur zwei Teilchen, die
wieder auf zwei Kammern geméfs N; + Ny = N = 2 aufgeteilt werden sollen.

Das Volumen der Kammerl sei V; = 3/4, das Volumen der KammerII sei
Vo = 1/4 und das Gesamtvolumen ist folglich V' =1 . Weil das Volumen V;
dreimal so groft wie das Volumen V5 ist, soll auch die Wahrscheinlichkeit pq,
dort ein Teilchen anzutreffen, dreimal so grofs sein wie die Wahrscheinlichkeit
P2, ein Teilchen im Volumen V5 anzutreffen. Wir erhalten also fiir die Wahr-
scheinlichkeit, ein Teilchen in Kammer I anzutreffen, p; = V4 /V = 3/4, fir die
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen in Kammer II anzutreffen, p, = Vo/V = 1/4
und fiir die Wahrscheinlichkeit, im Gesamtvolumen V; 4+ V5, = V ein Teilchen
anzutreffen, folglich die Summe

prtpe=1. (9.20)

Bei der Aufteilung von zwei unterscheidbaren Teilchen auf zwei Kammern erge-
ben sich die vier Kombinationsmoglichkeiten mit ihren zugehdrigen Wahrschein-
lichkeiten wie folgt:

Ni=2, No=0| Ni=1, Ny=1 | Ny=1, Ny=1 | N;=0, No=2

PRt =pt | pipt = pips | YRRt = piph | Yt =0

3.8_9 3.1_3 3.1_3 1011
4 4 16 4 4 16 4 4 16 4 4 16
Pn(N1) = 35 Py(Ny) = Py(1) = & Pyn(Ny) = 15
2
16
> Py(N)=—=1
16
N1=0

Hierbei ist Py(N;) die Wahrscheinlichkeit, eine Kombination mit N; Teilchen
in Kammer I anzutreffen.
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Wir stellen fest:
Jede einzelne Kombination mit Ny + Ny = N besitzt die Wahrscheinlichkeit

et (9.21)

sodass die Wahrscheinlichkeit fiir die Cx(N;) Kombinationen mit der bestimm-
ten Teilchenzahl Ny (in KammerI)

Py(N,) = Cn(N))  -pYr-ph? (9.22)
N! B

Py = Nl!.(N—Nl)!'piw'pév " (9.23)
N

ist. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Kombinationen unter Einbezie-
hung aller moglichen Teilchenzahlen N; also von N; = 0 bis N; = N | ist mit
p1 + p2 = 1 definitionsgemafs

N
N _
(prtp)¥ =18 = Y ptpy (9.25)
N1=0 M
N
= > Py(N)=1. O (9.26)
N1=0

e Ein Beispiel zur Vertiefung:
Teilchen a, Teilchen b und Teilchen ¢ seien wieder die N = 3 unterscheidbaren
Teilchen, die auf die beiden Kammern I und II aufgeteilt werden sollen. Die An-
zahl der sich daraus ergebenden Teilchenkombinationen auf die zwei Kammern,
wenn die Reihenfolge der Teilchen in den Kammern keine Rolle spielt, ist gemaf
(9.1), unserem ersten Beispiel, 2 = 23 = 8 . Dabei liuft die Teilchenzahl N; in
KammerI von 0 bis N.

Cn(Ny) = (1]\2) in (9.6) ist aber die Anzahl der Kombinationen nur fiir eine
bestimmte Teilchenzahl N, wobei die Reihenfolge der Teilchen ebenfalls keine
Rolle spielt. Wir konnen deshalb fiir die Anzahl der Kombinationen 2V mit (9.6)

auch schreiben:

N N i e
= 1+3+3+1=8=2". (9.28)

In der folgenden Tabelle sind die acht Kombinationen mit ihren zugehorigen
Wahrscheinlicheiten aufgefiihrt.



4 4 4 64

11 1 64

441 64

112 1 64

4 4 4 64

11 1 64

3 1. 1_ 3
7 c a b a 11T W
8 — e b clo 11,1 _ 1

11 1 64

> Py(N)=%=1

N1=0

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kombinationen mit bestimmter Teilchenzahl
N7 in Kammer I sind:

27 27

Ni=3 o Pu(N)=Py@)=1-5 =0,
9 27

Ni=2 i P(N)=Py2) =3 =0
Ny=1 : Py(Ny)=Py(1)=3.-> -2

1 — . N 1) — 4N - 64_647
N =0 : Py(N)=Py(0)= 1+ =

1 — . N 1) — 4N - 64_64

e Mit (9.23) ldsst sich das Gewicht (9.18) einer Verteilung von N Teilchen auf
m Kammern ebenfalls allgemein als Wahrscheinlichkeit ausdriicken, wenn die
Besetzungswahrscheinlichkeiten p; der einzelnen Kammern bekannt sind:

N
o= NN N ,Nm!-pi“-péVQ-péVg- e (9.29)
— M.pivl.pé\[?.pé\k, e ‘pﬁm (930>
"
P= N!HNT!‘ (9.31)
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e Anstelle der Wahrscheinlichkeiten p; verwenden wir jetzt die Gewichte g; der

m Kammern. Dies kénnen z.B. die Entartungsgrade der Kammern sein. Zu
ihrer Veranschaulichung nehmen wir an, dass die Kammern in Zellen unterteilt
sind. So ware dann z. B. die i-te Kammer in g; Zellen unterteilt, auf die sich
dann die N; Teilchen gemif (9.2) in g/ verschiedenen Kombinationen aufteilen
konnen. So liefern die Gewichte g; bzw. die g; Zellen fiir jede Kammer mit der

Teilchenzahl N; die Anzahl von gzN ¢ zusatzlichen Realisierungsmoglichkeiten.

Das Gewicht W (NV;, g;) bzw. die Gesamtanzahl der Realisierungsmoglichkeiten
aus den /N unterscheidbaren Teilchen unter Berticksichtigung aller m Kammern
und ihrer Gewichte g; bei einer bestimmten Verteilung beziiglich der Teilchen-
zahlen N; erhilt man folglich durch Multiplikation von (9.18) mit allen gV :

N!

— . N . N « e ee N
W(N’M gl) - Nl' . NQ' . Nm' gl ! 92 : gm (932)
= Cn(N) g g g g (933
W(N,g) = NI %l . Bedingung: Y N, =N . (9.34)



10 Gesetz der grofsen Zahlen — Binomialverteilung

(Siehe auch Torsten Fliefbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Phy-
sik IV, 4. Aufl., Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2007, Seite 10 bis Seite
21,

Franz Embacher, Random Walk in einer Dimension, Universitat Wien,
homepage.univie.ac.at/ franz.embacher/Lehre /aussermathAnw2012 /RandomWalk.pdf
und

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 4. Aufl.
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 6 bis Seite 12.)

Um von vornherein Klarheit zu schaffen, leiten wir dieses Kapitel mit einigen Hinwei-
sen zum Sprachgebrauch ein:

Wir werden im Folgenden vom Mittelwert und vom Erwartungswert einer Messgrofe
x sprechen. Mit dem Begriff Mittelwert T bezeichnen wir den real bzw. empirisch be-
stimmbaren arithmetischen Mittelwert aus einer endlichen Anzahl N von Messwerten.
Mit dem Begriff Erwartungswert (z) bezeichnen wir den nur theoretisch bzw. fiktiv
bestimmbaren wahren Mittelwert aus der Anzahl N — oo von Messwerten. Sowohl
die Standardabweichung bzw. Schwankung

> (T — ;)
10.1
N1 (10.1)
der Einzelmessung x; als auch die Standardabweichung bzw. Schwankung

o = | 2T
" N(N -1

Ar=o0

(10.2)

des arithmetischen Mittels T basieren auf dem wahren Mittelwert bzw. Erwartungs-
wert (x).! Weil wir es in der Thermodynamik bzw. in der statistischen Physik mit
N > 1bzw. N — oo zu tun haben, werden wir nicht die exakten Formeln (10.1) und
(10.2), sondern ausschlieflich deren Naherung geméfs limy_,.(N —1) = N verwenden.

Zum schnelleren Verstédndnis wiederholen wir zunéchst die erforderlichen grundlegen-
den mathematischen ,Werkzeuge* :

e In der Thermodynamik bzw. in der statistischen Physik betrachten wir meistens
Systeme mit Teilchenzahlen N in der Grofenordnung von 10?3, also mit sehr
grofen Teilchenzahlen.?

e Wir miissen unterscheiden zwischen dem Mittelwert T der Messwerte x; und
dem Erwartungswert (r) der Messgrofie  und werden den Unterschied zwi-
schen diesen beiden Begriffen am einfachen Beispiel der beim Wiirfeln erziel-
ten Punktzahlen illustrieren. Dabei setzen wir voraus, dass die verwendeten

'Eine leicht verstiandliche Herleitung dieser Zusammenhinge findet man z. B. im Abschnitt ,,Mess-
genauigkeit und Messfehler des Springer-Lehrbuchs von Wolfgang Demtréder, Experimantalphysik
1, Mechanik und Wéarme, 3.Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2003, Seite 29 bis 36.

2Unter Normbedingungen (273,15 K, 1013, 25 hPa) besteht 1 ml Gas aus ca. 2,7-10'° Teilchen. 1 ml
Wasser besteht aus ca. 3,35 - 1022 Molekiilen und 1 cm?® Kupfer bei 25°C aus ca. 0,85 - 1023 Atomen.
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Wiirfel so konstruiert sind, dass alle Seitenflichen beim Wiirfeln mit der glei-
chen Wahrscheinlichkeit und unabhéngig voneinander oben liegen konnen. Die
Punktzahlen auf den sechs Seitenflichen des Wiirfels sind x; € {1, 2, 3, 4, 5, 6},
i=1,2,...,6.2 Beim Wiirfeln mit nur einem Wiirfel sei n die Gesamtanzahl
der Wiirfe und NN; die Anzahl der Wiirfe mit der Punktzahl x; unter der Bedin-

gung n =y . N;.
Wenn wir mit einem Wiirfel z. B. sieben (n=7) mal werfen (wiirfeln) und dabei

nacheinander die Punktzahlen 5, 1, 4, 2, 2, 6, 1 erzielen, ist der Mittelwert =
aus den Punktzahlen x;

5+14+44+24+2464+1 21

_ ’ 2 =3 (10.3)
_ (2.1)+(2-2)+(1%4)+<1-5>+(1~6) (10.4)
_ (Nl . .231) + (NQ : 372) + <N4n 1'4) + (N5 ) .1'5) + (N6 i l’ﬁ) , (105)

—_ 2 ;’:/ i (10.6)

Wenn wir aber immer 6fter wiirfeln, d. h. mit wachsendem n bzw. im Grenzfall
n — oo, stellen wir fest, dass der Mittelwert einem bestimmten Wert, dem
Erwartungswert (z), zustrebt:

(x) = nh_{{)loT : (10.7)
Wihrend der Mittelwert in der Praxis (real) ermittelt werden kann, ist der
Erwartungswert demzufolge von theoretischer Natur.

Den Erwartungswert fiir unser Beispiel finden wir, wenn wir geméf den Voraus-
setzungen hinsichtlich der Wiirfeleigenschaften von der (theoretischen) Wahr-
scheinlichkeit p; = % fiir das Auftreten jeder Punktzahl x; ausgehen, sodass
konventionsgeméf fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens aller sechs mogli-
chen Punktzahlen insgesamt ) . p;, = Z?:l pi =6 - & = 1 resultiert. Es soll also
jede mogliche Punktzahl von 1 bis 6 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von é
auftreten, sodass

6 6
Zl 1+24+3+4+5+6 21
i=1 i=1

In (10.8) wird die Grenzwertbildung n — oo deshalb nicht sichtbar, weil sie
bereits in der (theoretischen) Wahrscheinlichkeit p; = % enthalten ist. p; = %
erhdlt man nadmlich nur dann exakt, wenn man mit einem ,idealen“ Wiirfel
unendlich mal (n — oo) wiirfelt.

3Im Fall des Wiirfels ist der Laufindex i gleich der Punktzahl der zugehorigen Seitenfliche. Das
ist allgemein nicht der Fall. In der Termodynamik bzw. in der statistischen Physik sind die z; z. B.
Energiewerte von Quantenzustanden.

40



e Der Mittelwert, den wir z. B. durch n-maliges Wiirfeln (in einer zeitlichen Ab-
folge) mit nur einem Wiirfel erzielen, heift Zeitmittel. Wenn wir aber mit
einer Schar bzw. einem Ensemble aus N = n gleichartigen Wiirfeln nur einmal
wiirfeln, erhalten wir prinzipiell den gleichen Mittelwert, bezeichnen ihn aber
als Ensemble- oder Scharmittel. So lisst sich z. B. in der Thermodynamik der
Mittelwert einer Messgrofe eines idealen N-Teilchensystems* berechnen, indem
man entweder n = N Messungen nacheinander an nur einem Teilchen durch-
fithrt und anschliefend mittelt (Zeitmittel) oder indem man gleichzeitig alle N
Teilchen misst und diese N Messwerte mittelt (Scharmittel). Praktischerweise
verwenden wir im Folgenden das Scharmittel.

e Von der Gesamtteilchenzahl N haben also bei einer Messung jeweils /V; Teilchen
den Wert z;. Dann gilt unter der Bedingung ) . N; = N fiir die (theoretische)
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit dem Wert z; zu finden,

p(z;) =p; = lim — | (10.9)

sodass konventionsgeméf » . p; = 1.

Weil wir es in der statistischen Physik, wie bereits betont, mit sehr grofien
Teilchenzahlen zu tun haben, werden wir im Folgenden, wenn auch nicht ganz
korrekt, auf die Angabe des Limes fiir N — oo verzichten und vereinfachend
schreiben

Pi =~ (10.10)

e Der Erwartungswert der Messgrofte x iiber alle N Teilchen ist damit
N i
(z) = 2 lVi T sz i . (10.11)

Wie man sieht, ist die Summe X der Messwerte aller N Teilchen

X=>Y Ni-a;=N-(z). (10.12)

e Die Messwerte x; weichen vom Erwartungswert jeweils um z; — (z) ab. Weil der
Erwartungswert dieser Abweichungen gemaélfs

% N( sz i = Zp@-xi—@Zpi

= (z)— (2) =0 (10.13)

4In einem idealen N-Teilchensystem konnen die Teilchen unabhingig voneinander verschiedene
Werte der Messgrofte mit einer dem jeweiligen Wert entsprechenden Wahrscheinlichkeit annehmen.
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verschwindet, verwenden wir die mittlere quadratische Abweichung bzw.
Schwankung® Az :

(Az)? = Zpi (zi — <x>)2 = Z % (zi — <x>)2 = (10.14)
Az = \/sz (z; — (:1:))2 (10.15)
= \/Zplx? — 2(z) sza:l + (x)? Zpi ) (10.16)

Az = +/(2?) — (z)? |- (10.17)

e Das Verhiltnis zwischen Schwankung und Erwartungswert der Messgrofie x ist

die

Ax
(z)
Die Summe aller N Abweichungsquadrate vom Erwartungswert (x) ist in Ana-
logie zu (10.14) das Schwankungsquadrat (AX)? des Gesamtsystems. Unter Be-
riicksichtigung von (10.14) hat es die Form

N - (Az)? = ZN (i — ())° = (AX)?. (10.19)

relative Schwankung (10.18)

Die Schwankung des Gesamtsystems ist folglich

AX =VNAz |- (10.20)

e Weil wir die Teilchen als voneinander unabhéngig angenommen haben, gelten

Erwartungswert (r), Schwankung Az und relative Schwankung Az/(z) glei-
chermafsen fiir jedes einzelne der N Teilchen. Davon ausgehend erhalten wir fiir
das (makroskopische) Gesamtsystem aus N Teilchen den Erwartungswert

(X)=N-(z) |- (10.21)

e Analog zu (10.18) ist damit die relative Schwankung fiir das Gesamtsystem

AX _VN-Az 1 A1 | (10.22)

(X)  N-(z) VN () VN

5Die Schwankung Az heifit in der Statistik auch Standardabweichung und das Schwankungsquadrat
(Ar)? auch Varianz.
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In diesem Zusammenhang ist C' = Axz/(x) eine Konstante. (10.22) bezeichnet
man als das Gesetz der grofien Zahlen. Es bringt zum Ausdruck, dass die
relative Schwankung eines idealen N-Teilchensystems mit wachsender Teilchen-
zahl N immer kleiner wird und im Grenzfall N — oo gegen Null geht. Das liegt
daran, dass der Erwartungswert (X) mit N schneller wéchst als die Schwankung
AX , welche nur mit v'N wichst.

Was das Gesetz der grofsen Zahlen in der statistischen Physik bzw. der Thermody-
namik bedeutet, wollen wir an einem einfachen Modell illustrieren. Dazu betrach-
ten wir ein ideales N-Teilchensystem, dessen Teilchen sich (unabhéngig voneinander)
entweder mit der Wahrscheinlichkeit p; im Quantenzustand 1 oder mit der Wahr-
scheinlichkeit p, im Quantenzustand 2 befinden.® Die Anzahl der Teilchen des Sys-
tems, die sich im Quantenzustand 1 befinden, bezeichnen wir mit N;, sodass sich
folglich N — N; = Nj Teilchen im Quantenzustand 2 befinden. Ein derartiges N-
Teilchensystem wird durch die Binomialverteilung (9.23)

N' N—N;

Py(Ny) = . 10.2
CNEVI)
> Pu(N) = (pi+p)N =1 (10.24)

beschrieben.” Cy(Ny) ist hierbei die Anzahl von Teilchenkombinationen fiir ein be-
stimmtes N; und Py(N;) deren Wahrscheinlichkeit (s. Kapitel 9).

Fiir die weitere Diskussion werden wir den Erwartungswert (N;) und die Schwan-
kung AN; der Binomialverteilung benotigen:

Ni) = ZNl‘PN(Nl):Npl

, (10.25)
N1=0
denn
9|y ak AR 0 N 10.26
pla_pl ZNI' (N N)'pl p2 —pla_m[(pl+p2) :|7 ( . )
Z Ny ak P py ™M = piN(pr +p2)N ! (10.27)
N N)' 1 2 )
(M) = Npi O (10.28)

6Diese Quantenzustinde entsprechen z.B. den Energieniveaus, die von den N Teilchen besetzt
werden kdnnen.

"Es handelt sich bei diesem System um eine Schar aus N voneinander unabhiingigen Teilchen. Jedes
dieser Teilchen ,schliipft“ entweder mit der Wahrscheinlichkeit p; in den Quantenzustand 1 oder mit
der Wahrscheinlichkeit ps in den Quantenzustand 2. Ein dazu analoges System im Sinne des Zeitmit-
tels ist z.B. der eindimensionale Random Walk eines Teilchens. Dieser Random Walk besteht aus
N = n Schritten, wobei sich das Teilchen bei jedem Schritt mit p; um eine dem Wert des (Quan-
ten)zustands 1 entsprechende Strecke vor- oder mit ps um eine dem Wert des (Quanten)zustands 2
entsprechende Strecke zuriickbewegt.
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und

AN, = AY4 Npips

denn
0 0 < 0 9
— - E Pyv(N = p; — — +p) V| b,
Y41 O {P1 Op = N( 1)} 4! Op {pl O [(pl pz) }}

N
ZN12'PN(N1) = p N+pf N(N-1),

N1=0

woraus mit 1 — p; = ps

<N12> = Npips + (M)* = Npips + N°p;{

folgt, sodass

AN = \/<N12> —(Ny)? = \/(p1N+p12N2 —pr) —piN2=+/Npips .

Auf analoge Weise erhélt man aus

NI .
PeiV2) = v = i

schlieRlich
<N2> = Npo,
<N22> = Npipa+ (No)®> = Npipa + N?pj |

AN, = \/Nplpz-

Die relative Schwankung von N; in der Binomialverteilung ist folglich

ANy /Npip» 1 p2 1

(Ny) Np. VN pl_\/_N'A'

In diesem Zusammenhang ist A = \/ps/p; eine Konstante.

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)

O (10.33)

(10.34)

(10.35)
(10.36)

(10.37)

(10.38)

Bisher haben wir lediglich die Binomialverteilung der N Teilchen auf zwei Zustidnde
gemék deren Besetzungswahrscheinlichkeiten p; und py dargestellt. Jetzt ordnen wir
dem Zustand ¢ = 1 den Wert x; = 1 und dem Zustand ¢ = 2 den Wert z; = 29 zu
und untersuchen, welche Werte X = Z?Zl N; - x; mit welcher Wahrscheinlichkeit das

N-Teilchensystem infolge der Binomialverteilung besitzen kann.

N; ist die Teilchenzahl im Zustand ¢ und kann die Zahlen 0, 1, 2, 3, ...

, N anneh-

men. So kénnen sich in einem System aus N = 20 Teilchen z. B. N; = 16 Teilchen im
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Zustand 1 und Ny = 4 Teilchen im Zustand 2 befinden. Es sind alle Kombinationen
aus N1 und Ny erlaubt, die die Bedingung N; + Ny = N erfiillen. Zur Vereinfachung,
aber auch wegen der Analogie zum eindimensionalen Random Walk, wahlen wir fiir
den (Quanten)zustand 1 den Wert

T = —|—1
mit der Besetzungswahrscheinlichkeit p; und fiir den (Quanten)zustand 2 den Wert
To = —1

mit der Besetzungswahrscheinlichkeit p, . Damit kénnen wir jetzt konkrete X-Werte
unseres Systems und deren Wahrscheinlichkeit Py (N;) berechnen, wenn wir p; und
po kennen. Die N; Teilchen im Zustand 1 liefern N - (+1) und die Ny Teilchen im
Zustand 2 liefern Nj - (—1), sodass

X=N-(+1)+Ny-(-1)=N; — Ny =2N; — N . (10.39)
Mit dem Erwartungswert (N7) = Np; erhalten wir sofort den Erwartungswert fiir X

gemiR®
(X) = (2N, — N) = 2(N,) — N, (10.40)

(X) =2Np, — N = N(p; — ps) (10.41)

und mit dem Erwartungswert (N?) = Np; po + N?p? auch den Erwartungswert von
X? gemif

(X?) = {(2N; = N)?) = (AN — 4N N; + N?) (10.42)
= 4(N?) — 4N(Ny) + N? (10.43)
= 4Npipy +4N?*p? — 4N?p, + N* | (10.44)
(X?) =4 Npips+ (2Np, — N)*. (10.45)

Damit ist die Schwankung von X

AX =/(X2) = (X)2=2\/Npips |- (10.46)

Die relative Schwankung der Systemgesamtwerte X ist folglich

AX:2\/NP1P2: 1 ‘2\/]?1102: 1 B
<X> N<p1—p2) \/N b1 — P2 \/N .

8Man erhilt (X) , auch wenn man von (X) = (N; — No) ausgeht und die Erwartungswerte (Vi)
und (N,) einsetzt. Bei der Bestimmung von <X 2> muss man jedoch entscheiden, ob man ausgeht
von X in Abhéngigkeit von Ns oder wie in unserem Fall ausgeht von X = 2N; — N, also von X
in Abhéingigkeit von N . Verwendet man némlich (X?) = ((N; — N2)?) und setzt sowohl (Np) als
auch (Ns) ein, resultiert das falsche Ergebnis /2Np; ps .

(10.47)
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2\/1?1 b2

P1 — D2

eine Konstante.

In diesem Zusammenhang ist B =

Wir stellen fest:
Die Gleichungen (10.38) und (10.47) besitzen die gleiche Gestalt wie (10.22) und re-
prasentieren deshalb ebenfalls das Gesetz der grofien Zahl.

Weil der Gleichung (10.47), aber auch bereits der Gleichung (10.39) die Binomial-
verteilung der N; zugrunde liegt, entspricht die Verteilungsfunktion der Systemge-
samtwerte X ebenfalls der Binomialverteilung, sodass beide Verteilungsfunktionen
prinzipiell die gleichen Eigenschaften besitzen. Vereinfachend diirfen wir uns deshalb
im Folgenden allein auf die Untersuchung der Eigenschaften der Binomialverteilung
von N fiir grofe Teilchenzahlen N beschrinken. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse
lassen sich dann auf die Verteilungsfunktion der X iibertragen.
Die Binomialverteilung ist bereits normiert geméfs

N N
N!
Py(N,) = NpN=N N—1. 10.48
]VZZO N( 1) ]VZZO Nl'(N—Nl)‘ pl p2 (p1+p2) ( )

Im Folgenden werden wir ausnutzen, dass das Maximum der Binomialverteilung an
derselben Stelle liegt wie das Maximum des Logarithmus der Binomialverteilung. Aus
Griinden der Bequemlichkeit und weil Py (N;) sehr empfindlich von Ny abhéngt, gehen
wir zwischenzeitlich iiber zur logarithmischen Darstellung der Binomialverteilung:

In Py(Ny) =In Nl —InNy! —In(N — Ny)!+ Ny -Inpy + (N — Ny) -lnpy . (10.49)

Fiir groke N diirfen wir die Fakultiten mit Hilfe der Stirling-Formel N! ~ NV /e
nahern, sodass

hlPN(Nl) ~

10.50
NInN — NyInN; — (N = Ny)In(N — Ny) + NyInp; + (N — Np)lnp, . ( )

Zur Bestimmung des Maximums von In Py(N;) an der Stelle Nl nehmen wir nahe-
rungsweise an, dass /NV; eine kontinuierliche Variable ist, sodass

dIn Py (N S S
BEVND L L L R+ (N — Ny 4+ Inpy — Inps | (10.51)
le Nl
d21In Py(N 1 1
n N_z( Dl - — <0 = Maximum . (10.52)
dN; 7, N, N-N;
Aus (10.51) resultiert
N
n—1t =2 (10.53)
N — N, P2 L=p
& N(l-p) = (N=N)m (10.54)
N1 — Nip1 = Np; — Nipy (10.55)
N, = Np, (10.56)
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und mit Np; = (Vq)

Ny = (Ny) |- (10.57)

Wir stellen fest:

Bei grofer Teilchenzahl N liegt das Mazimum der Binomialverteilung an der Stelle des
Erwartungswerts von Ny . Anders gesagt, die wahrscheinlichste Teilchenzahl Ny = N,
ist auch der Erwartungswert der Teilchenzahl Ny, namlich (Ny) .

Schlieflich kommen wir zur Diskussion der physikalisch gesehen wohl wichtigsten Ei-
genschaft der Binomialverteilung, zu ihrem Verhalten im Bereich ihres Maximums,
unter den Voraussetzungen N > 1 und Np;py, > 1. Zu diesem Zweck fiihren wir
einige (miihselige!) Umformungen und Néherungen durch:

Die Taylor-Entwicklung von In Py(N;) an der Stelle Ny (des Maximums) bis zur
zweiten Ordnung ist

~ [dInPy(N -
In Py(Ny) ~ In Py(Ny) + [H—N(lq (N, — Ny)
N,

| [dQ In PN(NI)}

2 dN 2

> (N, — Ny)? (10.58)

Ny

Gemaéfs (10.51) verschwindet der Term erster Ordnung an der Stelle des Maximums
und wir erhalten mit (10.52)

-~ 1 1 1 ~
h’lPN(Nl) ~ IHPN(N1> + 5 (_ﬁl - N _ ,\1) (Nl — N1)2 (1059)
~Py(V) - L Y (v - M) (10.60)
ST\ N T Npy )T |
InPy(N;) ~ InP (N)—l(Nl_—ﬁl)2 (10.61)
M M 2 Npips '
Nach (10.29) ist Np; ps = (ANl)Q, sodass?
~ 2
~ Ny — N
In PN(Nl) =In PN<N1) - M (1062)
2(ANy)

Wir verlassen jetzt die logarithmische Darstellung von Py (N;) und erhalten so aus
(10.62) schliefslich

P .0
Pn(N1) = Py(Ny) P( 2(AN1)2 ) : (10.63)

9Wenn auch nicht ganz korrekt, verwenden wir im Folgenden wieder das Gleichheitszeichen.
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Wie man sieht, hat (10.63) grofe Ahnlichkeit mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion w der Gauf’schen Normalverteilung

+o00
1 z—x0)?
w(z, g, 0) = = G o po / w(x,zg,0)dr =1. (10.64)

Und tatséchlich stellt sich Py(N;), die (diskrete) Wahrscheinlichkeit des betrachte-
ten N-Teilchensystems fiir die Teilchenzahl N; im Zustand 1, in der Notation von
Abschnitt 3.2 und ausgehend von Gleichung (3.4) mit den Umbenennungen

Nges_>N; ANZ%AN, .f(fi—>N1, AIl%A(Nl)

wie folgt dar:

P(r;) = wlw) Ar; = N;s : NXS") - Az (10.65)
S P = w0 A = - S A (10.66)

1

M1l
—
M1l

Hier ist A(V;) nicht die Schwankung AN; von N; sondern die Differenz zwischen
zwel benachbarten Teilchenzahlen NVj .

Wegen A(N;) = 1 kénnen wir mit (10.63) und (10.66) miihelos die (diskrete) Wahr-
scheinlichkeit Py(N7) in die kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte wy (N7) tiber-
fithren, indem wir fiir grofe N einfach N; als kontinuierliche Variable betrachten und
unter Verwendung der Schwankung AN; schreiben:

1 dN(Ni) 5 M) (10.67)

Np) = — = Py(N)) - -
wy (N1) N an, N (V1) eXP( 2(AN1)2

Dabei ist aus Py(N;) der Normierungsfaktor Py(N;) geworden. Mit der Substitution

Ny—Ny=z = dN,=dx,

den Integrationsgrenzen'®

N1—>OO:>N1>>]/\\71 :>N1—]/\\71: Tr — +00
N — o0 = ~ ~
Ni=0 = NN, = N —N= z——
und dem Standardintegral
+oo
/dx e = \/E (10.68)
a

WFiir (N, —N;) = 2 — oo verschwindet der Integrand und fiir 2 < —1 wird er vernachliissigbar klein,
sodass man in sehr guter Naherung fiir den Fall N1 = 0 wegen N; > 1 als untere Integrationsgrenze
(N1 — N;) = —N; = & — —o0 nutzen kann.
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bestimmen wir den Normierungsfaktor ]/37\7(]%) in (10.67) wie folgt:

+/Ooda: wy(x) = +/Oodx ]/5]/\7(]/\71) - exp (— 2(Ax—]2\fl)2)

—0o0 —00

o 2
= Py(Ny) - / dz exp (- m) =1, (10.69)

—0o0

. ~ 1
Pu(Ny)-\/7-2(AN)° =1 & Py(N) =

ANl '\/27T .

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion in ihrer endgiiltigen Form ist somit

! (V) — V)
L ep - U ) N1 10.71
AN, v2r P ( 2(AN,)? ) 1o

(10.70)

wN(Nl) =

Der Vergleich mit (10.64) zeigt:
Ny = z ist die unabhéngige Variable,
N1 = xg ist die Stelle des Maximums und
AN, = o ist die Schwankung bzw. Standardabweichung der (kontinuierlichen)
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion!! w .

Wir stellen fest:

Fiir groffe N lisst sich die Binomialverteilung in der Umgebung ihres Maximums in
guter Ndherung durch die GaufS’sche Normalverteilung darstellen und im Grenzfall
N — o0 geht die Binomialverteilung tiber in die Gaufs’sche Normalverteilung.

Die weitere Diskussion und die Beispielrechnung gestalten sich einfacher, wenn wir in
(10.71) ANy durch /Np; py ersetzen, sodass

1 (N, — NV,)”
N)=——rnn—+"- A 10.72
wN( 1) B N Do Nprps exp < 2N p1 pa ( )

Daraus folgt
(10.73)

1Tn der diskreten Betrachtungsweise spricht man nicht von Dichtefunktion sondern von Verteilung.
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Zur Veranschaulichung betrachten wir als einfache Beispiele die Binomialverteilungen
mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 0,2 und p, = 0,8 fir N =3, N =6 und N = 12:

N=3 Kombinationen Cn(N1) Pn(Ny) = X
N1 =0 -1 -1 -1 1 0,51 _3
-1 -1 1
Ny =1 -1 1 -1 3 0,38 -1
1 -1 -1
-1 11
Ny =2 1 -1 1 3 0,10 1
11 -1
Ny =3 1 1 1 1 0,01 3
3 3
(M) =0,6 Y On(N) =8| > Py(N)=1| (X)=-1,8
N1=0 N1=0
ANy = 0,693 AX ~ 1,386

Tabelle 10.1 Binomialverteilung in einem idealen 3-Teilchensystems mit den Wahrscheinlich-
keiten p; = 0,2 fiir 1 = +1 und py = 0,8 fiir zo = —1. Die relativen Schwankungen betragen

~ 1,155 ‘AX‘NO 770
) ) <X> ) .

AN
(N1)
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— N=6

0,1

0.2 5

Abb. 10.1 Histogramm der Binomialverteilung fir N = 6, p1 = 0,2 und ps = 0,8. Die
Wahrscheinlichkeiten Py (N7) sind aufgetragen iiber der gemaR (2%1:0 Ni)/N = N/N =1
auf 1 normierten Achse Ni/N, aber auch iiber N; und X . Die gestrichelte Linie markiert die
Stelle der Erwartungswerte (N1) = 1,2 und (X) = —3,6. Die Summe der Zellenfldcheninhalte
reprasentiert die Gesamtwahrscheinlichkeit 2%1:0 Pn(N1) = 1 und ist ebenfalls auf 1 normiert.

N =6 Cn(N1) Py (Ny) ~ X
N1 =0 1 0,262 6
N =1 6 0,393 —4
Ny =2 15 0,246 -2
Ny =3 20 0,082 0
Ny =4 15 0,015 2
Ny =5 6 0,002 4
N1 =6 1 0,000 6
6 6
(N1) =1,2 Z Cn(Np) =64 Z Py(Np) =1 <X> =-3,6
N1=0 N1=0
AN; ~ 0,980 AX =~ 1,960

Tabelle 10.2 Binomialverteilung in einem idealen 6-Teilchensystems mit den Wahrscheinlich-
keiten p; = 0,2 fiir z1 = +1 und ps = 0,8 fiir zo = —1. Die relativen Schwankungen betragen

AX
(X)

ANy

—— =~ 0,817 ,
(N1) ‘

’%0,544.
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0,3 AN,

0,2

0,1

|

0 212 42  6h2 812 10h2 1 NN

01 2:3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 N,
-12-10-8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 X

Abb. 10.2 Histogramm der Binomialverteilung fir N =12, p1 = 0,2 und p2 =0, 8.

N =12 Cn(N1) Py(Np) = X
Ni= 0 1 0,069 ~12
Ni= 1 12 0,206 ~10
Ny = 2 66 0,284 -8
Ni= 3 220 0,236 —6
Ni= 4 495 0,133 —4
Ni=5 792 0,053 —2
Ni= 6 924 0,016 0
Ni=7 792 0,003 2
Ny = 8 495 0,000 4
Ni= 9 220 0,000 6
Ny =10 66 0,000 8
Ny =11 12 0,000 10
Ny =12 1 0,000 12

12 12
(Ni)=2,4 | ) COn(N1)=4096 | > Py(N1)=1| (X)=-72
N1=0 N1=0
AN; = 1,386 AX ~ 2,771

Tabelle 10.3 Binomialverteilung in einem idealen 12-Teilchensystems mit den Wahrscheinlich-
keiten p; = 0,2 fiir 1 = +1 und py = 0,8 fiir zo = —1. Die relativen Schwankungen betragen

AN
2N 0,577 |
(N1) ‘

AX

=21 ~0,385.
59
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Wie wir sehen, wachsen die Erwartungswerte (N;) bzw. (X) proportional zur System-
Teilchenzahl N an, die Schwankungen AN; bzw. AX aber nur proportional zu v/N .
Folglich werden die relativen Schwankungen AN;/(N7) bzw. |[AX/(X)| mit wachsen-
dem N immer kleiner. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, wurden die Histo-
grammme in entsprechender Weise skaliert:

Der Wertebereich Ny der Binomialverteilung lauft von 0 bis N . Wir skalierten ihn
aber entsprechend N;/N , sodass er, unabhéngig von der Systemteilchenzahl N, fiir
alle Systeme von 0 bis 1 lduft. Dadurch werden die Histogrammsé&ulen um den Faktor
1/N schmaler. Folglich liegen die Erwartungswerte (NN;) auf der J:-Achse immer an
der Stelle (N7)/N = Np;/N = p; . Gemék der Forderung, dass der Flacheninhalt un-
terhalb der ,Kurve* des Histogramms stets gleich 1 sei, mussten die Histogrammsaulen
im Gegenzug um den Faktor N hoher werden. Die zu einem bestimmten Wahrschein-
lichkeitswert Py (N;) gehorende Strecke auf der Ordinate verldngert sich also durch
die neue Skalierung der Histogramme um den Faktor N . Die relative Schwankung
AN, /(N;) wird in den Histogrammen (s. Abb. 10.1 und Abb. 10.2) représentiert durch
die graphische Linge der dort eingezeichneten Strecken AN .

Beim Vergleich unserer drei Beispiele wird trotz der kleinen Teilchenzahlunterschie-
de zwischen N = 3, 6 und 12 deutlich, dass die Schwankung AN; zwar mit wach-
sender Teilchenzahl anwéchst, die relative Schwankung der Binomialverteilung dabei
aber rasch abnimmt.

Wir schlussfolgern:

Die relative Schwankung der Binomialverteilung geht im Grenzfall N — oo gegen
Null. Das bedeutet, dass bei Systemen grofser Teilchenzahl N die Werte Ny bzw. die
Systemgesamtwerte (Observablen) X mit zunehmendem Abstand vom Erwartungswert
(N7) bzw. (X) sehr schnell an Wahrscheinlichkeit fir ihre Realisierung verlieren. Im
Grenzfall N — oo liegt das System allein in jenen Teilchenkombinationen vor, welche
den Erwartungswert (Ny) liefern, sodass nur noch die Observable (X) in Erscheinung
tritt bzw. gemessen werden kann.

Die Schwankung AN, wird allgemein als das Maf fiir die Breite der Gaufs’schen Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion verwendet, die relative Schwankung AN;/{N;) sinnge-
mék auch als Mafs fiir die relative Breite.

Analog dazu und iibereinstimmend mit der normierten Darstellung der Binomial-
verteilung in unseren Histogrammen ist die beziiglich N ,relativierte Grofke AN; /N
das Maf fiir die relative Breite der Gaufs’schen Normalverteilung. Verdeutlichen wir
uns diesen Sachverhalt abschlieRend durch ein kleines Rechenbeispiel?:

Gegeben:
N=6,25-102, p;=0,2, p=0,8, N, =(N)=Np =1,25-10%.
Fiir die Schwankung (Standardabweichung) von N; ermitteln wir

ANl = \/ Np1p2 = 1011 .

12Vergleiche mit Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Aufl.,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2005, Seite 11 und Seite 12.
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Das bedeutet, dass ca. 2 aller Z%FO Cn(N7) moglichen Kombinationen der Binomi-

alverteilung im Bereich (Nl —AN;) < ]/\\71 < (]/\\71 + AN) liegen. Diese Schwankung
der Teilchenzahl N; von £10* um ihren Erwartungswert ist im Verhéltnis zur Grofe
des Erwartungwerts von 1,25 - 10?2 gemif der relativen Schwankung

ANy AN o
<N1> N1

sehr klein. In &hnlicher Weise ergibt das Verhéltnis von Schwankung zur Systemteil-
chenzahl N die relative Breite der Verteilung:

AN,
N

=1,6-107"2.

Auch fiir ein makroskopisches System ist die Schwankung AN; = 10! eine grofe
Zahl. Und dennoch ist sie im Verhéltnis zum Definitionsbereich von N;, némlich
0<N; <N =6,25-10??, verschwindend klein.

Abschliefsend liefert uns das Rechenbeispiel einige in Tabelle 10.4 aufgefiihrte Wahr-
scheinlichkeitsdichtewerte wy(N7) mit ihrem Verhéltnis zur maximalen Wahrschein-
lichkeitsdichte w N(J/\\fl) fur zunehmende Abstiande vom Maximum ]/\71 . Die Werte zei-
gen eindrucksvoll, wie die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Kombinationen und
Werten zu beiden Seiten des Bereichs (N7 — AN;) < N; < (N;+ ANp) extrem stark
abfallt:!3

. N
Ny — N, wy (Ny) wn Al)
wy (Np)
0 wy(Ny) ~ 3,9894-10712 | =1
V2108 ~ 3,9804-10712 ~ 1,00
V2107 ~ 3,9800- 10712 ~ 1,00
V21019 ~ 3,9497-10712 ~ 0,99
AN; = 101 ~ 2,4197 - 10712 ~ 0,61
V2101 ~ 1,4676 - 10712 ~ 0,37
V21012 ~ 1,4841-107%° ~ 3,72-107%
V21018 ~ 0 ~ 0

Tabelle 10.4 Wahrscheinlichkeitsdichten wy(N1) und ihr Verhéltnis zur maximalen Wahr-
scheinlichkeitsdichte wN(Nl) der Binomialverteilung eines N-Teilchensystems mit N = 6,25 -
10?2, p1 = 0,2 und py = 0,8, dargestellt beziiglich des Abstands N; — Ni vom Maximum Nj .

IBFiir diejenigen, die immer noch zweifeln, hier ein ,hésslich hinkendes* Gleichnis: In einem kleinen
Heuhaufen sei eine Nadel leicht zu finden. Wenn aber der Heuhaufen (=N oder = (N;)) schneller
wichst als die Nadel (= ANy), wird es immer schwieriger die Nadel zu finden, weil die wachsende

Nadel im Verhéaltnis zum Heuhaufen immer kleiner wird ( AJJ\,V L oder = (AN]Y i )
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Anmerkung:

Man konnte bei der Herleitung des Gesetzes der groften Zahlen auch auf den Gedanken
kommen, nicht von der der mittleren quadratischen Abweichung (Standardabweichung,
Schwankung)**

2 2
e \/ij (2 = ()" = \/ZPJ‘%' - @, (10.74)
J J
sondern von der mittleren absoluten Abweichung

8o = (Jo = @) = (/s = @)7 ) = Sl — o) (10.75)

auszugehen. Dabei wére zu kldren, ob Az moglicherweise schneller mit N wéchst bzw.
grofer ist als Az, wodurch das Gesetz der grofsen Zahlen evl. in Frage gestellt wiirde.
Aber tatséchlich gilt

mittlere absolute Abweichung Az < Az Standardabweichung , (10.76)
Y 2 Y 2
2Vl =@l | D (= (@)
j=1 j=1
< 10.
~ < i : (10.77)

Z\xj— ()| lej— (@)

< 10.

N < \ N (10.78)
Wir zeigen's dies fiir N = 2 und a,b > 0 in Analogie zu (10.78):
b 2402
arithmetisches Mittel % < ¢ ;_ quadratisches Mittel , (10.79)
Quadrieren ergibt
a® + b + 2ab a? + b?

< 10.80
Relipsais (10.50)
2ab < a® +b*, (10.81)
2ab = a* + b fiir a =b, (10.82)

2ab=2a(a+1x) < a* +b*=d’*+ (a+2)® fir a£b=(a+2z).
(10.83)

Man kann dies nach Belieben auch fiir N > 2 zeigen.

14Mit der Standardabweichung finden groke Abweichungen vom Erwartungswert iiberproportional
Beriicksichtigung.

15Hinweise zur arithmetisch-quadratischen Ungleichung und zur entsprechenden Beweisfiihrung sind
u. a. zu finden bei Jan P6schko, Ungleichungen, 2009,
www.math.tugraz.at/OeMO/A-Kurs/Unterlagen/Ungleichungen
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Teil 11

Systeme bzw. statistische Ensembles
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Wir beschéftigen uns hier ausschliefslich mit Systemen im statistischen bzw. thermo-
dynamischen Gleichgewicht.

Grundlegendes Postulat der statistischen Physik:
Alle zugdnglichen Mikrozustinde eines abgeschlossenen Systems im statistischen (ther-
modynamischen) Gleichgewicht besitzen die gleiche (a priori-) Wahrscheinlichkeit.

Die Zustandssumme ist die beziiglich seiner Energieniveaus gewichtete Anzahl al-
ler zuganglichen Mikrozustinde r eines NN-Teilchensystems im thermodynamischen
Gleichgewicht.

Fiir ein vorgegebenes Volumen V ergeben sich vier verschiedene Systemtypen mit
den zugehorigen Zustandssummen:

1. mikrokanonisches System:
E fest, N fest,
QE,V,N)=)"1 (10.84)

AEV.N) = (L oy v o= (eomY’ (10.85)
Y N ’ -\ 37h? '

2. kanonisches System:
E variabel, N fest,

W(T,V,N) Ze BE(T,V:N) (10.86)

3. grofikanonisches System mit Teilchenzahlbeschriankung:
E variabel, N variabel mit N, = N,

Zg(T,V,p) =Y e Prmiis) (10.87)

r

N, wird zunéchst offen gelassen und die grofkanonische Zustandssumme berech-
net. Danach ist p so zu wahlen, dass der Mittelwert von N, gleich N ist.

4. groftkanonisches System ohne Teilchenzahlbeschrinkung
= kanonisches System:
E variabel, N variabel,

Zgp(T,V,p=0)=> e POV = Z(T V) (10.88)

r

Hamiltonoperator bzw. E héngen nicht von N ab, E = E(T,V)

= = 20D (10.89)

(z. B. Photonen-, Phononen-, Magnonen-Systeme)
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11 Plausibilisierung der Verteilungen durch
Kombinatorik

(Vergleiche Gunnar Lindstrém, Rudolf Langkau, Wolfgang Scobel, Springer-Lehrbuch
Physik kompakt 3, Quantenphysik und Statistische Physik, 2. Aufl., Springer-Verlag,
Heidelberg, New York, 2002, Seite 235 bis Seite 283 und Marcelo Alonso und Edward
J. Finn, Quantenphysik und Statistische Physik, 4. Aufl., Oldenbourg-Verlag, Miin-
chen, Wien, 2005, Seite 471 bis Seite 479.)

Wenn in der statistischen Physik von Verteilungen die Rede ist, sind meistens die
Maxwell-Boltzmann-, die Fermi-Dirac- oder die Bose-Einstein-Verteilung gemeint.

Die Grundgrofien der Statistischen Physik wie z. B. die Zustandssummen, die Ver-
teilungsfunktionen und der Boltzmann-Faktor lassen sich eigentlich nicht herleiten,
sondern nur plausibilisieren, weil man bei ihrer Darstellung ohne Anleihen aus der
Quantenmechanik und ohne die folgenden sechs grundlegenden, plausibel erscheinen-
den Annahmen bzw. Postulate nicht auskommt:

1. Quantenmechanische (mikroskopische) Teilchen sind prinzipiell
nicht unterscheidbar,
weil sie in der Quantenmechanik durch Wellenfunktionen zur Beschreibung ihrer
Wahrscheinlichkeitsamplitude dargestellt werden und weil insbesondere fiir sie
die Heisenberg’sche Unschérferelation gilt.

Klassische (makroskopische) Teilchen dagegen sind prinzipiell
unterscheidbar.

2. Die Verteilung eines N-Teilchensystems besteht in der vorgegebenen Folge der
Besetzungszahlen N; fiir die Energieniveaus ¢; unter Beriicksichtigung von zwei
Zwangsbedingungen, der
Teilchenzahlkonstanz-Bedingung

> Ni=N, (11.1)
und der Energiekonstanz-Bedingung
> Ni-ei = Eges (11.2)
i=1

wobei Fy. die innere oder Gesamtenergie des N-Teilchensystems ist.

3. Die Wahrscheinlichkeit P fiir die Realisierung einer bestimmten Verteilung ei-
nes N-Teilchensystems ist proportional zur Anzahl W der Mikrozustéinde
dieser Verteilung.
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4. Ein abgeschlossenes System strebt den Zustand maximaler Wahrscheinlichkeit
an. Dieser Zustand ist der stationdre Endzustand des Systems und heifst Gleich-
gewichtszustand, weil er makroskopisch als Zustand des Systems in seinem
thermodynamischen Gleichgewicht in Erscheinung tritt.

5. Die Verteilung eines Systems im thermodynamischen Gleichgewicht ermoglicht
verschiedene Mikrozusténde, die durch Vertauschung von Teilchen entstehen.
Die Vertauschung der Teilchen erfolgt dabei so, dass die dem Gleichgewichtszu-
stand bzw. der Gleichgewichtsverteilung entsprechenden Besetzungszahlen
der Energienieveaus stets erhalten bleiben.

6. Grundlegendes Postulat bzw. Postulat der gleichen ,, a priori*-Wahr-
scheinlichkeiten der Statistischen Physik:

Die einem abgeschlossenen System im thermodynamischen Gleichge-
wicht zuginglichen Mikrozustinde besitzen (alle) die gleiche Wahr-
scheinlichkeit.

In diesem Kapitel werden wir die Begriffe ,,Gewicht” und ,Wahrscheinlichkeit* aus der
Statistik verwenden. Als Wahrscheinlichkeit bezeichnen wir dabei das auf 1 normierte
Gewicht eines Ereignisses. Folglich hat ein Ereignis dann die Wahrscheinlichkeit P =
1, wenn es mit Sicherheit eintritt bzw. feststellbar ist.

Die Teilchen eines N-Teilchensystems verteilen sich so auf die dem System zugéng-
lichen m Energieniveaus ¢;, dass die Zwangsbedingungen (11.1) und (11.2) erfiillt
werden.

Wenn eine Anzahl g; voneinander unabhéngiger Quantenzustinde (Eigenfunktio-
nen) der Teilchen auf einem Energienieveau ¢; liegen, dann heifit dieses Energieniveau
gi-fach entartet und g; ist der Entartungsgrad des Energieniveaus ¢; . Innerhalb jedes
Energieniveaus ¢; teilen sich die NV; Teilchen auf die g; Quantenzustdnde auf. Die dabei
entstehenden Anordnungen der Teilchen kénnen je nach Teilchenart auf verschiede-
ne Weise realisiert werden. So ergibt sich fiir jedes Energieniveau ¢; geméifs (9.2) die
Anzahl glN “ von Realisierungsmoglichkeiten.

Wenn wir im Folgenden von einer Verteilung sprechen, ist immer die Verteilung der
N Teilchen auf die m Energieniveaus ¢; des N-Teilchensystems gemeint. Die Verteilung
ist also eine bestimmte Folge (N7, Na, Ns, ..., N,,) der Teilchenzahlen N; .

Das Produkt der Realisierungsmoglichkeiten gzN aller Energieniveaus ¢; mit der
Anzahl Cy(N;) der Kombinationsmoglichkeiten einer bestimmten Verteilung ergibt
die Gesamtzahl W der Realisierungsmoglichkeiten des N-Teilchensystems in dieser
Verteilung. Zur Erinnerung sei an dieser Stelle auf die Herleitungen von (9.18) und
(9.33) bzw. (9.34) hingewiesen. Damit ist W das statistische Gewicht dieser Verteilung:

W =W(Ny, N, N3, ..., N,,) =W(N;) . (11.3)
Die Realisierungmoglichkeiten des N-Teilchensystems bezeichnen wir als die Mikro-
zustande r des N-Teilchensystems.

Die Verteilung mit dem maximalen Gewicht bzw. der mazimalen Anzahl von Mi-
krozustanden ist die wahrscheinlichste Verteilung, die Gleichgewichtsverteilung.

60



11.1 Maxwell-Boltzmann-Verteilung

Fiir die Plausibilisierung der Maxwell-Boltzmann-Verteilung verwenden wir das Mo-
dell des idealen einatomigen Gases. Z.B. Helium unter Normalbedingungen erfiillt
dieses Modell relativ gut. Wir wollen das ideale Gas mit dem endlichen Volumen
V', der Gesamtenergie bzw. inneren Energie E,; und bestehend aus N Teilchen als
System bezeichnen. Aus der Quantenmechanik weifs man, dass die Energie der Teil-
chen in einem beschrankten Ortsraum und bei vorgegebener Systemgesamtenergie ein
diskretes Spektrum bildet. Im (makroskopischen) thermodynamischen Gleichgewicht
wird jedes Energieniveau ¢; dieses Spektrums im Mittel von einer bestimmten Anzahl
von Teilchen besetzt. Das bedeutet, dass die Besetzung der Niveaus in Wirklichkeit
fluktuiert. Genauer gesagt, die Verteilung der N Teilchen auf die aus den Randbedin-
gungen resultierende Anzahl von Energieniveaus fluktuiert um die wahrscheinlichste
Verteilung bzw. um die Verteilung mit dem groften Gewicht.

In fast allen Lehrbiichern der statistischen Physik wird sehr gut illustriert, wie sich
mit zunehmender Teilchenzahl N eines Systems die Verteilungen immer mehr um die
Verteilung mit dem grofsten Gewicht konzentrieren. Deshalb ist in makroskopischen
Systemen mit sehr grofser Teilchenzahl und im thermodynamischen Gleichgewicht die
Anzahl derjenigen Verteilungen verschwindend klein, die von der Verteilung mit dem
maximalen Gewicht bzw. der grofsten Wahrscheinlichkeit abweichen. Man nennt die
wahrscheinlichste Verteilung bzw. die Verteilung mit dem maximalen Gewicht auch
Gleichgewichtsverteilung.

11.1.1 Bestimmung der Gleichgewichtsverteilung mit den
(unbestimmten) Lagrange-Multiplikatoren

Bei der Bestimmung der Gleichgewichtsverteilung stiitzen wir uns auf unsere Uberle-
gungen zur Kombinatorik im Kapitel 9. Dort hatten wir mit (9.34) gezeigt, dass

m N;
W) =NT] %' (11.4)
i=1 Y

die Anzahl der Kombinationsméglichkeiten bzw. Mikrozustédnde ist, die ein System
aus N unterscheidbaren Teilchen beziiglich einer bestimmten Folge bzw. Verteilung
seiner Besetzungszahlen N; liefert. Die dort verwendeten m Kammern sind im Fall
des idealen Gases die Energieniveaus ¢;. Die Entartungsgrade g; der Energieniveaus
sind in diesem Zusammenhang, wie oben unter den Annahmen und Postulaten er-
wahnt, keine Variablen. Unser ideales Gas hat also unter den Bedingungen (11.1)
und (11.2) W Moglichkeiten, seine N Teilchen auf seine m Energieniveaus ¢; in einer
bestimmten Folge (Verteilung) der Besetzungszahlen N; zu verteilen. Geméfs (11.3)
héngt W hierbei von den N; ab.

Wir kénnen W (N;) auch als das statistische Gewicht der Verteilung bezeichnen.
Gewicht und Wahrscheinlichkeit der Verteilung verhalten sich proportional zueinan-
der.

Die Verteilung mit dem maximalen Gewicht W (N;) bzw. die wahrscheinlichste Ver-
teilung finden wir unter der Bedingung, dass das totale Differential von W (N;) gleich
null ist. Weil W (N;) und In W(N;) ihr Maximum an derselben Stelle besitzen, werden
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wir jetzt aus Griinden der Bequemlichkeit das Maximum von In W (X;) bestimmen:

dlIlW(Nh NQ, Ng, e Nm)

_ O0(lnW) d(In W) I(In W) B (11.5)
= Sy AN S ANy e S AN, =0,
mmWMQZE:mmW»dM:o. (11.6)

ON;

i=1
Wenn die Variablen N; voneinander unabhéngig wéaren, miissten alle Differentialquoti-
enten d(In W) /ON; gleich null sein, denn nur so wére (11.6) auch fiir beliebige dN; # 0
erfiillt. Nun sind aber die N; nicht unabhéngig voneinander, sondern iiber die Zwangs-
bedingungen bzw. totalen Differentiale

ZNi =N =const = dN= ZdNi =0 (11.7)
i=1 1=1
und . .
Zéi - N; = Eyes = const = dE,, = Zai -dN; =0 (11.8)
i=1 i=1

miteinander verkniipft. Und wie man sieht, sind die Differentiale dV; und ¢; d/V; eben-
falls nicht unabhéngig voneinander.

Um die Gleichung bzw. Bedingung (11.6) unter den Zwangsbedingungen (11.7) und
(11.8) zu lésen, benutzen wir die Lagrange-Methode der unbestimmten Multiplikato-
ren. Diese Methode geht davon aus, dass fiir sich geltende Einzelbedingungen zu einer
beliebigen Linearkombination miteinander verkniipft werden konnen. Wir schreiben
also (11.6) und die zugehorigen Zwangsbedingungen (11.7) und (11.8) als Linearkom-
bination:

"L O(InW) ‘
=1

7

ié(mggq—a—ﬁa)MW:O. (11.10)

i=1
Die zwei freien Parameter o und ( sind die unbestimmten oder Lagrange-Multiplikato-

ren. Sie kompensieren die einschrankenden Bedingungen (11.7) und (11.8). Wenn wir
jetzt z. B. die beiden Gleichungen

I(In W) B I(In W)
aN, —a— e =0 und N,

—a—fey=0 (11.11)

durch die Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren o und [ 16sen, verschwinden in
der Summe (11.12) die ersten beiden Summanden, denn sie sind gleich null. Gleich-
zeitig haben wir damit die beiden Nebenbedingungen beriicksichtigt, sodass in den
verbleibenden m — 2 Summanden von (11.12), also in

"L (O(In W) )
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die N; voneinander unabhéngig sind. Folglich sind auch die Differentiale d/N; frei
wihlbar und (11.12) ist fiir alle N; separat erfiillt.! Wir brauchen jetzt also nur noch
in

I(InW)
ON;
fiir W einzusetzen und nach N; aufzul6sen, dann haben wir das Problem gelost.

Wir werden fiir W aber nicht (11.4) einsetzen, denn das wiirde spéter zu Konsis-
tenzproblemen in der Thermodynamik fiihren. Deshalb fiihren wir die sog. korrekte
Boltzmann-Abzihlung ein, den Faktor 1/N!, mit dem wir (11.4) multiplizieren. Auf
diese Weise werden wir dann schliefslich die Maxwell-Boltzmann-Verteilung erhalten.
Man kann die korrekte Boltzmann-Abzdhlung dahingehend interpretieren, dass durch
sie die Unterscheidbarkeit der Teilchen aufgehoben wird. Denn tatsdchlich sind die
Atome bzw. Molekiile eines Gases quantenmechanische, nicht unterscheidbare Teil-
chen. Allerdings ist die korrekte Boltzmann-Abzéhlung, anders als ihre Bezeichnung
suggeriert, nicht korrekt, sondern eine Naherung. Wir werden diese Tatsache im Ab-
schnitt 12.3 diskutieren.

Im Folgenden verwenden wir also

—a—fe=0 (11.13)

1 —~ glNi
e W(N;) = W(N;) = H x (11.14)
i=1
an Stelle von W . Mit der Stirling’schen Nédherungsformel
NN
Nl'~— = hN'~N-IhN-N (11.15)
e
erhélt (11.14) die Form
MW (N;) =Y (Ni-Ing; — N; - In N; + N;) . (11.16)
i=1
Einsetzen der partiellen Ableitung von In W nach N; , also von
d(In W) N; N;
—lng —InN, — 2 4+1=—In— 11.1
in (11.13) ergibt
N;
0 = -In——a—-7¢ (11.18)
Gi
& InN, = Ingi—a— B¢ (11.19)
= N, = gi-e P (11.20)
Man kann (5 identifizieren als
8= ! (11.21)
 kpT '

Vergleiche Vorlesungsskript von Ernst-Peter Roth, Einfiihrung in die statistische Thermodynamik
und Quantenmechanik, Seite 15.
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und « als
—a=0-u (11.22)

mit dem chemischen Potential y. Es ist also

—Be; 9i
Ni = g;- 705 = 25 (11.23)

die Mazwell-Boltzmann-Verteilung bzw. kanonische Verteilung. Sie gibt die Beset-
zungszahlen N; der Energieniveaus ¢; eines idealen Gases im thermodynamischen
Gleichgewicht an. Oder anders gesagt, sie beschreibt die Gleichgewichtsverteilung der
N Teilchen des idealen Gases auf seine Energieniveaus ¢; in Abhéngigkeit von der
absoluten Temperatur 7', vom chemischen Potential ;1 und vom Entartungsgrad g;
der Niveaus, wobei

N; x g; . (11.24)
Der Besetzungsindex?

N; 1

- I = = (11.25)

ist der Quotient aus Teilchenzahl N; und Anzahl g; der Quantenzusténde im Ener-
gieniveau g;. Weil die Quantenzustinde in einem Energieniveau nicht gleichméfig
besetzt sein miissen, nennt man den Besetzungsindex auch mittlere Besetzungszahl 7;
der Quantenzustdnde im Niveau ¢; .

Wir stellen fest:

Ein abgeschlossenes System aus N ununterscheidbaren Teilchen besitzt
m N;

_ 9i

]

=1

W (N;)

Mikrozustiande, seine Gleichgewichtsverteilung zu realisieren. Die Gleichgewichtsver-
teilung ist diejenige Aufteilung der N Teilchen auf die m Energieniveaus ¢; des Systems
unter den Zwangsbedingungen

iNi:N7 iNi'gi:Eges>
i=1 i=1

bei der die Anzahl W der zugénglichen Mikrozustdnde maximal ist.

Die Gleichgewichtsverteilung tritt makroskopisch als thermodynamisches Gleichge-
wicht in Erscheinung.

Im Modell des idealen einatomigen Gases ist die Gleichgewichtsverteilung die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung bzw. kanonische Verteilung

N, =g - e Plei—n)

Sie beschreibt die Folge der Besetzungszahlen N; fiir die Energieniveaus ¢;, bezieht
sich also nur auf die Besetzungszahlen der Energieniveaus (,Energiezustiande®) des
Systems im thermodynamischen Gleichgewicht und nicht auf die Besetzungszahlen
der Quantenzustéinde.

20ft wird nicht N;(g;) sondern der Besetzungsindex N;/g; = m; als die Maxwell-Boltzmann-
Verteilung oder die Maxwell-Boltzmann-Verteilungsfunktion bezeichnet.
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11.1.2 Kanonische Zustandssumme 7,

Mit (11.23) schreiben wir fiir die Gesamtteilchenzahl des Systems

N=N;+Ny+ N3+ --- +N, (11.26)
=g - 65/1«*561 + g2 - eﬁﬂ*ﬁfﬁ = Im 65”7567" (1127)
:eﬁ,u_ (91 _6_1861 +92_€_B52+ _f_gm.e_ﬂam) (1128)
— eﬁ/" . (Z Gi - e_BEi) (1129)

i=1

N=¢e . 7. (11.30)

Mit der kanonischen Zustandssumme
7 = Zgi e Be (11.31)
i=1

ist nach Aquivalenzumformung von (11.30)

Bu ﬁ —

et = 7 = e . (11.32)

Wie man an (11.32) erkennt, folgt v aus der Erhaltung bzw. der Konstanz der Gesamt-

Teilchenzahl N des Systems. Die kanonische Zustandssumme ist die Summe der mit

den zugehorigen Boltzmann-Faktoren e P gewichteten Anzahlen ¢g; von Quantenzu-

stinden der Energieniveaus® des N-Teilchensystems im thermodynamischen Gleich-
gewicht.

Sie ist also nicht die Summe ), g; aller Quantenzustinde und auch nicht die Summe

M aller zugdnglichen Mikrozustinde des N -Teilchensystems im thermodynamischen
Gleichgewicht.

Ni<€i7 ﬁ) g; - 6_’8 (ei—p) - Gi 6_5 (gi—p)

= P(E)) (11.33)

N T Ze(B
gm0
i=1
mit der Normierung
Zgi e Blei—n)
=1 =1 (11.34)

Z
ist folglich die Wahrscheinlichkeit dafiir, Teilchen des N-Teilchensystems mit der Ener-
gie ¢; anzutreffen.

In der ,diskreten Betrachtungsweise” ist der Entartungsgrad g; die Gasamtzahl der
Quantenzustidnde im zugehorigen Energieniveau ¢;. Wenn aber die Energieniveaus

3Die g; sind die Entartungsgrade der Energieniveaus ;. Anders gesagt, g¢; ist die Anzahl der
voneinander unabhéngigen Eigenfunktionen (Quantenzustinde) zum Energieeigenwert ;. Je nach
Teilchenart konnen diese Quantenzustinde von ,beliebig® vielen Teilchen (Gasmolekiile, Bosonen)
oder nur von hochstens einem Teilchen (Fermion) besetzt werden.
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sehr dicht beieinander liegen, was in der Realitdt meistens der Fall ist, kann man zur
Jkontinuierlichen Betrachtungsweise” {ibergehen. Mit der Analogie

gi +— dn=g(e)-de (11.35)
zwischen der diskreten und der kontinuierlichen Betrachtungsweise erhalten wir dann
die (Quanten-) Zustandsdichte

9(e) = = (11.36)

also die Anderung der Anzahl der Quantenzustinde pro Energiesinderung. Der Voll-
stdndigkeit halber sei hier noch die Analogie zwischen den Besetzungszahlen der Ener-
gieniveaus in diskreter Betrachtungsweise und der Besetzungsdichte N(e) in kontinu-
ierlicher Betrachtungsweise aufgefiihrt:

dN(e)

N; <— dN = N(e)-de = Besetzungsdichte N(¢) = 3
£

(11.37)

11.2 Fermi-Dirac-Verteilung

(vgl. http://www.ep5.ruhr-uni-bochum.de/ag/physik4 /VL03.pdf)

Die Fermi-Dirac-Verteilung bezieht sich auf Fermionen, also auf nicht unterscheid-
bare Teilchen mit halbzahligem Spin, fiir die das Pauli-Prinzip gilt. Das Pauli-Prinzip
besagt, dass jeder Quantenzustand nur von hochstens einem Teilchen besetzt werden
kann. Jeder der g; Quantenzustinde! des Energieniveaus &; kann folglich entweder
unbesetzt oder von einem Fermion besetzt sein.

Die Anzahl M; von Realisierungsméglichkeiten fiir das Energieniveau &; mit seiner
Teilchenzahl N; ergibt sich unter diesen Voraussetzungen wie folgt:
Weil die g; Quantenzustiande des Niveaus ¢; entweder einfach besetzt oder unbesetzt
sind, teilen sie sich auf in /V; besetzte und g; — N; unbesetzte Quantenzustinde. Jetzt
teilen wir die V; Teilchen nacheinander auf die g; Quantenzustande auf. Dabei ergeben
sich fiir das erste Teilchen g; Moglichkeiten, fiir das zweite Teilchen g; — 1 Moglichkei-
ten und schlieklich fiir das N;-te Teilchen g; — N; +1 Moglichkeiten. Kombinieren bzw.
multiplizieren wir jetzt die Anzahl dieser Aufteilungsmoglichkeiten fiir die /V; Teilchen
miteinander, so erhalten wir die Anzahl der Realisierungsmdoglichkeiten, die NV; Teil-
chen auf die g; Quantenzustédnde aufzuteilen, wobei die Teilchen aber unterscheidbar
sind:
o (gi— 1) (gi—2) - - .(g._N.Jrl):g—i!

slo = U)o A

Weil aber jede Anordnung aus N; nicht unterscheidbaren Teilchen N;! Anordnungen
(Aufteilungsmoglichkeiten) im Fall ihrer Unterscheidbarkeit ergibt, miissen wir (11.38)
durch N;! teilen, um die Anzahl M; der Realisierungsmoglichkeiten fiir die Aufteilung
der N; nicht unterscheidbaren Teilchen auf die g; Quantenzustéinde zu erhalten:

(11.38)

M, (11.39)

4Wir erinnern uns: Die Quantenzustinde entsprechen voneinander unabhéngigen Eigenfunktionen
bzw. Losungen der Schrédinger-Gleichung zu einem bestimmten Energieeigenwert ;. Diese vonein-
ander unabhéngigen Quantenzustdnde miissen sich deshalb in mindestens einer Quantenzahl unter-
scheiden.
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Dieses Ergebnis entspricht der Kombination ohne Wiederholung in Kapitel 9 mit den
folgenden Analogien

N — g,
Ny «— N;
2 Kammern <— besetzt und unbesetzt ,
Nicht-Berticksichtigung der Reihenfolge <— Nicht-Unterscheidbarkeit ,
Cyt «— CNi=M;.

Die betrachtete Verteilung (N7, No, N3, ..., N;, ..., N,,) hat damit das statistische
Gewicht

m m

W (N;) = IIM - 11 T (gg;’!_ o (11.40)

Das Gewicht W (N;) ist gleich der Anzahl der Mikrozusténde, die dem Fermionensys-
tem bei einer bestimmten Verteilung zugénglich sind.

Das weitere Vorgehen zur Ermittlung der Fermi-Dirac-Verteilung mit der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren ist analog zum Vorgehen im Abschnitt 11.1 und soll
deshalb hier nur skizziert werden:

an:Z [lngi! —InN;! —1In(g; — N)!| , (11.41)
i=1
Stirling’sche Naherung Inx! =2 -lnx — x
W ~3" [lngi! ~N;-In N, — (gi — N) In(gi — Ni) + gi] | (11.42)
i=1
O(ln W i — Ni o
(aI}vi )<y~ N - N = Tt (11.43)
O(lnW
(;—Ni)—&—ﬁei—o & (11.44)
i— Ni i — N .
In g ) =a+ P = g N e 7 (1145)
_ 9i _ gi
T eatBei 1] eBlei—m) 41 ’ (11.46)
i R n; . (11.47)
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11.3 Bose-Einstein-Verteilung

(vgl. http://www.ep5.ruhr-uni-bochum.de/ag/physik4 /VL03.pdf)

Die Bose-Einstein-Verteilung bezieht sich auf Bosonen, also auf nicht unterscheid-
bare Teilchen mit ganzzahligem Spin. Die Besetzungszahl der Quantenzusténde in
einem Bosonensystemen ist, wenn {iberhaupt, nur durch die Gesamtteilchenzahl des
Systems beschrankt.

Die Anzahl M; von Realisierungsméglichkeiten fiir das Energieniveau &; mit seiner
Teilchenzahl N; ergibt sich unter diesen Voraussetzungen wie folgt:
Wenn die N Teilchen des Systems nicht unterscheidbar sind, gibt es nur eine Moglich-
keit fiir die Entnahme der N; Teilchen. Da die Quantenzustinde mit beliebig vielen,
d.h. in diesem Fall mit bis zu N; Bosonen besetzt werden kénnen, teilen wir die /N;
Teilchen zunéchst willkiirlich auf die g; Quantenzustinde des Energieniveaus ¢; auf:

(OXOXOX NOX NOXOXN NOX } NOLCLCXON O (11.48)

In diesem Beispiel ist N; = 12 und g; = 7, wobei die Teilchen durch O und die sieben
Quantenzusténde (,Zellen“) durch die g; — 1 = 6 Trennstriche symbolisiert werden.
Ein Quantenzustand ist unbesetzt!

Um alle moéglichen Anordnungen der N; Teilchen auf die g; Quantenzustéinden zu
erhalten, permutieren wir alle Teilchen und Trennstriche, also alle N; + g; — 1 Objek-
te, und erhalten zundchst (N; + ¢g; — 1)! Anordnungen unter Beriicksichtigung ihrer
Reihenfolge.> Weil aber sowohl die Teilchen als auch die Trennstriche nicht unter-
scheidbar sind, darf ihre Reihenfolge in den Anordnungen keine Rolle spielen. Wir
teilen deshalb (N; + g; — 1)! durch N;! und (g; —1)! und erhalten so die Anzahl M; der
Realisierungsmoglichkeiten fiir die Aufteilung der V; nicht unterscheidbaren Teilchen
auf die g; Quantenzustande:

M; = = 11.49

) =R 0

Die betrachtete Verteilung (N7, Na, N3, ..., N;, ..., N,,) hat damit das statistische
Gewicht

W (N;) = M; = -_ 11.50

v =11 = 1o = (11.50)

Das Gewicht W (N;) ist gleich der Anzahl der Mikrozusténde, die dem Bosonensystem
bei einer bestimmten Verteilung zugénglich sind.

Das weitere Vorgehen zur Ermittlung der Bose-Einstein-Verteilung mit der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren ist wieder analog zum Vorgehen im Abschnitt 11.1 und

5Mit etwas Miihe kann man sich diese Vorgehensweise durch die Permutation von zwei Teilchen und
zwei Trennstrichen, also durch die Permutation von vier Objekten, veranschaulichen. Die Anzahl von
zwei Trennstrichen entspricht g; = 3 Quantenzusténden.
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wird deshalb hier nur skizziert:

InW :i [ln(Ni +g;,— 1) —=InN;! —In(g; — 1)!] ,
i=1

Stirling’sche Naherung Inx! =z -Inx — x :

W~ Y [(Ni+ g = DN, + g = 1) — g, + 1
1=1

O(In W N, +g¢g —1
(5}\@ ) =In(N; +¢g;— 1) — In N; :ln—i_Ti
und wegen N; + g; > 1
=1 =0.
oN, N,
O(Iln W
(anTi)—Ck—ﬁgiIO <~
Ni+ g Ni+ g .
In ]\jf:g =a+fe = ]:[;9 = gthei
- gi . gi
Ni o 604""551' —1 o @6(51'—!0 —1 ’
N; 1

9

(11.51)

(11.52)

(11.53)

(11.54)

(11.55)

(11.56)

(11.57)

(11.58)
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12 Mikrokanonische Ensembles

12.1 Mikrokanonische Zustandssumme des idealen Gases

Allgemein ist die mikrokanonische Zustandssumme

2E,V,N)=> 1, (12.1)

wobei fiir jeden zugénglichen Mikrozustand r eine 1 steht, weil alle Mikrozustdnde
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auftreten, also das gleiche Gewicht haben.

Gesucht wird jetzt die Anzahl der zugénglichen Mikrozusténde r fiir ein abgeschlos-
senes System aus N freien Teilchen der Masse m im Volumen V und bei der Tem-
peratur T wie z. B. bei einem idealen Gas oder bei einem realen Gas kleiner Dichte
und hoher Temperatur. Weil das System abgeschlossen ist, hat jeder Mikrozustand
dieselbe innere Energie bzw. (Gesamt)energie E,. = E = const. Daraus folgt fiir den
Gesamtimpuls p,,q, des Systems

2
E=lme o =V2mE. (12.2)
2m
Die N Teilchen des Systems bilden zu jedem Zeitpunkt einen bestimmten Verteilungs-
Zustand, den man durch einen Punkt bzw. Ortsvektor 7 im 6/N-dimensionalen Pha-
senraum beschreiben kann:

=

(1) = (w2(t), wa(0), - 2w (), pa(0), o(0), - P (D) (12.3)

Wie man sieht, setzt sich der Phasenraum zusammen aus einem Ortsraum und ei-
nem Impulsraum. Wenn man unendlich lange beobachtet, hat das System alle Vertei-
lungsmoglichkeiten bzw. ihm zugénglichen Mikrozustinde durchlaufen. Gemaéafs dem
grundlegenden Postulat hat jeder Phasenraumpunkt 7 die gleiche Wahrscheinlichkeit.

Angenommen, jedes der N Teilchen kann kontinuierliche Impulswerte p; annehmen,
wobei immer Zf’ivl p?/2m = E,. gilt, dann liegt die Spitze des Impulsraumvektors
P = (p1, pa2, ... p3n) stets auf der Oberflache einer 3N-dimensionalen Impulsraumkugel
(bzw. Impulshyperraumkugel) und es gibt unendlich viele Verteilungsmoglichkeiten.
Weil die Annahme einer kontinuierlichen Verteilung der p; wegen der unendlich vielen
Verteilungsmoglichkeiten keine praktikablen Ergebnisse liefert, betrachten wir jetzt
die N freien Teilchen und ihre Impulsverteilung quantenmechanisch im kubischen
Raumvolumen V = L3 mit der Randbedingung fiir das Potential

U:{O , O<ao< L, (12.4)

oo sonst .

Es handelt sich also um N freie Teilchen im Wiirfelpotenzialkasten mit dem Volumen
L3, das jedem Teilchen frei zuginglich ist. Das 3/N-dimensionale Ortsraumvolumen
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aller N Teilchen ist damit

L L
(L3 /dﬂl’l /d.TQ /dLCgN (125)
0 0

Der Beweis, dass die Form des Ortsraums mit dem Volumen V' in diesem Zusammen-

hang nicht relevant ist, soll hier nicht erbracht werden. Das , Kastenwandpotential®

bedingt die Quantisierung der Teilchenimpulse bzw. Teilchenenergien.
Quantenmechanisch betrachtet sind jetzt in Abhangigkeit von

(12.6)

es —
g 2m

nur endlich viele Impulsraumvektoren p'= hk moglich, deren Spitze aber stets auf der
3N-dimensionalen Impulsraumkugeloberfléche liegt.

P

’
|

/
/

/

lpl:(p]2+pk2)1/2:(2mE)1/2

e o 0 0 0 0 0 0 0
e o 0 0 0 o o
® 0o 0 0 0 ¢

.

e o
e o 0 o

o o o o 0 o

e o 0 0 0 0 0

® © O o & o o o o
e 060 060 0000 0 0
e e 0 00 00 0 0 0 0
e 0 0 0 0 00 0 0 o
® 0 © © 0 0 0 0 o
e e 0 0 0 0 0 o

® O o ¢ o o o

®© o 0 0 o

|
P

Abb. 12.1 Zur quantisierten 3N-dimensionalen Impulsraumkugel. Vereinfachend ist nur der
von zwei Impulskomponenten gebildetete erste Quadrant der Impulsraumkugel herausgegriffen
worden. Jeder Punkt steht fiir eine Kombinationsmdglichkeit bzw. fiir einen Mikrozustand, gebil-
det aus den zuganglichen Impulsen (Energieniveaus) der Komponenten p; und pj. Man beachte,
dass die Impulskomponenten wegen der Heisenberg'schen Unschirferelation nicht verschwinden
bzw. null werden kdnnen (vgl. G. Lindstrom, R. Langkau, W. Scobel, Springer-Lehrbuch Physik
kompakt 3, 2. Aufl., Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2002, Seite 270).

Der Radius dieser Impulshyperraumkugel betragt somit

3N 3N
1= | D pF =Dk =+V2mE. (12.7)
=1 i=1

Betrachten wir jetzt die Teilchen als Materiewellen im Wiirfelpotenzialkasten der Kan-
tenldnge L, dann entsprechen die diskreten Impulse p; bestimmten diskreten Wellen-
langen \; gemaf

Ai 2L
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n;=1,2,3, ..., N € N sind die zuginglichen Quantenzahlen. Mit der Wellenzahl
k =21/ < X\ =2r/k erhalten wir daraus

s
und mit k; = p;/h schliefslich
L h

Diese zugénglichen Quantenzahlen n; sind positiv und demzufolge auch die zuge-
horigen diskreten Impulskomponenten p;.! Zur Ermittlung der Anzahl der zuging-
lichen Mikrozustiande bzw. Verteilungsmoglichkeiten des Systems werden jetzt alle
Quantenzahlen n; (von n; = 1 bis n; = ny,) aller 3N Impulskomponeneten mitein-
ander kombiniert. Dabei werden alle Kombinationen mit einer groferen Energie als
FEges unterdriickt, denn sie beschreiben Zusténde, die aufierhalb der 3/N-dimensionalen
Impulsraumkugel liegen. Gleichzeitig werden aber alle Kombinationen mit kleineren
Energien als ., also von Gesamtimpulsvektoren p, deren Spitze im Innern der Im-
pulsraumkugel und nicht auf ihrer Oberflache liegt, mit erfasst, was aber kein Problem
darstellt, wie wir gleich sehen werden.

Weil wir nur positive p; bzw. n;, d.h. nur die positiven p;- bzw. n;-Halbachsen
verwenden, ist die Anzahl der resultierenden Kombinationen gleich dem Volumen nur
des rein positiven Sektors der 3N-dimensionalen Quantenzahlenraumkugel mit den
Achsen n; und dem Radius 7,,4,.2 Im Abschnitt 12.2 wird erldutert, warum hier
nur der rein positive Sektor der Impulsraumkugel zu beriicksichtigen ist. Fiir ein
Einteilchensystem mit den Impulskomponenten pi, ps, p3 bzw. den Quantenzahlen
ni, No, n3 ware das der positive bzw. erste Oktant mit dem Volumen

1 4r 4 (1 NP /1) 4x
.2 =" (Z2.R) =(2) - Z=. R = 12.11
8 3 3 (2 ) (2) 3 ( )
1 1\* 1\* 4r
ZVa=(Z) o Va=(Z]) - =. ) 12.12
s = (3) v (3) Tt (12.12)
Das Volumen einer 3N-dimensionalen Kugel ist aber
orme\ 2
e 3N
~ . 12.1
Van(R) (3N) R (12.13)

und geht fiir N — oo gegen ihre Oberfliche. Das bedeutet, dass fiir N — oo alle
Volumeneinheiten der Hyperkugel an ihrer Oberflichen liegen. Weil aber N in den
von uns betrachteten Systemen sehr grof sein soll, z. B. N ~ 10?3 > 1, kénnen wir
davon ausgehen, dass fast alle Kombinationen in guter Nédherung auf der Oberfla-
che der 3N-dimensionalen Quantenzahlenraumkugel liegen und somit die Bedingung

!Nur positive p; zu nehmen bedeutet, das wir die Energiezustiinde bzw. Energieniveaus der 3N Kom-
ponenten miteinander kombinieren, denn die Impulskomponenten gehen geméifs E = Zf’ivl p3/2m
quadratisch in die Gesamtenergie ein.

2Konstruieren wir ein 3/N-dimensionales Raumgitter mit allen n;, dann entspricht jeder Schnitt-
bzw. Knotenpunkt einer Volumeneinheit und einer Kombinationsmoglichkeit.
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E,s = E = const (anstatt E,., schreiben wir im Folgenden nur noch E) fiir das
abgeschlossene System erfiillen. Durch diese Argumentation konnen wir den Ener-
gieschalentrick® von Boltzmann umgehen. Wenn néimlich alle Volumeneinheiten (ent-
sprechend den Kombinationen oder Phasenraumzellen) der 3/N-dimensionalen Qua-
natenzahlenraumkugel an deren Oberflidche liegen, dann trifft dies erst recht fiir jene
Zellen zu, welche sich in der Kugelschale befinden, die dem Energiebereich zwischen
E — 0F und E entsprechen. Mit dem Radius n,,,. € N erhalten wir dann aus der
Gleichung (12.13)

3N

2me\ 2

V})N(nm(liﬂ) = <3_N> : (nma:v)gN 5 (1214)
wobei wir wegen der guten Nédherung das Gleichheitszeichen verwendet haben. Die
Anzahl der Kombinationsmoglichkeiten allein im rein positiven Sektor der Quanten-

zahlenraumkugel bezeichnen wir mit (2. Sie ist

B 010e) = (;)N (5%) ™ (12.15)

Bei der Kombination der Quantenzahlen n; sind wir stillschweigend davon ausgegan-
gen, dass die NV Teilchen im System unterscheidbar sind wie z. B. in einem Festkorper.
Dies ist aber nicht gerechtfertigt, weil in einem Gas aus quantenmechanischer Sicht
strukturlose Teilchen gleicher Energie nicht unterscheidbar sind (s. Abschn. 12.3).
Deshalb erhalten wir mit Gleichung (12.15) um den Faktor N! zu viele Kombinati-
onsmoglichkeiten. Um die tatséchliche Anzahl (2 der Kombinationsméglichkeiten fiir
das ideale Gas zu berechnen, miissen wir also die Gleichung (12.15) noch mit der
korrekten Boltzmann-Abzéhlung 1/N! multiplizieren:

Qi) = — - 1\ (2me T ()™ (12.16)
max N! 2 3N max

Jetzt driicken wir ng,,, durch E aus, denn mit p; = whn;/L gilt in einem abgeschlos-
senen Systems fiir alle Mikrozusténde

3N o 3N 232 232
D; wh 9 mh 9
E = — — = ———  (Nypas 12.17
; 2m ; L?.-2m i L?2.2m (Mmaz) < ( )
L
maz = —V2mE . 12.18
n —Vam ( )

Weiterhin gilt fiir groke N die Niherung?

Nl ~ (5>N . (12.19)

e

3N#heres zum Zellentrick und zum Energieschalentrick von Boltzmann findet man z. B. im Springer-
Lehrbuch von Klaus Stierstadt, Thermodynamik — Von der Mikrophysik zur Makrophysik, Springer,
Heidelberg, 2010, Abschn. 2.3 Die Energiezustédnde eines klassischen Teilchens — Seite 60 bis Seite 67,
Abschn. 2.4 Die Zustandszahl fiir ein ideales Gas — Seite 68 bis Seite 73, Anhang Quantenmechanische
Herleitung der Zustandsfunktion 2(U) eines idealen Gases — Seite 82 bis Seite 92.

4Diese Niherung ist eine weitere Niherung der Stirlingschen Formel N! = fooo dezNe ™ =~

(N/e)N+/2n N (Schwabl, Statistische Mechanik, 3. Aufl., Springer, Seite 21 und Seite 31).
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Wir setzen (12.18) und (12.19) in die Gleichung (12.16) ein und erhalten schliefilich
die Anzahl aller Kombinationsméglichkeiten bzw. zugénglichen Mikrozusténde fiir das
ideale Gas als abgeschlossenes System, also die mikrokanonische Zustandssumme fiir
das ideale Gas:

Q(E,V,N) = (%)N-(%)BN-(%)%N-[%(mﬁ;ﬁ]w (12.20)
- A
_ (%)N(%)w (632%71?)2 (12.22)

2E,V,N) = (%)N(£>3 .o (12.23)

w
N

Kurzherleitung der mikrokanonischen Zustandssumme des idealen Gases:

1 Phasenraumvolumen
0 = —. 12.24
N! Volumen einer Phasenraumzelle ( )

1 1
= W‘W‘/dxl'”/d$3N'/dpl"'/dpSN (12.25)

L3N=VN Impulsraumkugelvolumen
1 vy .
= N @epyy ) e [ dpey fiir Prae = V2mE (12.26)
V3N(‘I:maz)
1 1 1 X L
1 |7 ome ? 3N
= N G (3N) -(V2mE)" = wie oben, (12.28)
: m

12.2 Herleitung des Volumens einer Phasenraumzelle

(T. Fliekbach, Quantenmechanik, 4. Aufl., Spektrum, Seite 74 bis Seite 79 und G.
Lindstrom, R. Langkau, W. Scobel, Physik kompakt 3, Quantenphysik und Statis-
tische Physik, 2. Aufl., Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2002, Abschnitt 5.4
Quantenzustédnde im Impulsraum, Seite 263 bis Seite 273.)

Der Begriff , Phasenraumzelle” geht zuriick auf den ,Zellentrick*® von Ludwig Boltz-
mann (1844 — 1906). Fiir die klassische Thermodynamik bedeutete Boltzmanns Zel-
lentrick eine zeitlich vorgezogene Anleihe aus der Quantenmechanik, denn seinerzeit

5Giehe Springer-Lehrbuch von Klaus Stierstadt, Thermodynamik — Von der Mikrophysik zur Ma-
krophysik, Springer, Berlin, Heidelberg, 2010, Seite 62.
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existierte die Quantenmechanik noch nicht und quantenmechanische Ideen waren all-
gemein verpont.

Der Phasenraum wird aufgespannt von allen Ortsraum- und Impulsraumkompo-
nenten der Teilchen eines Systems. Betrachten wir z.B. ein Modell, bei dem sich
7 strukturlose Teilchen im 2-dimensionalen Ortsraum bewegen. Dann bildet dieses
Modell einen 28-dimensionalen bzw. 4 N-dimensionalen Phasenraum, bestehend aus
den 2 -7 = 2N Ortsraumkomponenten und den 2 - 7 = 2N Impulsraumkomponenten
der N = 7 Teilchen. Das Phasenraumvolumen eines N-Teilchensystems wird durch

VPhRZ/dﬂcl---/d$3N-/dp1--~/dp3N (12.29)

beschrieben, ist also das Produkt aus den Produkten von Orts- und Impulsraum aller
N Teilchen.

Klassisch entspricht ein Mikrozustand einem Punkt 7 im Phasenraum. Quantenme-
chanisch erstreckt sich ein Zustand wegen der Unschérferelation Ax - Ap > h/2 tiber
ein endliches Volumen im Phasenraum, also iiber das Volumen einer Phasenraumzel-
le. Auch kénnen Teilchen, die sich in einem begrenzten Raum befinden, wegen der
Unschérferelation niemals einen Impuls mit Komponenten p; = 0 besitzen.

12.2.1 Hamilton-Operator — Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf
Eindimensionaler Potentialtopf

Betrachten wie die eindimensionale Bewegung eines Teilchen mit der Masse m und
der Energie E = p?/2m entsprechend p = £v/2mFE in einem unendlich hohen eindi-
mensionalen Potentialtopf der Léange L. Das Teilchen bewegt sich folglich im zweidi-
mensionalen Phasenraum mit dem Phasenraumvolumen

L V2mE
0 —V2mE

und wird an den ,Wéanden“ des Potentialtopfs reflektiert. Es soll keine potentielle
sondern nur kinetischen Energie besitzen, die durch die stationére (zeitunabhéngige)
Schrédinger-Gleichung bzw. Eigenwertgleichung, also durch den Hamilton-Operator
H in Ortsdarstellung wie folgt beschrieben wird:

HW(z) = EW(z) bzw. HW,(z)=E,¥,(z), (12.31)
—%dd—;W(x) = EU(z) . (12.32)

Setzen wir fiir E = 52/(2m) = h2k2/(2m) = h2k?/(2m), so erhalten wir aus (12.32)
die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

V'(x)+ kW (z) =0. (12.33)
Die zwei linear unabhéngigen Basislosungen

Ty (x) =™ | Wy(x) =TT k>0 (12.34)
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bilden gemeinsam die Fundamentalbasis dieser Differentialgleichung.® Fiir k < 0 wiir-
den wir die Fundamentalbasis ¥, (z) = ¢ (=" W, (2) = ¢'** erhalten. Wie wir sehen,
ergeben sich fiir negative k keine neuen Basislosungen, sodass wir uns allein auf die
Losungen fiir £ > 0 beschrénken diirfen.

Die Fundamentalbasis liefert schliefslich die allgemeine Losung

¥(z) =Cre* + Crel™Me k>0 (12.35)
bzw. im Reellen
U(x) = Asin(kx) + B cos(kx), A, BeR, k>0. (12.36)

Die Konstanten A und B werden aus den Randbedingungen

v(0)=0, W¥(L)=0 (12.37)
bestimmt:
w(0) = A-0+B-1=0 = B=0, (12.38)
= V(L) = A-sin(kL)+0-cos(kL)=0 = (12.39)
sin(kL) = 0=sin(n-7), k>0 =>neN, n>0, (12.40)
EL=n-1 <& (12.41)
k:kn:%n, n=1,2 34, ... | (12.42)

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen haben wir somit ein Spektrum von

Losungen
nm

W(x):A-sin<fx> L on=1,23... (12.43)

fiir die Differentialgleichung (12.32) erhalten. Aus der Normierung

/ | (a) | de =1 (12.44)

ergibt sich schlieflich fiir A mit [ sin® ax dz = x/2 — sin(2ax)/(4a) :

A= \/% . (12.46)

6Siehe Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, 10. Aufl.,
Vieweg, Braunschweig, Wiesbaden, 2001, Abschn. 3.3, Seite 487.
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Die Losungen (Eigenfunktionen)” ¥, (x) der Eigenwertgleichung (12.31) fiir ein Teil-
chen im unendlich hohen eindimensionalen Potentialtopf der Breite L sind folglich

U, (x) = \/% sin (nL_W a:) (12.47)

und die Eigenwertgleichung erhéilt damit die Form

~ ~ 2 h2 2,,2
HY,(zr)=H Zsin <n%x> :Ean(:zc):#;2 W), n=1,23
(12.48)
Das Teilchen kann also die Energieeigenwerte
*rn?  R? ™
=—=— i = — =1,23, ... 12.4
=Ty = o kr mit k, 7on=12 3, (12.49)

besitzen. In der klassischen Betrachtungsweise konnen wir dem Teilchen im Poten-
tialtopf eine bestimmte kinetische Energie £ = const zuordnen. Die dann maximal
mogliche Quantenzahl n,,,, ergibt sich aus (12.30) und aus der Gleichung (12.49):

h2m2n? V2mE 2. IL\2mE V,
2mL2 mh 2.1h 27h

Im eindimensionalen Fall ist n,,., aber gerade die Anzahl der dem System unter
der Bedingung 0 < F, < E zuginglichen Energiequantenzustdnde. Das wiederum
bedeutet, dass 2mh das Volumen einer zweidimensionalen Phasenraumzelle ist, also das
Phasenraumvolumen, welches von einem Zustand im zweidimensionalen Phasenraum
eingenommen wird.

Dreidimensionaler Potentialtopf

Jetzt erweitern wir unser Potentialtopfmodell auf die Bewegung eines Teilchens in ei-
nem unendlich hohen dreidimensionalen, quaderférmigen Potentialtopf mit den Kan-
tenldgen X | Y und 7, also auf die Bewegung des Teilchens im 6-dimensionalen Pha-
senraum. Der Quader soll im rein positiven Oktanten des Ortsraums liegen und eine
Ecke des Quaders soll mit dem Koordinatenursprung zusammenfallen. Die potentiel-
le Energie U des Teilchens soll wieder innerhalb des Topfs verschwinden und an der
Wand sowie aufserhalb gegen unendlich gehen geméf

U,=0 fiir 0<zx< X und U, — oo sonst,
U,=0 fir 0<y<Y und U, — oo sonst,
U,=0 fir 0<z<Z und U, — oo sonst.

Die stationdre Schrodinger-Gleichung bzw. die Eigenwertgleichung des Hamilton-
Operators besitzt dann die Form

HU(7) = EW(F) baw. HW,(7) = E,¥,(F) , (12.51)
R, R (W W QMW B

"Losungen der Differentialgleichung (12.31) bzw. dieses Eigenwertproblems sind aber auch alle
moglichen Linearkombinationen der Eigenfunktionen ¥, ().
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Analog zum eindimensionalen Fall® und mit k7= kyx + kyy + k.2 erhalten wir dafiir
die allgemeine Losung

-

U(F) = Cr e 4 Coe ™ k€ {ky, Ky, i} >0 (12.53)
bzw. im Reellen
w(7) = Asin(k-7) + Bcos(k-7), ABER,k>0. (12.54)

Im Abschnitt (A.4) wird erldutert, wie man in diesem speziellen dreidimensionalen Fall
zur allgemeinen Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung gelangt. Auferdem
demonstrieren wir dort das Losungsverfahren fiir die stationdre Schrédinger-Gleichung
in drei Dimensionen mithilfe des Produkt- bzw. Separationsansatzes.

Die Losungen miissen auf den Quaderflachen, also auch am Ort (x, y, z) = (0, 0, 0)
verschwinden. Aus der Randbedingung ¥ (0, 0, 0) = 0 folgt

w(0,0,00=A-0+B-1=0 = B=0, (12.55)

sodass von (12.54)
W(F) = Asin(k-7) = (12.56)
U(x,y, z) = Asin(k,x + kyy + k.2) (12.57)

verbleibt. Mit dem Additionstheorem fiir Sinusfunktionen koénnen wir dafiir auch
schreiben:

U(x,y, z)
A

Wegen der Randbedingung ¥ (0, y, z) = 0 muss darin fiir den rechten Summanden
cos(kyx) - sin(k,y + k.z) =0 = sin(k,y + k,2) =0 gelten, sodass von (12.58)

= sin(k,x) - cos(kyy + k,2) + cos(k,x) - sin(kyy + k,2) . (12.58)

v
w = sin(k,x) - cos(kyy + k.2) (12.59)
verbleibt. Mit dem Additionstheorem fiir Kosinusfunktionen schreiben wir dafiir
v
w = sin(kyz) - cos(kyy) - cos(ksz) — sin(kyz) - sin(k,y) - sin(k,2) . (12.60)

Wegen der Randbedingung ¥(z, 0, z) = 0 muss darin fiir den linken Summanden
sin(k,x) - cos(kyy) - cos(k,z) =0 = sin(k,x) - cos(k.z) = 0 gelten, sodass schlieklich
nur

U(z,y, z) = — A sin(k,x) - sin(kyy) - sin(k,2) (12.61)
tibrig bleibt. Die restlichen drei Randbedingungen ¥ (X, y, z) = 0, ¥(z,Y, 2) =0
und ¥ (z, y, Z) = 0 werden berticksichtigt, indem wir analog zu (12.40) die Wellen-
zahlen k; festlegen:

sin(k, X)=0=sin(n-7) = kuy =n, ;T—( , ny, e N>0 (12.62)
sin(k,Y)=0=sin(n-7m) = ky, = ny% , ny € N>0 (12.63)
sin(k,Z) =0=sin(n-m) = k., =mn, % , ny€N>0. (12.64)

8Die Rechengang wurde entnommen aus G. Lindstrém, R. Langkau, W. Scobel, Physik kompakt
3, Quantenphysik und Statistische Physik, 2. Aufl., Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2002,
Abschnitt 5.3 Energieniveaus in einem dreidimensionalen Potentialtopf, Seite 266 bis Seite 269.
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Wir erhalten also fiir die Losung zunéchst

U, (x,y, z) = — Asin (nz ;T—( x) - sin (ny % y) - sin (ny % z> . (12.65)

Die sich aus der Normierung der Wellenfunktion ¥ ergebende Konstante A ist analog
zum eindimensionalen Fall und mit dem Quadervolumen X -Y - Z =V

Z Y X
2 ! , X Y Z %
///|Wm y, 2)| da:dydz:le-E-E-EzAﬁ = (12.66)
2=0y=0 =0
A 2
=1\/=. 12.67
V (1267)

Damit haben wir die spezielle Losung bzw. die Eigenfunktionen

93
V(7)) =¥ (x, y, 2) = — 4/ v sin (nz % :z:> - sin (ny $y> - sin (ny ; z) , (12.68)
n; € {ng, ny,n}, n;=1,23..., (12.69)

der Eigenwertgleichung (12.51) fiir ein Teilchen im unendlich hohen, quaderférmigen
Potentialtopf bzw. Potentialkasten gefunden. Dabei bedeutet die Indizierung von ¥
mit n, dass ¥,(z, y, z) nicht nur von den Ortskoordinaten, sondern auch von den
Quantenzahlen n, , n, und n, abhéngt. Wir setzen die Eigenfunktionen in die Eigen-
wertgleichung ein und erhalten mit

82 2

@ !pn(xa Y, z ) _n:c ﬁ 7, (l’, Y, Z) (1270)

und den entsprechenden Ableitungen 9%, /0y* und 0°¥,, /022

h? 2 2 2
2m ( Nz ey ﬁ) Uo(@, y, 2) = EnWa(, y, 2) (12.71)

mit den Energieeigenwerten

2h2 2 n2 2
B, =" (ﬁ ST "—) (12.72)

und den zugehorigen Quadraten der Impulskomponenten

7h 7h 7h

Pan =
Wir stellen fest, dass im mehrdimensionalen Fall auch Energieeigenwerte bzw. Ener-
gieniveaus vorkommen, die von verschiedenen Quantenzahlenkombinationen (verschie-
denen Eigenfunktionen bzw. Quantenzustédnden) gebildet werden und somit entartet
sind. Jedem Energieeigenwert F,, entsprechen also eine oder mehrere Kombinationen
der diskreten Impulskomponenten pg, , py», und p., . Der zugehorige dreidimensiona-
le Impulsraum wird namlich aufgespannt von den senkrecht aufeinander stehenden
Koordinatenachsen p, , p, und p, .
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Nehmen wir klassisch betrachtet an, der Potentialtopf sei ein abgeschlossenes Sys-
tem (ohne Energieaustausch mit der Umgebung) und das Teilchen habe die Energie
E'. Wegen dieser Beschrankung kann das Teilchen nur Energieeigenwerte 0 < E, < F
annehmen und alle Kombinationen der Impulskomponenten, die

P p? Ly 2 2
B = o = om = o ot P+ 9) (12:74)
mh? (n2  nl  n?

geniigen, liegen dann auf der Oberfliche des kugelférmigen Impulsraums mit dem Ra-
dius p = v2m£E . Auch Energiecigenwerten E, < E entsprechende, gleiche Impulsbe-
trage \/ﬁ = /P2, + D2, + P, = pn bilden Kugelfldchen innerhalb des Impulsraums.
In der graphischen Darstellung bilden die den Quantenzahlen n bzw. den Kombinatio-
nen aus den Quantenzahlen n, , n, und n, entsprechenden Impulse die Knotenpunkte
eines orthogonalen Impulsraumgitters. Die Anzahl dieser Knotenpunkte in der gesam-
ten Impulsraumkugel ist folglich gleich der Anzahl der Impulsquantenzustiande. Wenn
wir aber in Analogie zum eindimensionalen Fall nur die positiven Impulskomponenten
hk; = p; entsprechend positiven Quantenzahlen n; bzw. nur die positiven Halbach-
sen’ des Impulsraums beriicksichtigen, ist die resultierende Anzahl der Knotenpunkte
gleich der Anzahl der Energiequantenzustinde bzw. gleich der Anzahl der voneinander
unabhéangigen Eigenfunktionen zum entsprechenden Hamilton-Operator.

Berechnen wir also die Anzahl der Knotenpunkte im rein positiven Oktanten der Im-
pulsraumkugel mit dem Radius p = v2mFE . Dazu miissen wir zunéchst den Abstand
zwischen den Knoten in den drei Achsenrichtungen untersuchen. Auf der p,-Achse,
also fiir p, = p, = 0, gilt:

Th h mh
Analog betragt der Knotenabstand auf der p,-Achse 7h/Y und auf der p,-Achse 7h/Z .
Diese Knotenabsténde sind die Gitterkonstanten des orthogonalen Impulsraumgitters.
Vom eindimensionalen Fall ausgehend konnen wir uns iiberlegen, dass jeder Knoten-
punkt bzw. jeder Energiequantenzustand das quaderférmige Impulsraumvolumen

(12.76)

(12.77)

einnimmt. Wir erkennen an dieser Stelle, dass in das Volumen dieser Impulsraumzellen
am Ende nicht die Gestalt des Ortsraums in Form der Quaderkantenlangen X | Y und
Z eingeht, sondern allein das Ortsraumvolumen V' . Demzufolge hingt auch die Anzahl
der Quantenzustinde nicht von der Gestalt des Ortraums ab.

Das Volumen des rein positiven Oktanten der Impulsraumkugel mit dem Radius
p = V?2mkE ist in Kugelkoordinaten

1 s
. dmpPdp = o PP = — — (2mE): . (12.78)

1/V2mE 4 VPE 1 4n
p=0 237, 23

9Werden nur die positiven Halbachsen des Impulsraums beriicksichtigt, resultiert die Anzahl der

Knotenpunkte nur des rein positiven Oktanten gemafs (%)3 = % .
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Dividieren wir dieses Volumen der Achtel-Impulsraumkugel durch das Impulsraumvo-
lumen (12.77) des einzelnen Quantenzustands, so erhalten wir die Anzahl der Ener-
giequantenzustiande

Vv \% 47

(th)® — (2rh)® 3

1 4n
23 3

wle
W[w

w= (2mFE) (2mE)z2 . (12.79)

Das Volumen der 6-dimensionalen Phasenraumzelle fiir ein Teilchen im dreidimen-
sionalen unendlich hohen Potentialtopf ist schlieflich der Quotient aus dem Phasen-
raumvolumen und der Anzahl der Energiequantenzusténde

- _./ / / dxdydz-/ 47t p? dp (12.80)

w w Jo Jo Jo Jp=0 J

= Ortsrau;lrvolumen \% Impulsra:lrrnvolumen

2h)? 3 AT (2mE)?
_ (@rn)? Ly Am@mE): (12.81)
Vi 4r (2mE): 3
V)

PhE — (orh)? . (12.82)

W

Verallgemeinerung fiir N-Teilchen-Systeme

In Systemen mit einer Teilchenzahl N > 1 bezeichnen wir die Anzahl der Energie-
quantenzustinde mit 2. Wenn wir davon ausgehen, dass die Anzahl {2 der Zusténde
unabhéingig von der Gestalt des Ortsraums und auch unabhéngig vom Potential ist,
dann gilt in der Verallgemeinerung z. B. fiir einen 6 N-dimensionalen Phasenraum?’

~:fd$1"'fdl‘31v'fdp1"'fdp31v

(9 (rh) (12.83)
und damit fiir das Volumen einer 6 N-dimensionalen Phasenraumzelle
(2rh)*N = p*V (12.84)

Die 6 N-dimensionale Phasenraumzelle ist die (kleinste) Einheit im
6/N-dimensionalen Phasenraum. Die Dimension des Phasenraums bzw. der Phasen-
raumzelle ergibt sich auch aus der Dimension des Wirkungsquantums:

Wirkung = Energie - Zeit = Impuls - Wegléange.
Wie man sieht, ist das Wirkungsquantum h = 27h ,2-dimensional.

12.2.2 Impulsoperator und das Volumen der Phasenraumzelle

Ausgehend von der Festlegung (27h)3Y = k3N fiir das Volumen der Phasenraumzel-
le in einem 3-dimensionalen, mikrokanonischen N-Teilchensystem werden wir jetzt
auf anderem Wege zeigen, warum bei der Herleitung von (27h)*" nur die Impuls-
quantenzusténde des rein positiven Sektors der Impulsraumkugel zu beriicksichtigen

10Bei der Bestimmung der Anzahl 2 von Quantenzustinden in N- bzw. Mehrteilchensystemen wird
die Nichtunterscheidbarkeit der Teilchen durch die korrekte Boltzmann-Abzihlung 1/N! berticksich-

tigt. In 2 ist diese Korrektur nicht erfolgt.
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sind. Dabei stiitzen wir uns auch auf die Argumentation von Lindstréom, Langkau und
Scobel.

Wie im vorangegangenen Abschnitt beginnen wir wieder mit der quantenmecha-
nischen Betrachtung eines Teilchens der Masse m , das sich innerhalb des eindimen-
sionalen, unendlich hohen Potentialtopfs frei bewegt. Jetzt soll uns aber nicht seine
kinetische Energie sondern sein Impuls interessieren. Die entsprechende Eigenwert-
gleichung zum Impulsoperator p = —ihd/dz in Ortsdarstellung lautet

~ . d
p(p,z) = —ih = P(p, ) = pb(p, ) (12.85)
d P
= a@(p, x)—1i 7 D(p,x) =0. (12.86)

Mit dem Losungsansatz = A e** gehen wir in die Eigenwertgleichung und erhalten

AAeM—i%AeM:o & A:i% (12.87)

und damit die allgemeine Losung der Impuls-Eigenwertgleichung
B(p,x) = Ae'i®. (12.88)

Wenn das Teilchen an der ,Wand“ des Potentialtopfs reflektiert wird, kehrt sich seine
Impulsrichtung um, d. h. p wechselt das Vorzeichen. Deshalb teilen wir die allgemeine
Losung im Sinne einer Fallunterscheidung auf in einen Teil @ fiir die Teilchenbewegung
in die eine Richtung und in den dazu entgegengesetzt gerichteten Teil @ :
b =A- e, (12.89)
b =A- " =A. ", (12.90)

Die Randbedingungen fiir die Losung ergeben sich aus der Forderung nach der Ste-
tigkeit der Eigenfunktionen an den Topfwénden. Am Rand z = 0 gilt deshalb

B(p,0) = A-e'h® = A. e 50 = &(p,0), (12.91)

woraus

A=A (12.92)
folgt. Am Rand z = L gilt dann

B(p, L) = A-e'it = A. e 'hE = &(p, L) (12.93)
o ARl AR = 9 sin (% L) — 0 = 2i sin (n7) (12.94)
I
fir p, <0 & pn:n%, n=-1,-2 -3, ...,
= %L =nr = (12.95)

h
fir p, >0 & pn:n%, n=1,2,3,....
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Wir konnen jetzt p in (12.88) ersetzen und erhalten die spezielle Losung bzw. die
Eigenfunktionen

P,(x) = Ae™T®, n=41, 42, +3, +4, ... (12.96)

der Impuls-Eigenwertgleichung zum Impulsoperator fiir die Bewegung eines Teilchens
im eindimensionalen, unendlich hohen Potentialtopf. Die zugehorigen Impulseigenwer-
te sind

h
e % C onm=1, 42, +3, +4, ... . (12.97)

Der Abstand zwischen zwei benachbarten Impuls-Eigenwerten auf der p,-Achse be-
tragt

Apn:pn+1_pn:_(n+1)__n:_ (1298)

und ist gleich dem Abstand (12.76) zwischen in Achsenrichtung benachbarten Knoten-
punkten des Impulsraumgitters, welches wir im Zusammenhang mit der kinetischen
Teilchenenergie (dem Hamilton-Operator) entwickelt hatten.

Wenn wir dem Teilchen, wieder im klassischen Sinn,!!
Energie

eine bestimmte kinetische

E:ﬁziﬁh)?rﬁ

2m  2m L?
zuordnen, besitzen sein Impuls p,, und damit auch seine Impulsquantenzahl n in ne-
gativer Richtung der p,-Achse ein Minimum und in positiver Richtung ein Maximum:

(12.99)

h —V2mE
pnmin:_VQm = T m

T
h VZmE
Prmaz = +V2mE = %nmx S Tmes = +—;;L L>0. (12.101)
m

Die Anzahl der Impulsquantenszustiande bzw. der voneinander unabhéngigen Impuls-
eigenfunktionen, die das Teilchen bis zur Energie E besetzen kann, ist

L2mE

12.102
— ( )

|nn7,n| + Npaz = 2 Nypaz = 2 -
und damit doppelt so grof wie die Anzahl der Energie-Quantenzustéinde desselben
Teilchens unter denselben Bedingungen in Gleichung (12.50). Teilen wir jetzt das dem
Teilchen mit der Energie E entsprechende Phasenraumvolumen Vpyr = 2 - LvV2mE
durch die Anzahl der Impuls-Quantenzustéande, so resultiert ein Phasenraumvolumen,
das nur halb so grof ist wie das im Abschnitt (12.2.1) definierte Volumen der zweidi-
mensionalen Phasenraumzelle:

Vth o 2 L\/ 2mkE o

L~ o i/t =rh. (12.103)

7h 7h

1Tm klassischen Sinn ist die kinetische Energie E des Teilchens gleich der konstanten inneren Energie
des abgeschlossenen Systems ,;unendlich hoher Potentialtopf* unter der Voraussetzung, dass sich das
Teilchen innerhalb des Systems frei bewegt, also keine potentielle Energie besitzt.
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Das ,richtige Volumen 27h der zweidimensionalen Phasenraumzelle ergibt sich, wenn
wir nur die Halfte der Impulsquantenzahlen, z. B. nur die positiven Quantenzahlen n,
oder nur die positiven Impulse p,, beriicksichtigen. Unter denselben Bedingungen

B — Prmas v2mE

- W < DPnmaz = 2mkb ) Nax = h

L,

wie im Abschnitt 12.2.1 muss die Anzahl der zu beriicksichtigenden Impulsquanten-
zustédnde gleich sein der Anzahl der zu beriicksichtigenden Energiequantenzusténde,
um dasselbe (,richtige”) Volumen der Phasenraumzelle zu erhalten. Fiir die Energie-
quantenzustédnde hatten wir aber nur positive Quantenzahlen bzw. nur die Impulse
pn der positiven p,-Halbachse zugelassen.

Betrachten wir abschlieffend den Impuls eines Teilchens im kubischen Potentialkasten
mit der Kantenldnge L. Die Kanten des Kastens sollen parallel zu den Ortskoordina-
tenachsen z, y und z verlaufen und seine Wénde seien fiir das Teilchen undurchléssig.
Das Teilchen bewegt sich also im 6-dimensionalen Phasenraum und besitzt wegen

Yy 2L

L:ni-E & N=—, i€{z,vy, 2} (12.104)
e

die Impulsquantenzustiande

. mh mh mh

Pn = (pacm Pyn, pzn) - (fn;t7 fnya fnz) (12105)
. mh

Dn = T (ng, ny, ny) , n;==x1, £2, £3, £4, ... . (12.106)

Der Abstand zwischen diesen Quantenzustdnden im Impulsraum betragt in jeder Ach-
senrichtung

mh 7h 7h

APin = Pint1) — Pin = T (n; +1) — T T (12.107)

sodass die den Quantenzustédnden zugeordneten Punkte im Impulsraum ein primitives
kubisches Gitter bilden. Wenn wir jetzt dem Teilchen wieder eine bestimmte kinetische
Energie

Py Dent Pt P D

E = — = 12.1
2m 2m 2m ( 08)

zuordnen, dann liegen alle méglichen Impulsquantenzustiande mit 0 < p, < Ppimas
in einer Impulsraumkugel mit dem Radius R = ppme: = V2mE bzw. in den drei
positiven Achsenrichtungen jeweils mit dem Radius

h
R = pinmas = V2mE = % M mas (12.109)
2mE
= imaxr L. 12.110
n — ( )
Das Volumen dieser Impulsraumkugel betragt
4 4
g R3 = g (2mE)? (12.111)
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das Phasenraumvolumen fiir das Teilchen

3
2

4
Veng = V - % (2mE) (12.112)

und die Anzahl der Impulsquantenzustidnde, die das Teilchen besetzen kann, ist

ar Ar (2mE)z 4 V  4r¢ s
Ty T L? = .= (2mE)? . 12.113
3 nzmaa: 3 (ﬂ_h)g (71'71)3 3 ( m )2 ( )

Bei der Berechnung des ,richtigen Volumens der 6-dimensionalen Phasenraumzelle
beriicksichtigen wir wieder nur die positiven Impulsquantenzahlen n; bzw. nur die
positiven Halbachsen der Impulskomponenten. Es ist also nur die Anzahl

3 4 3
wet L T omp)i = % T amp)! (12.114)
der Impulsquantenzustinde des rein positiven Oktanten der Impulsraumkugel zu
berticksichtigen. Auch wenn wir hier vom Impulsoperator ausgehen und nicht vom
Hamilton-Operator, ist durch den Faktor 1/8 das Volumen der 6-dimensionalen Pha-
senraumzelle fiir ein Teilchen im 3-dimensionalen Potentialtopf in Ubereinstimmung
mit (12.82)

V-4 (omE):
Venr _ s 2mE): _ ormy (12.115)

w (2731)3 AT (9mE)?

Zusammenfassend stellen wir fest:

Das Volumen einer Phasenraumzelle ist definiert durch den Quotienten aus dem
Phasenraumvolumen und der Anzahl der Energiequantenzustéinde (zum Hamilton-
Operator) im zugehorigen Impulsraum. Weil die Impulsquantenzusténde quadratisch
in die Energiequantenzustdnde eingehen und die Energiequantenzustéinde somit un-
abhéngig vom Vorzeichen der Impulskomponenten sind, wird z. B. im Fall des 3-
dimensionalen Impulsraums jeder Energiequantenzustand von acht Impulsquanten-
zustanden reprasentiert entsprechend den acht Vorzeichenkombinationen

(+++>7 <++_>7 (+_ +)7 (+_ _)7
(=), (= +-), (== +), (- = -)

der drei Komponenten p, , p, und p,. Wenn man bei der Herleitung des Volumens
der Phasenraumzelle von den Impulsquantenzustidnden ausgeht, sind deshalb nur die
positiven Impulsquantenzahlen n; bzw. nur die Impulse p), des rein positiven Sektors
des Impulsraums zu berticksichtigen. Die Anzahl der Impulsquantenzusténde des ge-
samten Impulsraums ist folglich mit einem bestimmten Faktor zu versehen, um die
Anzahl der Energiequantenzustande zu erhalten. Dieser Faktor betragt

e im Fall des 1-dimensionalen Impulsraums (1 Teilchen im 1-dimensionalen Po-
tentialtopf)

N[ —
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e im Fall des 3-dimensionalen Impulsraums (1 Teilchen im 3-dimensionalen Po-
tentialtopf)
1\’ 1
(2) =3

e und im allgemeinen Fall des 3N-dimensionalen Impulsraums (/N Teilchen im
3-dimensionalen Potentialtopf)

1\ 3N 1\
) -6

Das Volumen der Phasenraumzelle bezieht sich nicht auf die Betrage p,, der Impuls-
quantenzusténde p,, , auch wenn die p,, unabhéngig von den Vorzeichen der Impuls-
komponenten sind. Im Impulsraums liegen die p,, ndmlich auf nur n,,,, entsprechen-
den p,-Kugelflichen, die wiederum der Energie E,, = p? /2m entsprechen. Wegen der
Entartung der Energieniveaus F,, in mehrdimensionalen Impulsrdumen gibt es dort
mehr Energiequantenzustinde als die n,,,, Kugelflachen. Einfacher gesagt, es gibt nur

Nmae Impulsbetrige (p,-Kugelflichen), aber wegen der Entartung der Energiequan-
tenzustinde E, = p2/2m = p?/2m gibt es mehr als n,,,, Impulsquantenzustinde

Pn -
12.3 Anmerkung zur korrekten Boltzmann-Abzihlung 1/N!

(Siehe auch:
Wolfgang Gopel und Hans-Dieter Wiemhofer, Statistische Thermodynamik, Hoch-
schulTaschenbuch, Spektrum-Verlag, Kapitel 3.2, Seite 101 .)

1. Unterscheidbare Teilchen (mikrokanonisch):
Die Teilchen seien lokalisiert und deshalb unterscheidbar wie z. B. in einem Fest-
korper. In diesem Fall gilt exakt Z = V.

Jedem der N Teilchen stehen z Quantenzustiande zur Verfiigung. Alle z Quan-
tenzustédnde aller N Teilchen werden miteinander zu verschiedenen Mikrozustan-
den kombiniert, natiirlich auch gleiche Quantenzusténde verschiedener Teilchen.
Kombinationen gleicher Quantenzustinde verschiedener Teilchen zéhlen aber als
verschiedene Mikrozustdnde, weil die Teilchen unterscheidbar sind.

2. Nicht unterscheidbare Teilchen (mikrokanonisch):
Die Teilchen seien nicht lokalisiert und strukturlos wie z. B. im Modell des idea-
len Gases. Die Teilchen sollen deshalb nicht unterscheidbar sein.!?

Die Teilchenkombinationen gleicher Quantenzustinde ,yerschiedener Teilchen
konnen jetzt nicht mehr unterschieden werden und liefern jeweils denselben Mi-
krozustand. Anders gesagt, weil die Teilchen nicht unterscheidbar sind, sieht

12Erlauterungen zur grundsitzlichen Ununterscheidbarkeit identischer Teilchen als ein Postulat der
Quantenmechanik findet man z. B. in Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/2, Quan-
tenmechanik — Methoden und Anwendungen, 6. Aufl., Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2006,
Seite 250 bis Seite 253.
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jede Besetzung eines Energieniveaus mit einer bestimmten Teilchenzahl gleich
aus und es gibt immer nur eine Moglichkeit, ein Energieniveau mit einer be-
stimmten Anzahl von Teilchen zu besetzen. Angenommen unser System aus N
nicht unterscheidbaren Teilchen liefert auf diese Weise Z = ¢V Mikrozustinde
r. Dafiir schreiben wir:

CN
dl=l4l4 - 41=¢"N=27, (12.116)
r=1 ¢N Sur:;nanden

wobei jeder Summand 1 fiir eine Kombination bzw. einen Mikrozustand steht.

Wenn jetzt die gleichen Teilchen plotzlich unterscheidbar wiirden, lieferte jeder
Mikrozustand r aus N Teilchen N! Permutationen bzw. Mikrozustédnde. Das
ergibe

CN
Z=Y N'=N'4 N4 - 4+ Nl= ¢V .N=Nl.Z=2"  (12117)
r=1 - g =~

¢N Summanden Z

Mikrozustinde aus unterscheidbaren Teilchen. 2V = Z ist dann gleich der unter
1. (siche oben) ermittelten Zustandssumme fiir unterscheidbare Teilchen. Die
N! Permutationen wéren in unserem Beispiel unter 1. rAumliche Permutationen,
weil die Teilchen wegen ihrer Ortsstandigkeit unterscheidbar sind.

Wie wir sehen, erhélt man die Zustandssumme von Systemen aus nicht unter-
scheidbaren Teilchen, indem man die Zustandssumme von Systemen aus un-
terscheidbaren Teilchen (Gl. 12.117) durch N! dividiert. Es resultiert fiir nicht
unterscheidbare Teilchen die Zustandssumme

1
7 =—"2N (12.118)

mit der sog. korrekten Boltzmann-Abzihlung 1/N! .

Wie sich die korrekte Boltzmann-Abzihlung 1/N! auf die Anzahl der Kombinations-
moglichkeiten von Besetzungen der Energieniveaus in einem System auswirkt, werden
wir an zwei einfachen Beispielen veranschaulichen. Wenn wir von einem idealen N-
Teilchensystem ausgehen, konnen wir auf jedes der N Teilchen das Modell des kubi-
schen Potentialtopfs anwenden. In ihm steigt der Entartungsgrad ¢g; der Energienive-
aus €; bei zunehmender Systemenergie. Anders gesagt, mit ansteigender Systemenergie
E nehmen sowohl Anzahl als auch Anteil der Energieniveaus zu, die von mehreren
Teilchen besetzt werden kénnen.!® Sind die Teilchen eines Systems ortstindig, wie
z.B. in einem Festkorper, so sind sie stets unterscheidbar. In einem Gas hingegen
sollen die Teilchen bzw. Molekiile nicht unterscheidbar sein. Wir gehen im Folgenden
davon aus, dass die Teilchenanzahl in den Energieniveaus nicht beschréankt ist.
Beginnen wir also mit dem einfachsten Beispiel, dem idealen 2-Teilchensystem ge-
mék N = 2, und greifen uns zwei Energieniveaus heraus. Die zwei unterscheidbaren

13Nur im Modell des eindimensionalen Potentialtopfs, das auf dreidimensional ausgedehnte Systeme
natiirlich nicht zutrifft, gibt es keine entarteten Energieniveaus, d.h., alle Niveaus besitzen den
Entartungsgrad g = 1.
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Teilchen a und b des Systems konnen mit den beiden Energieniveaus 1 (Index 1) und
2 (Index2) die folgenden Kombinationen bilden:

—— —— —— k- —— -h
a— —— a] — b1 - a; — — b2 (12119)
—a2 — = —ay b — —ay —by

Bei Unterscheidbarkeit der Teilchen erhalten wir M = 9 Kombinationsmoglichkeiten.
Jetzt sollen die Teilchen nicht unterscheidbar sein. Dann gilt fiir die drei verschie-
denen Besetzungen der beiden Energieniveaus

A,
a;— = B, (12.120)
—ay = —by = C.

I
=
S

|
Il

Damit erhélt (12.119) die Form

AA  AB AC
BA BB BC (12.121)
CA CB cCC

Wir ordnen jeden Eintrag fiir sich alphabetisch und erhalten schlieflich

AA  AB AC
AB BB BC (12.122)
AC  BC CC

Wie man sieht, fallen alle Elemente aukerhalb der Hauptdiagonalen paarweise zusam-
men, sodass wir M = 6 Kombinationsmoglichkeiten erhalten, wenn die Teilchen nicht
unterscheidbar sind. Dies ist aber gleich der Anzahl der Zweierkombinationen (geméfs
k = 2) mit Wiederholung aus der Menge der drei Elemente A, B, C' (geméf n = 3) :

(k+n—-1! (2+3-1! 24
Emn—-1!  21-3-1)! 2.2

Bei Multiplikation von M mit der korrekten Boltzmann-Abzéhlung

1 1 1
Mg 0P

hétten wir nicht 6 sondern nur 4,5 Kombinationsmoglichkeiten erhalten. N! ist also
in diesem Fall um den Faktor 1,3 zu grof bzw. die korrekte Boltzmann-Abzihlung
um den Faktor 0,75 zu klein.

Jetzt betrachten wir ein ideales 3-Teilchensystem mit den Teilchen a, b und ¢ geméfs
N = 3. Wie zuvor greifen wir wieder die beiden Energieniveaus 1 und 2 heraus und
bilden schliefslich in analoger Weise alle zugénglichen Dreierkombinationen aus den
drei Besetzungsvarianten, also aus den drei folgenden Elementen:

6. (12.123)

-— = A,
B, (12.124)

—y = —by = —cy = C.

Il
=
S
|
Il

a; — = = C1 —
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Weil die Reihenfolge der Elemente in den Kombinationen keine Rolle spielt, erhalten
wir aus den urspriinglich M = 27 nur die folgenden M = 10 Kombinationsméglich-

keiten:
AAA AAB AAC ABB ABC ACC

BBB BBC BCC (12.125)
elelei

Dies ist gleich der Anzahl der Dreierkombinationen (geméf & = 3) mit Wiederholung
aus der Menge der drei Elemente A, B, C' (geméf n = 3) :

(k+n—-1)! (34+3-1)! 120
El(n—1)! 3-3-1)! 62

=10. (12.126)

Bei Multiplikation von M mit der korrekten Boltzmann-Abzéhlung

1 1 1 0.16

N3
hétten wir aber nicht 10 sondern nur 4,5 Kombinationsmoglichkeiten erhalten. N!
ist in diesem Fall sogar um den Faktor 2,2 zu grof bzw. die korrekte Boltzmann-
Abzahlung sogar um den Faktor 0,45 zu klein.

Wenn aber die korrekte Boltzmann-Abzihlung 1/N! zu klein ist, dann ist allgemein
auch die Zustandssumme 7 = % -zN fiir Systeme aus nicht unterscheidbaren Teilchen
prinzipiell zu klein. Sie ist nur dann eine gute Naherung, wenn der Entartungsgrad
g; bzw. der Anteil der Mehrfachbesetzungen der Energieniveaus ¢; klein ist im Ver-
gleich zur Gesamtanzahl der Quantenzustinde bzw. Energieniveaus des Systems. Das
ist insbesondere dann der Fall, wenn die Einteilchenzustandssumme z viel grofer ist
als die Teilchenzahl N des Systems, also bei z > N . Dann liegen die Energieniveaus
sehr dicht beieinander, sodass man das Energiespektrum wie ein Kontinuum behan-
deln kann.

Wir stellen fest:

Bei der Anwendung der korrekten Boltzmann-Abzéhlung 1/N! gehen wir davon aus,
dass alle N Teilchen eines Systems identisch und somit grundsétzlich nicht unter-
scheidbar sind. Die korrekte Boltzmann-Abzdhlung 1/N! ist kleiner als der Faktor,
der nach dem Zusammenfallen urspriinglich unterscheidbarer in nicht unterscheidba-
re Teilchenkombinationen resultiert. Dennoch ist die korrekte Boltzmann-Abzéhlung
eine gute Naherung fiir Systeme mit grofer Zustandssumme (grofem Volumen, hoher
Energie, hoher Temperatur) aber kleiner Teilchenzahl N. In der Quantenmechanik
gibt es die Boltzmann-Verteilung und somit auch die korrekte Boltzmann-Abzéhlung
nicht, sondern nur entweder die Fermi- oder die Bose-Verteilung. Aber fiir £ — oo
oder wenn die mittlere Besetzungszahl n < 1 ist, gehen sowohl die Fermi- als auch
die Bose-Verteilung iiber in die Boltzmann-Verteilung.
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12.4 Zustandsdichte des mikrokanonischen 1-Teilchen-Systems

Unter der Zustandsdichte versteht man die Anzahl von Quantenzustinden pro Ener-
gieeinheit in einem mikrokanonischen System. Die Zustandsdichte ist ein mikrokano-

nisches Problem.

Wir gehen aus von (12.12), der mikrokanonischen Zustandssumme w des idealen Ga-
ses bestehend aus einem Teilchen mit der Energie E = ¢, und erhalten mit n,,,, =

#(Qms)%

1\* 4r 3
W(Emaz) = 3) "3 e = (12.127)
1 47 [L 1°
= <o |=(2me)? 12.12
s | eme (12,128
4
we, V) = (2:h)3~§-(2m)3.53. (12.129)

Die Zustandsdichte g des mikrokanonischen 1-Teilchen-Systems ist

dw V 31
— — .91 (2m)2 - g2 . 12.1
96) = = gy 27 @) (12.130)
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13 Kanonische Ensembles

13.1 Kanonische Zustandssumme allgemein

(T. Fliebbach, Statistische Physik, 4. Aufl., Spektrum, Seite 66 und folgende)
Ergidnzungen zu diesem Abschnitt findet man insbesondere im Abschnitt 15.

Die Plausibilisierung der kanonischen Zustandssumme in der allgemeinen Form soll
anhand eines Modells erfolgen. Gegeben seien ein kleines System A mit N, Teilchen
und der inneren Energie F4 und ein vergleichsweise sehr viel groferes System B als
nahezu unbegrenztes Warmeenergiereservoir mit einer Teilchenanzahl von N > N4
sowie der inneren Energie Egp > E,4. A und B sollen so miteinander in Kontakt
stehen, dass nur ein Warmeenergieaustausch aber kein Teilchenaustausch stattfin-
den kann. Weiterhin sollen sich die Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht
befinden. Es hat sich dann durch den Wérmeenergieaustausch der wahrscheinlichste
Zustand eingestellt bzw. die Energie so aufgeteilt, dass die Anzahl der zugénglichen
Mikrozustdnde maximal ist. Unter dem stédndig stattfindenden Energieaustausch hat
sich also im Gleichgewicht die Energie des kleinen Systems A auf den Mittelwert
Eis=E4 eingestellt, so dass

Eas+Ep=Es+ (E—Ey)=FE(A+B)=const, Ep=FE—E,. (13.1)

E, ist die im thermodynamischen Gleichgewicht in Erscheinung tretende und mess-
bare, also makroskopische Grofse im System A.

Die mikrokanonischen Zustandssummen der Systeme sind 24 (F4) fiir A, 25(Ep) =
Qp(E — Ey) bzw. 2p(FE — E,) fir B und 2(F) fir das Gesamtsystem A+ B. Abhén-
gig von der mikroskopischen bzw. statistischen Aufteilung der Gesamtenergie auf die
Teilsysteme erhalt man im thermodynamischen Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeit
fiir die Existenz des Systems A mit der Energie E4 durch

Qu(En) - 2p(E — Ey)

P(Ey) = O(F) ,

(13.2)

wobei 24(F,4) - 25(E — E,) die Anzahl der Mikrozustidnde des Gesamtsystems bei
einer Energieaufteilung geméls K+ Fg = F im thermodynamischen Gleichgewicht ist.
Es gilt immer 24(E4)-Q2p(E—E,4) < 2(E), weil 2(F) die Summe der Mikrozustande
des Gesamtsystems iiber alle moglichen Energieverteilungen auf A und B ist.

Mit der Konstanten 1/2(F) = C schreiben wir fiir die Gleichung (13.2)

P(E4) = C-0Q24(Ea)-2p(E—Es) = (13.3)
InP(Es) = InCH+In24(FEs) +1InR2p(E — Ey) (13.4)

und setzen die Ableitung nach F, fiir das thermodynamische Gleichgewicht gleich
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Null:

8anA(EA) 8anB(EB) 8(E—EA)

In P(E = . 13.
55, P 9E, | 0By | 0B, 3P
A o =1

Mit der Temperatur 7" kann man /3 als kBLT identifizieren.! Damit erhalten wir aus
Gleichung (13.6)

111
kgTy kgTg kgT

Ba=pp=B =

Wir stellen fest:
Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Temperatur in den Teilsystemen gleich.

Weil wir jetzt die Wahrscheinlichkeit P, eines Mikrozustands bzw. statistisch mog-
lichen Zustands r von A berechnen werden, benennen wir £4 wie allgemein {iiblich in
E, um. Die Gleichung (13.2) schreiben wir dann in der Form

-QA(ET) ) QB(E B Er)

P(Er> - Q(E)

(13.8)

Der Index r kennzeichnet die verschiedenen méglichen Mikrozusténde r von A im
Gleichgewicht. Wie man in den Abbildungen 15.1 und 15.2 erkennt, hat die Wahr-

scheinlichkeitsfunktion P(E,4) im Punkt des Mittelwerts £y, = E4 = E, ihr Maxi-
mum.

Weil im thermodynamischen Gleichgewicht alle (statistisch moglichen) Mikrozu-
stiande des Gesamtsystems A + B die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen, erhélt man
die Wahrscheinlichkeit P, fiir einen Mikrozustand bei der Energieaufteilung £, in A
und F — E, in B aus Gleichung (13.8) wie folgt:

o P(Er) _ QB(E_ET)

P, (13.9)

Wir erhalten also die Wahrscheinlichkeit eines Mikrozustands r mit der Energie FE,
in A, indem wir die Wahrscheinlichkeit P(FE,) fiir diese Energieaufteilung im Gesamt-
system durch die Anzahl der fiir diese Energie F, in A zugénglichen Mikrozusténde
teilen.

In Analogie zur Darstellung im Kapitel 2 fiihren wir jetzt die Taylor-Entwicklung
von In 2p(E — E,) = In25(EpR) nach E, an der Stelle £, = 0 bzw. Ep = E bis zur

1 Boltzmann-Konstante kg = 1,380658 - 10723 JK—!
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ersten Ordnung durch:

In .QB(E — ET)

[0

~ In .QB(E) + _8Er In QB(E - Er):| o - B,
'8111 \QB(EB) d(E — ET>

~ In25(F . . E

n B( )_'_ I aEB dEr - r

-~ _8111 QB(EB)

~In Qp(E) + — 5%, (—1)L E,

I p(E) — |2 E2eER) | (13.10)
L 0Ep E

Weil B im Vergleich zu A ein nahezu unbegrenztes Energiereservoir ist, fiihren Ener-
giedinderungen im kleinen System A nicht zu nennenswerten Temperaturdnderun-
gen in B. Deshalb diirfen wir, ohne einen wesentlichen Fehler zu begehen, in Glei-
chung (13.10) den Term OIn O5(Ep)
0Ep 5
auch wenn in Gleichung (13.5) die Ableitung nicht an der Stelle Ep = E genommen
wurde. Somit erhalten wir aus Gleichung (13.10)

wie in Gleichung (13.5) durch f ersetzen,

hl.QB(E—ET) ZIDQB(E)—5~ET = (1311)
Qp(E —E,) = 2p(E)-e PP (13.12)
Dieses Ergebnis in die Gleichung (13.9) eingesetzt liefert
Qp(E) - e PEr
P, = : 13.1
) (13.13)

Wegen des stdndigen Warmeaustausches im kanonischen System sind makroskopisch
nicht feststellbare mikroskopische Fluktuationen der Energieaufteilung zwischen den
Systemen um den Gleichgewichtszustand moglich. Je grofier dabei die Abweichung der
Mikrozustdnde im System A vom Gleichgewicht ist, desto kleiner ist die Wahrschein-
lichkeit ihres Auftretens. Fiir kanonische Systeme lassen wir deshalb bei statistischer
Betrachtung im System A alle Energien 0 < F, < E zu.

Unter Beriicksichtigung aller méglichen Energieaufteilungen des Gesamtsystems gilt

E
Y P(E)=1. (13.14)
E,.=0
Mit
24(Er)
P(E,)=04(E,)-P.= Y P , (13.15)
r=1

Ey
resultierend aus Gleichung (13.9), muss wie in Gleichung (13.14) fiir die Summe der
Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Mikrozustdnde r im kleinen System A gelten:

E QA(ET) E
Qp(E) _
P, = P, =1=) L. b 13.1
Z Z o) ¢ (13.16)
ETZO r=1 ET T Er:O r
Zy
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Weil man allgemein das System B als nahezu unbegrenztes Warmeenergiereservoir
mit g — oo ansieht, lassen wir auch E, gegen Unendlich gehen und verwenden als
obere Grenze E, = F — oc.

Der Koeffizient 1/Z;, héngt nicht von r ab. Wir erhalten somit schlieflich

_ﬁ'Er
Sp = 2.7y (13.17)

Z
e PEr
P. = 7 Zustandswahrscheinlichkeit | (13.18)
k
7, = Ze‘ﬂ'ET kanonische Zustandssumme , (13.19)

r

wobei wir iiber die Energien F, aller Mikrozustéinde r in A von E, = 0 bis E, — o0
summieren.

13.2 Was ist der Boltzmann-Faktor e_kll% ?

Der Boltzmann-Faktor ist ein Postulat und lasst sich nicht herleiten sondern nur
plausibilisieren.

Die Herleitung der kanonischen Zustandssumme im Abschnitt 13.1 stiitzt sich auf
das folgende Modell:
Ein kleines System A steht so in Kontakt mit einem sehr grofen System B, dass nur
ein Wiarmeenergieaustausch und kein Teilchenaustausch stattfinden kann. A und B
sollen sich im thermodynamischen Gleichgewicht befinden, so dass im Gesamtsystem
A+ B iiberall die gleiche Temperatur 7" herrscht.

Wie schon im Abschnitt 13.1 hergeleitet, erhélt man die statistische Wahrschein-
lichkeit P, fiir die Existenz eines Mikrozustands r mit der Energie E, im kleinen
System A wie folgt:

. QB<E—ET) . QB(E>'€_BET 1

P, = = — e PEr e P, 13.20
2(E) 2(E) 78 (13.20)
Darin sind
2(F) mikrokanonische Zustandssumme im Gesamtsystem,
(p(FE — E,) --- mikrokanonische Zustandssumme im grofen Teilsystem,
Qp(F) .-+ mikrokanonische Zustandssumme im groften Teilsystem

fir den Grenzfall £, =0

und F ist die gegen unendlich gehende Energie des Gesamtsystems A + B.

Bei jedem Mikrozustand r von A mit der Energie E, hat B(FE — E,)
2p(E — E,) = 2p(E) - e PEr Verteilungsméoglichkeiten. Es wird demzufolge 25(E)
durch den Boltzmann-Faktor e #F so gewichtet, dass 2g(E) - e #Er /Q(E) gleich
Qp(F — E,)/Q2(F) und damit gleich der Wahrscheinlichkeit des betrachteten Mikro-
zustands r von A ist.

Die kanonische Zustandssumme 7 = 2(F)/25(E) ist fiir ein gegebenes Gesamt-
system mit der Energie £ und (im thermodynamischen Gleichgewicht) der Tempera-
tur T eine feste Grofe. 1/Z; ist also nicht vom kleinen System A und folglich auch
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nicht von E, abhingig. Wie bereits in der Gleichung (13.20) gezeigt, gilt deshalb
Poxce PP 0<e PP < (13.21)

mit dem Proportionalitatsfaktor

1 0u(E) 1
— = —<1. 13.22
Zy  QE) O<Zk:_ (13.22)

Wir stellen fest: o

Der Boltzmann-Faktor e *5T st die relative Wahrscheinlichkeit (das Gewicht) fiir
das Auftreten eines Mikrozustands r im kanonischen System A mit der Energie E,.
Er gilt fir das thermodynamische Gleichgewicht und demzufolge fir die im Gesamt-
system einheitliche und damit fiir A fest vorgegebene Temperatur T .

Wir werden spéter noch sehen, dass analog dazu gilt:

Befinden sich N Teilchen mit N > 1 bei einer Temperatur 7" im thermodynamischen
Gleichgewicht, so ist die Wahrscheinlichkeit P(E), ein Teilchen in einem Zustand der
Energie FE anzutreffen, proportional zum Boltzmann-Faktor.

13.3 Kanonische Zustandssumme des idealen Gases

Wir betrachten ein ideales Gas aus N (nicht miteinander wechselwirkenden) Teilchen
im vorgegebenen Volumen V und bei der Temperatur 7" (im thermodynamischen
Gleichgewicht). Weil kein Teilchenaustausch stattfindet, ist das chemischen Potential
1 = 0. Es werden Energieaustausch und damit die Fluktuation der Teilchenenergie
von €5 = 0 bis ¢ — 0o bzw. die Fluktuation der Systemenergie von ep, = 0 bis
ep, — 00 zugelassen.

Weil zwischen den Teilchen keine Wechselwirkung stattfindet, sich die Teilchen also
nicht ,sehen”, steht jedem Teilchen uneingeschréinkt das ganze Volumen V' zur Ver-
fiigung. Da alle N Teilchen voneinander unabhéngig sind, besteht unser N-Teilchen-
System demzufolge aus N 1-Teilchen-Systemen im Volumen V.

Die Idee zur Bildung der kanonischen Zustandssumme ist prinzipiell die gleiche
wie zur Bildung der mikrokanonischen Zustandssumme. Auch kanonisch erhélt man
zunéchst alle Verteilungsmoglichkeiten 7, indem man alle zugénglichen Impulsnive-
aus aller 3N Impulskomponenten der N Teilchen miteinander kombiniert, also das
Impulsraumvolumen bildet. Allerdings laufen dabei wegen des (kanonischen) Energie-
austauschs die Niveaus der 3N Impulskomponenten von p — —oo bis p — 400. Die
Integration zur Bildung des Impulsraumvolumens erfolgt also iiber den ganzen Im-
pulsraum, d. h. von —oo bis +00. Dies ist aber kein Problem, weil das Integral wegen
der Boltzmann-Wichtung jedes Energienieveaus endlich wird bzw. konvergiert.

Beim Ubergang von der ,symbolischen* diskreten Schreibweise Z;, = > e PEr mit
den verschiedenen E, zum Integral wird im Integranden e?# nur noch E geschrieben,
weil im Volumenintegral des Impulsraums jede Impulskomponente bis zur zugehorigen
oberen Integrationsgrenze E' = oo integriert wird und damit wie bei der mikrokano-
nischen Zustandssumme alle verschiedenen Energien F, der Verteilungsmoglichkeiten
r erfasst werden. Mit der kanonischen Zustandssumme z; fiir das 1-Teilchen-System
gilt also:
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Zy = Ze_BE’":i- vy

—+00 —+00

. /dpl"'/dp?)N e_BE

- N1 (27h)3N
+oo +oo
1 VN _gsN
= ﬁ . (27Th)3N . / d3p1 o« e / d3pN e BZV:I Iﬁ/2m
+o0 +00
1 VN _ _
= N @ /d3p1 e Bﬁ%/Qm.../di‘pNe B /2m

—00
.

—00
~/

~
keine Wechselwirkung = alle Integrale sind gleich

N +o 1"
— i . V— ) d3p o= BP" /2m
NV (27h)3N
+o00 B N
o 1 V 3 —B_Q/Qm o 1 N
weiter in Kugelkoordinaten: )
o N
1 VN _B 2
0
r > 1
mit /dx r?e " = = x :
2V a3
N
_ 1 V_N(47T)N. 1 /@m)? .«
NV (27h)3N 4 33
1 VN 31V 1 V2mmkgT
= — ——= (2 /{;T*} = VN | ==
N (2rh)sN [( mmkpl)? | =V ( orh
2mh

und mit der thermischen Wellenldnge A =

V2mmkgT :

N
Zy(T,V,N) =) e = LV

1 vy oy
TN TNT X)) TN

(13.23)

(13.24)

(13.25)

(13.26)

(13.27)

(13.28)

(13.29)

(13.30)

(13.31)



13.4 Der Ubergang von der diskreten Schreibweise zum
Integral, Ensemblewahrscheinlichkeit

(Vergleiche mit Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen
Physik IV, 4. Aufl.; Spektrum, Seite 201 bis Seite 203.)

Es ist im Folgenden darauf zu achten, dass der Koordinatenindex ¢ von 1 bis 3N
lauft, der Teilchenindex v aber nur von 1 bis N. Um Verwechselungen zu vermeiden,
wird hier deshalb die Notation dZ = d3z bzw. dV# = d3¥z verwendet.

Zur Vereinfachung betrachten wir zunédchst ein 1-Teilchen-System. Man kann sich
namlich das System eines idealen Gases wegen der fehlenden Wechselwirkung zwischen
seinen Teilchen aus 1-Teilchen-Systemen zusammengesetzt vorstellen. Die 1-Teilchen-
Energie bezeichnen wir mit

g5 = D°/2m = p/2m + p./2m + p?/2m .
Jedes aus einer Impulskomponente resultierende und zugéngliche Energieniveau mit
dem Laufindex n entspricht einer Verteilungsmoglichkeit bzw. einem Mikrozustand r.

Wir vereinfachen weiter, indem wir nur eine Impulskomponente verwenden und die
beiden anderen unterdriicken. Im Volumen V = L3 gelte also allein fiir die Impuls-
komponente p, = pmit r=n €N, n#0:

]: = . —_ kn = — = — ‘An =
" N, h 7 o
2
[ mh
2pn
L L .
n= b = An :n—(n—l)zlz%Apn mit

Apn =Pn— Pn-1,

n

Pn (13.32)
L L
_ — — 1 — R
= dn thp, /dn / thp
Pn—1

n—1

Auf diese Beziehungen werden wir in den folgenden beiden Abschnitten zuriickgreifen.

Mikrokanonische Zustandssumme:

Allgemein gilt fiir die mikrokanonische Zustandssumme eines N-Teilchensystems

1 1

Ortsraumvolumen VN  Impulsraumvolumen

VN
= jVT 'ZE%}SE}?'u/pdpl"'u/ndpgN'. (13.34)

Impulsraumuvolumen
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Fiir die mikrokanonische Zustandssumme des auf eine Impulskomponente reduzierten
1-Teilchen-Systems gilt
in diskreter Darstellung:

Nmazx Nmax

w_21_ZL - Ap, = ZAn_Zl (13.35)

in Integraldarstellung:

L +Pmaz 1 +Pmax L Pmazx L
_ = ap== [ Zap= [ Za 13.
“ 27h / P=3 / wh / wh b (13.36)
—Pmax —Pmax 0

Nmaz
Nmax

— /dn:ZAn:Z1. (13.37)

Dabei ist der Faktor 1/2 bei der Integration iiber den gesamten Impulsraum, also von
—Dmaz DIS +Pmaz, 20 beachten. Aulerdem ist n = 1 der kleinste Laufindex unter der

Summe, denn
1

/dnzlzZAnzl—(l—l). (13.38)

0

Kanonische Zustandssumme:

Allgemein gilt fiir die kanonische Zustandssumme eines N-Teilchensystems

Zpy = Y BN e BXI 7/ (2m)

1 vy i 3> [ 3> -B30, P2/ (2m)
= Ny TR [ @ et BRI  (13.90)

Fiir die kanonische Zustandssumme des auf eine Impulskomponente reduzierten 1-
Teilchen-Systems gilt
in diskreter Darstellung:

= e (13.40)

r

in Integraldarstellung:

+Pmaz Pmazx

dp-e-orrem — [ L g erem)
wh

L
2 = —
k 21h

—Pmaxzx 0

=L
- % A e PP/ (2m) _ A —Bpr/(2m)

_ i e~/ Em) _ 5 gt/ em) _ Z oo (13.41)

n=1 T r
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Synopsis, Ableitung der Ensemblewahrscheinlichkeit:

Zusammenfassend wird jetzt der Ubergang von der diskreten zur Integralschreibweise
fiir klassische Systeme an einigen anwendungsrelevanten Beispielen gezeigt. Schliefslich
werden wir die Wahrscheinlichkeit und die Wahrscheinlichkeitsdichte von klassischen
Ensembles (Systemen) als Funktion des Teilchenimpulses aus der Wahrscheinlichkeit
P. der Mikrozustande r ableiten.

Wir beginnen mit Betrachtung von klassischen N-Teilchen-Systemen, die dem 6/V-
dimensionalen Phasenraum entsprechen.

e Allgemein und ohne korrekte Boltzmann-Abzéhlung gilt fiir den 6 N-dimensionalen
Phasenraum

Z() = m/dxl--‘/dxwp/dp1~~~/dp3N(...), (13.42)
Y () = %/dpl---/dpgjv(...). (13.43)

e Fiir die mikrokanonische Zustandssumme eines idealen Gases aus N Teilchen
gilt mit der korrekten Boltzmann-Abzahlung 1/N'!

1 VN
Qzlem-W'/dpl"'/dp3N> (13.44)

Van (Pmaz)

Van (Pmaz) ist das 3N-dimensionale

Impulsraumkugelvolumen fiir p,,q. = V2mE |
3N
1 VN 2me\ 2 3N
0= —. : -<\/2 E) . 13.45
N (2rh)3N (BN) " (13.45)

e Fiir die kanonische Zustandssumme eines idealen Gases aus N Teilchen gilt mit
der korrekten Boltzmann-Abzéhlung 1/N'!

7, = Ze—ﬂEr - % . % . 7d3ﬁ1 ... ]odi%ﬁN e BEILA/@m) (13 46)
1y i ]
=3 EEona (4m)N . /dpﬁg o807/ (2m) (13.47)
0
7y, = % (%)N = % 2y (13.48)
mit der thermischen Wellenlénge
A= _ (13.49)

V2rmkgT
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e Fiir die Wahrscheinlichkeit P, eines Mikrozustands r in einem kanonischen En-

semble hatten wir

j - 1 e BEr _ 1 e BX B/ (2m) (13.50)

Zy, Zy,

hergeleitet.

e Der thermodynamische Gleichgewichtswert oder Mittelwert einer Funktion @ ist

damit und mit der korrekten Boltzmann-Abzéhlung

=) o, P (13.51)
1 1 (o] o
— 3z .- | @Bz
NI (21h)3N / = / o
85 85 L a5, #/em)
- &Py | &P D 7€ v=1Pv : (13.52)
k

e Fiir das ideale Gas als kanonisches Ensemble ist demzufolge der Mittelwert von

@, wenn @ nicht von den Ortskoordinaten x; bzw. den Orten 7, abhéngt,

o= o, P (13.53)
R AR VO L a5, #/em)
_mm/dpy'-/deQVZe v=1Pv (13.54)
K - i
vy (4m)™ -2 —Bp2/(2m
=M @z /dpp - B(p) - e/ (13.55)

0

e Aus (13.52) zusammen mit (13.51) konnen wir ableiten, dass

L1 ey #em (13.56)

N1 2rh)N Z,

die Wahrscheinlichkeitsdichte und folglich

1 1 e BB/ (2m) | 43N 33Ny (13.57)

N! (2rh)3N Z,

die Wahrscheinlichkeit? dafiir ist, dass wir das kanonische Ensemble in den Orts-
bereichen von z; bis x; + dx; und in den Impulsbereichen von p; bis p; + dp;
vorfinden.

2Tatséchlich handelt es sich hierbei um ein Wahrscheinlichkeitsdifferential.
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Jetzt betrachten wir 1-Teilchen-Systeme entsprechend N = 1, denn es ist oft hilfreich,
ideale N-Teilchen-Systeme (mit N > 1) auf 1-Teilchen-Systeme zuriickzuftihren. In
1-Teilchen-Systemen ist die korrekte Boltzmann-Abzdhlung nicht relevant und fol-
gerichtig wird sie in ihnen zum Faktor N! = 1! = 1. Um 1-Teilchen-Systeme von
N-Teilchen-Systemen beziiglich der Notation besser unterscheiden zu konnen, wer-
den wir bei 1-Teilchensystemen fiir einige Grofsen kleine anstatt grofer Buchstaben
verwenden.

e Die Mikrozustéande r fiir ein 1-Teilchen-System, d. h. fiir ein einzelnes Teilchen,
sind definiert durch r := (x1, xs, x3, p1, pa, p3) . Fiir die kanonische Zustands-
summe eines (idealen) 1-Teilchen-Systems gilt im 6-dimensionalen Phasenraum
(ohne korrekte Boltzmann-Abzahlung!)

1 8. [ g3y =B /2m)
= —— 13.
2, (zﬂh)?)/dx/dpe (13.58)
__V .47r/dpﬁ2e5ﬁ2/<2m> (13.59)
27h)3
0
1%
% =33 (13.60)

e Analog zu (13.51) und (13.52) ist der kanonische Mittelwert einer Funktion ¢

7= Wi /d3 /d3 D - —e PP/ (2m) (13.61)

und wenn ¢ nicht vom Ort abhéngt

Vv 4 =2
= _ AN —Bp%/(2m) 13.62
¢ o [ Al (13.62)
e An (13.61) erkennen wir, dass
1 1 "
— o—Bp%/(2m) 1
[2h)? (13.63)
die Wahrscheinlichkeitsdichte und folglich
1 1 - ~
= emBCm) | B A3 = 13.64
(27rh)3z6 x-d°p=dw (13.64)

die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, das 1-Teilchen-System bzw. das Teilchen in den
Ortsbereichen von z; bis x; + dz; und in den Impulsbereichen von p; bis p; + dp;
vorfinden.

e Wenn wir davon ausgehen, dass sich das Teilchen im Volumen [ d*z = V befin-
det, die Wahrscheinlichkeit also nur noch vom Impuls abhéngig sein soll, dann
erhélt (13.64) die Gestalt

V 1 2
_ — —Bp*/(2m) 33
dw = Orh) o e PP d’p . (13.65)
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Mit der kanonischen 1-Teilchen-Zustandssumme z, = V/A?®, die wir aus der
kanonischen Zustandssumme 7, des idealen Gases abgeleitet hatten, resultiert

schlieflich ,
VoA
dw = W V 67&52/(2”1) . d3p s (1366)
T
dw= — 1 Aem) g 13.67
w = (QkaBT)?)/Q - e . D . ( . )

13.5 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung im kanonischen
idealen Gas

Ein ideales Gas aus N Teilchen im thermodynamischen Gleichgewicht besitzt eine
bestimmte Temperatur 7. Diese ergibt sich aus der mittleren kinetischen Energie
Erin = mﬁ/ 2 der Teilchen. Das aber bedeutet, dass die Betrdge der Teilchenge-
schwindigkeiten auf eine bestimmte Weise verteilt sind. Angenommen wir kennen die
Verteilungsfunktion N(v). Dann ist dN(v)/dv die Verteilungsdichtefunktion fiir die
N Teilchen auf die zugehorigen Geschwindigkeiten und die Wahrscheinlichkeitsdich-
teverteilung bzw. die Wahrscheinlichkeitsdichte der Teilchengeschwindigkeit ist

1 dN(v) _ dw(v)

FV=5"a " (13.68)
mit der Normierung [, & @ dy = [ dw(v) = 1. Das Integral
v v
/f(v) dv = %/%ﬁwdv (13.69)
U1 v1

liefert dann die Ein-Teilchen-Wahrscheinlichkeit dafiir, dieses im Geschwindigkeitsin-
tervall von vy bis vy anzutreffen. Diese Wahrscheinlichkeit ist fiir jedes der N Teilchen
gleich, weil es sich um ein ideales Gas handelt. N - f(v)dv = F(v)dv ist dann die
Anzahl der Teilchen im Geschwindigkeitsintervall dv um v .

Wie im Abschnitt 13.4 gezeigt wird, gilt fiir die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens
eines kanonischen idealen Gases aus N Teilchen in den Impulsbereichen von p; bis
pi +dp;

1 1 vy
Z, NI (2rh)3N

e PE® @3Ny | (13.70)

Dabei haben wir durch [d3Vz = yN herbeigefiihrt, dass die Wahrscheinlichkeit
nicht von den Ortskoordinaten abhingt. Weil aber im idealen Gas die Geschwin-
digkeitsverteilung fiir alle Teilchen gleichermafien gilt, diirfen wir uns vereinfachend
auf die ortsunabhéngige Ensemblewahrscheinlichkeit (13.67) des 1-Teilchen-Systems

beschranken: .
. o—BP?/(2m) | 33
dw = GrmhpT)2 e PP d’p . (13.71)

102



Mit 8 = 1/kgT, in Kugelkoordinaten mit d*p = 4np*dp = 4rp?dp und mit
|| = p=mv = dp = mdv resultiert daraus die Ensemblewahrscheinlichkeit
in Abhéngigkeit von v:

1 1 m2e2

dw = oy € T mdv. (13.72)

Damit erhalten wir schlieklich die Mazwellsche Geschwindigkeitsverteilung

fo,T) =32 = (%)

= f) x v? e P2 (13.74)

=

3 2
(k:T) PR (13.73)

f)

Unmax v
Abb. 13.1 Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung. Man erkennt den bei v = 0 beginnenden
quadratischen Anstieg der Verteilungsdichtefunktion f(v) und dann ihren exponentiellen Abfall.

Abbildung aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 205.

Die Teilchenzahl d N pro zugehorigem Geschwindigkeitsdifferential bzw. pro Geschwin-
digkeit in einem idealen Gas aus N Teilchen ist damit

1
dw dN 2 2 m _ muv?
N—=—=N-|- —— ) v?.e TEBT | 13.
dv  dv (71') (k‘BT> voe e (18.75)

13.6 Zweiatomiges ideales Gas (Hantelmodell mit
Federkopplung) als kanonisches System —
Gleichverteilungssatz

(NI

In diesem Modell, dem Hantelmodell mit Federkopplung, bestehen die N Molekiile
des idealen Gases jeweils aus zwei nahezu punktformigen, ,federelastisch gekoppelten
Atomen mit den Massen m; und ms im Abstand R = Ry+¢£. Dabei ist Ry der klassische
Gleichgewichtsabstand. Die Molekiilmasse sei

und die reduzierte Masse eines Molekiils
myms

my = ——2 (13.77)
mi + Mo
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Das Hantelmodell mit Federkopplung besitzt sieben Freiheitsgrade: drei Freiheitsgra-
de der Translation (in jede der drei Raumrichtungen einer), zwei Freiheitsgrade der
Rotation (kein Freiheitsgrad um die Hantelachse, weil die Atome Punktmassen sind),
zwei Freiheitsgrade der Vibration (je einer beziiglich potentieller und kinetischer Ener-
gie fiir Schwingungen ldngs der Hantelachse). Bei der Berechnung der Zustandssumme
ist hier folgendes zu beriicksichtigen:

SImmer, wenn die Anregungen der einzelnen Molekiile voneinander unab-

hangig sind, ist die Zustandssumme das Produkt der einzelnen Zustands-

summen.“3

Auch die Bewegungsformen Translation, Rotation und Vibration sind hier voneinan-
der unabhéngig, so dass fiir die Zustandsumme des zweiatomigen idealen Gases mit
Federkopplung gilt:

1
Z = Ztrans . Zrot : Zm’b = ﬁ (Ztrans)N : (Zrot)N : (Zvib)N 5 (1378)

InZ =InZyans + N1In 2,00 + N 1In 25 . (13.79)

Wir betrachten zunéchst nacheinander jede Bewegungsform fiir sich:

Translation

Der Einteilchen-Hamilton-Operator der Translation ist

. R,
htTans - —Wv . (1380)

Die Losungen (Eigenfunktionen) der Schrédinger-Gleichung fiir freie Molekiile im ku-
bischen Volumen L3 =V sind

¥ (F) = sin(k-7) = sin(k, = + kyy+ k. 2)

. (TN, TNy ™, >
= . 13.81
sm( 7 T+ 7 Y+ 7 z ( )
Die Energieeigenwerte sind
R
Strans = 50T = 372 (n24ni+n?), n=0,1,23,.... (13.82)

Fiir die Zustandssumme erhalten wir mit (13.31)

1 vy 2mh 2mh

1
wans = NiyeN MUAS TT v (13.83)
InZyans = NInV —In(N!) —3N1In A . (13.84)
Daraus resultieren als thermische Zustandsgleichung der Druck
0
Ptrans =P = kBTW In Zirans »
p = N?T , (13.85)

3Zitiert aus: Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV, Spek-
trum Akademischer Verlag, 4. Auflage, 2007, Seite 231.
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als kalorische Zustandsgleichung die Energie

0 2rM 1 1 27wh 1
Eiyans = —azInZyans = —(=3N -~ T2
t o5 S W= v i
3 3
Etrans - Etrans(N; T) - §NB_% - §Nk:BT (1386)
und schliefslich die spezifische Warme(kapazitét)
1 0 3
- ___F =—kg. 13.
Ctrans NOT trans ZkB ( 3 87)

Weil Eyqns nicht von V' und p abhangig ist, gilt cirans = Cirans,v = Ctrans,p - Wie wir
noch sehen werden, trifft dies auch fiir ¢,,; und c,; zu.

Rotation

Aus der Quantenmechanik wissen wir, dass die Rotationszustdnde eines Molekiils
durch die (Drehimpuls-)Quantenzahlen [ und m festgelegt sind, wobei > | == Zzzfﬁ =
2l 4+ 1 die Anzahl der Zustédnde m ist. Die Quantenzahl [ hingegen l&duft von Null bis
Unendlich geméfs [ = 0, 1, 2, 3, ... . Der Einteilchen-Hamilton-Operator der Rotation
ist

h2

50 — %AIM, (13.88)
mit dem Tragheitsmoment @ = Ogunier = M, Rg . Die Eigenfunktionen sind die

Kugelflachenfunktionen

—p

hrot =

E,m(ﬁa 90> = f(la m) ’ le(COS 19) - elm? (1389>

mit den zugeordneten Legendre-Polynomen P™(cos?) . Die Energieeigenwerte erge-
ben sich schlieflich aus dem Drehimpulsquadrat L? = A% (I + 1) bzw. aus der kineti-
schen Energie Ey;,, = L*/(20) und sind

2

rot,l — —(l 1) . 13.90
Erot, 1 50 (I+1) ( )
Die Einteilchen-Zustandssumme der Rotation ist damit
s o _ R+
Zrot = Z(Zl + 1) 6*/5'57»015,! — Z(Ql + 1) e 20kgT (13'91)
1=0 1=0
2
Wir setzen —— = T,; und erhalten die Zustandssumme der Rotation
B
o N
Zyot = [2ra] " = [Z(zl +1) e%'l(l“)'WI (13.92)
1=0
_h _3Trot N
= [18e 45t ] (13.93)

Zur weiteren Auswertung fithren wir eine Fallunterscheidung beziiglich 7" und ent-
sprechende Naherungen durch:
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Im Fall T" <« T,, liefern nur die ersten zwei Summanden des Klammerausdrucks
einen nennenswerten Beitrag und wir erhalten

Trot

nZ,~N-n (1 43¢ ) — N -In (14 3¢ #FaTror) (13.94)

Die Energie ist damit

a N _T'rot
Erot(Ta N) =——In Zrot ~ T Tyor 3kBT7"ot e T,
ap 14+ 3e 7
BT, N) ~ 3-NkgTh e~ ", (13.95)
Eoqp —0 fir T—0 (13.96)
und die spezifische Warme
1 0 Trot _Trot

croi(T) = 57 gpEror 3 - kp=rg e 1, (13.97)
Crot — 0 fir T —0. (13.98)

Im Fall T > T,,; sei auf die Herleitung im Kapitel 27 des Lehrbuchs zur Theoretischen
Physik IV von Torsten Fliefsbach verwiesen. Wir finden dort als Ergebnis:

1 2T T, 2\
Zron = vl = {5 ta Taor O (T_;)] ’ (13.99)

2T T, T2 1 /T \>
anmth-ln( >+N( ot ot ——< "’t> ) : (13.100)

Trot 6 T 60 T2 2 6 T

Die Energie ist damit

E,u(T, N) = _a% In Zyoy = kpT? a% 1 Zyoy
~ NkgT (1 — th — 15620%2) : (13.101)
B,y — NkpT fir T — oo (13.102)
und die spezifische Warme
Crot(T) = %%Emt ~ kp (1 + %) , (13.103)
Crot — kg fir T — oco. (13.104)

Der Energie-Rotationsanteil an der Gesamtenergie und somit auch die spezifische
Wiérme des Rotationsanteils sind unabhéngig vom Volumen V' und vom Druck p.
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Vibration

Im Hantelmodell vibrieren die beiden Atome immer entgegengesetzt zueinander ldngs
des Hantelgriffs. Zur Auswertung verwenden wir deshalb das Modell des eindimensio-
nalen harmonischen Oszillators. Der Einteilchen-Hamilton-Operator der vibrierenden
Hantel ist dann

. R 42 1
vib - om, d_€2 + §mrw2£2 (13105)
r ——
Ekin Epot

mit der Auslenkung & von der Ruhe- bzw. Gleichgewichtslage der beiden Atomen
der Masse m; bzw. ms, der reduzierten Masse m, = my - my/ (m; +my) und der
Vibrationskreisfrequenz w . Die Eigenfunktionen sind

an - Hy(€) - e (13.106)
mit den Hermiteschen Polynomen H,, . Die Energieeigenwerte

1
Evip = hw (n—|— 5) ., n=0,1,23, ... (13.107)

liefern die kanonische Einteilchenzustandssumme

. nal _ghw 1
Zm,b:;e Buo(nts) — =B T (13.108)
weil Y07 ¢" = l%q fiir 0 < ¢ < 1. Schliefslich erhalten wir die kanonische Zu-
standssumme beziiglich der Vibration:
e_ﬁ%w "
Zyip = 1= oo | (13.109)
—Bhw hw
InZyp=—N |In(1—e ™)+ 37 . (13.110)

Aus (13.110) und durch Vergleich mit (13.107) erhalten wir die mittlere Energie der
Vibration wie folgt:

0
B, = 1z 13.111
b B N Zyip ( )
hw-e P Rk e Bhw 1
= N{m*ﬂ = N {m+§} (13.112)
E,py = Nhw ! —i—l = Nhw _—1—1 (13.113)
vib  — eBhw _ 21 n 2| - )

Zur Bestimmung des Energie-Vibrationsanteils an der Gesamtenergie des Systems mit
der Temperatur T verwenden wir die Definition

hw
hw = kBTvib =g Tvib = k'_ , (13114)
B
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so dass . .

vib

er —1

Die spezifische Wéarme des Vibrationsanteils am Gesamtsystem ist damit

Tyib
1 0 Tm‘b e T
vi T = 37 _E'vi = hw - :
C. b( ) N aT b T2 (e% _1>2
T2 e%

wlf) = kg
eT —

(13.115)

(13.116)

(13.117)

Wir sehen, dass auch der Energie-Vibrationsanteil und somit auch die spezifische
Wiérme des Vibrationsanteils unabhéngig sind vom Volumen V' und vom Druck p.

Cvib Vibrationen Crot Rotationen

ket — — — — — kg {- — f————

Tvib T Trot T

Abb. 13.2 Temperaturabhiangigkeit des Vibrations- und Rotationsanteils der spezifischen War-
me eines zweiatomigen Gases. Im Allgemeinen ist T, deutlich gréRer als T).,;. Im klassischen

Grenzfall gilt c,; = kp und ¢t = kB.

Abbildung und Legende aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen

Physik 1V, Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 232.
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13.6.1 Gleichverteilungssatz

Cy
ks

Kklassischer Gleichverteilungssatz

3.5+

Dissoziation

Ts Trot Tviv

T

Abb. 13.3 Temperaturabhingigkeit der spezifischen Warme ¢, eines zweiatomigen idealen Ga-
ses. Reale Gase kondensieren (bei gegebenem Druck) unterhalb einer bestimmten Temperatur
Ts zu einer Fliissigkeit; dies begrenzt die Anwendbarkeit des Modells fiir tiefe Temperaturen.
Bei hinreichend hohen Temperaturen dissoziieren die Molekiile zu Atomen, die dann wieder als
ideales Gas behandelt werden kénnten. Die Skizze ist sehr schematisch: Fiir Wasserstoffgas (Hs-
Molekiile) sind die relevanten Temperaturen T ~ 20 K, T;.ot =~ 85.4 K, Ty, =~ 6140 K.
Abbildung und Legende aus Torsten FlieBbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen
Physik 1V, Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 234.

Variablen (Freiheitsgrade), die in den Hamilton-Operator quadratisch eingehen, lie-
fern jeweils die Energie %kBT.

Beispiele:

Di

)

qi

fiir Translation =
fiir Rotation =
fiir Vibration =
fiir Vibration =

im harmonischen Oszillator =

3 Variablen

fiir Hantel.

———— , 2 Variablen

fiir Hantel.

1 Variable
fiir Hantel.

ot = —pw? % 1 Variable

i

2m’

L i+

260 26
1 .

Ekin:i/“nga
1

E

P 2

1

Zmw?a? .

2mw Qz

fiir Hantel.

Fiir das Modell des zweiatomigen idealen Gases (Hantelmodell) liefern alle sieben
Freiheitsgrade jedes Teilchens jeweils die mittlere Energie %kBT, so dass fiir das Ge-
samtsystem aus N Teilchen gilt:

7
Eges =U= §Nk'BT 54 Cc

1
N

OE(T

orT

)

;kB . (13.118)
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14 Groftkanonische Ensembles

Beim kanonischen Ensemble sind die vorgegebenen dufseren Parameter V', T" und die
Teilchenzahl N, beim grokkanonischen Ensemble hingegen V', T" und das chemische
Potential p. Fiir die Wahrscheinlichkeit eines Mikrozustandes r gilt also

P.(V,E, N) mikrokanonisch
P.=<S P.(V, T, N) kanonisch (14.1)
P.(V, T, ) grofskanonisch

Das chemischen Potential erhalten wir mit kg7 = 1/ wie folgt:

OF
E=TS — N = —— 14.2
S—pV+uN = p=z5 (14.2)
bzw.

E=TS—pV+uN o —T-S=E—pV+uN=-T-kgln@2, (14.3)

) B
o (E oV uN) = —kpT 5= OV, B, N) | (14.4)

10V, E, N
po 10OV, E, N) (14.5)

3 N

Das chemische Potential ist also die Anderung der inneren Energie E pro Teilchen-
zahlanderung eines Systems. Anders gesagt, p ist die Energie, die bendtigt wird, um
einem System ein Teilchen hinzuzufiigen.

14.1 Grofikanonische Zustandssumme allgemein

(T. Fliefsbach, Statistische Physik, 4. Aufl., Spektrum, Seite 190 und folgende)

Die Plausibilisierung der grofkanonischen Zustandssumme Zg; in der allgemeinen
Form soll analog zur Plausibilisierung der kanonischen Zustandssumme (Abschn. 13.1)
wieder anhand eines Modells erfolgen. Gegeben seien ein kleines System A und ein ver-
gleichsweise sehr viel grofseres System B als nahezu unbegrenztes Warmeenergie- und
Teilchenreservoir. A und B sollen so miteinander in Kontakt stehen, dass sowohl ein
Wiérmeenergie- als auch ein Teilchenaustausch stattfinden kénnen. Im thermodyna-
mischen Gleichgewicht besitzt die Aufteilung von Energie und Teilchenzahl zwischen
A und B ihren wahrscheinlichsten Zustand und die Anzahl der zugénglichen Mikro-
zustédnde ist maximal.

Die mikrokanonischen Zustandssummen der Systeme sind jetzt nicht nur von der
Energie sondern auch von der Teilchenzahl abhéngig, so dass wir

Q4(Ea, Na) = Qa(Ey, N;) fiir A,
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QB(EB7 NB) = QB(E - EA, N — NA) bzw. .QB(E - ET, N — Nr) fir B

und
Q(E, N) fur das Gesamtsystem A + B

im Mikrozustand r erhalten. Analog zu (13.9) ist damit die Wahrscheinlichkeit eines
Mikrozustands r im grofkanonischen Ensemble

P(E,, N,) B Qp(E — E., N—N,)
“QA(ET) B ‘Q(Ea N) ’

P = E.<E N, <N |. (14.6)

Jetzt fithren analog zu (13.10) wir die Taylor-Entwicklung von
In 2p(E — E,,n—N,) =In2g(Ep, Ng) nach E, und N, jeweils an der Stelle E,. = 0
bzw. Eg = E und N, = 0 bzw. Ng = N bis zur ersten Ordnung durch:

In 25(E — E,, N — N,)

(14.7)

~ anB(E’ N) . [alDQB:| 'ET— [8111!23
E

.N,
0 Ep 8NB}N ’

Weil nach Voraussetzung das System A gegeniiber dem System B vernachléssigbar
klein ist, verwenden wir dabei jetzt die Ndaherungen

8anB(EB, NB) . alHQB<E, N) (]_48)
dEp 5 OFE ’ ’
aanB<EB, NB) _ 81nQB(E, N) (149)
O Np 5 ON
und erhalten
In2p(E — E,, N —N,)
@hl QB 8111 .QB
~ 1 - - B, — N, . 14.1
n25(E, N) 9 E . N N, (14.10)
Mit Oln (2 1
nisp B .
5E 8= T (14.11)
geméfs (13.5) und mit
3ln 'QB
= — 14.12
N B (14.12)
geméfs (14.5) resultiert schlieflich aus (14.10)
InQ2s(E—FE,, N—N,) ~ InQE, N)—p-E,+pu-N,, (14.13)
Qp(E—~E,, N—N,) = (B, N) e TN (14.14)

Indem wir das System A vernachlissigten, konnten wir ndherungsweise das System
B als das Gesamtsystem mit der Energie F/ und der Teilchenzahl N ansehen, das
im thermodynamischen Gleichgewicht entsprechend (13.5) die mittlere Temperatur
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T und mit (14.12) das chemische Potenzial u fiir das Gesamtsystem und somit auch
fir das System A liefert. Wir setzen (14.14) in (14.6) ein und erhalten analog zum
kanonischen Ensemble die allgeine Darstellung fiir die Wahrscheinlichkeit jedes Mi-
krozustandes im grofkanonischen Ensemble:

QB(E) . e_ﬁ (ET_,U'NT)

b= 2(E)

(14.15)

Unter Beriicksichtigung aller moglichen Energieaufteilungen des Gesamtsystems gilt

Q(E) 4
P.=1= e BEr—uNr) 14.1
Z 2(E) € (14.16)
r LN
Zor

Der Koeflizient 1/Z,; héngt nicht von r ab. In der allgemeinen Form erhalten wir
somit schliefslich

ZT 6_6 (Er—pNy)

P. = =1 = 14.17
z; 7 (14.17)
675 (E'r*;uNr)
P, = — Zustandswahrscheinlichkeit , (14.18)
gk
Zge = Z e P E=1Nr) grofikanonische Zustandssumme . (14.19)

T

14.2 Grofidkanonische Zustandssumme des idealen klassischen
Gases

Weil wir im System A geméf (14.19) unabhéngig voneinander tiber alle Energien bzw.
Energieniveaus F, und iiber alle Teilchenzahlen /N, summieren, schreiben wir diese
Doppelsumme fiir das ideale klassischen Gas vollstandig aus:

Ny

r N,.=0 T =0
_ Z (Z e—ﬁ&) oBHNr (14.21)
N-=0 T
= > ( S e nen ) enhr (14.22)
N,-=0 N ,
ZkEJ,VT)
= Zt(N=0)eP"" + Z, (N =1) e + Z, (N =2) P2 4 ... (14.23)

v ist der Teilchen-Laufindex iiber die Teilchenenergien ¢,, der NN, Teilchen jedes
Mikrozustands r des Systems A. Jetzt setzen wir die kanonische Zustandssumme
Zp = VN/(N! X3¥) des idealen klassischen Gases ein und erhalten mit der Entwick-
lung ¥%_, 2V /N! = e® die grofkanonische Zustandssumme des idealen klassischen
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Gases

N v N L VY v - L[V 5]
Zgp =Y Z(N) "N = Ny ¢ T Zﬁ € : (14.24)
N=0 N=0 N=0
ng’<T7 ‘/7 ,U) = 6)\%65“ ) (1425)
Vs
ImZy(T,V,p) = —e™*. (14.26)

Darin ist A\ = 27wh/v/2mmkpT die thermische Wellenldnge und fiir N, haben wir
vereinfachend N geschrieben.

Zusammenfassende Erlauterungen

O Fiir jede Teilchenzahl N, des Systems A ergibt sich die zugehorige kanonische
Zustandssumme

Zi(Ny) =Y e PBr =N e P (14.27)

T T

Mit dem zugehérigen Faktor e”#Vr erhalten wir daraus

Zw(N,) - eBuNr _ BuN: Z (6_65r,1 I L e—ﬂsr,m) . (14.28)

T

® Die Summe aller Z;(N,) - e’#Vr ist die groRkanonische Zustandssumme
Zge(T, V, 1) Z Zi(N,) - P (14.29)

des idealen klassischen Gases.

® Bei gegebenem Volumen V' und dem resultierenden Energiespektrum {e;} und
unter der Voraussetzung Z}’VOT:O ist Zg, die Summe aller moglichen Produkte
aus den Boltzmann-Faktoren e #7#(E—1) = e=Berns . e die sich durch die
Verteilung von N, Teilchen auf alle zur Verfiigung stehenden Energieniveaus €5
ergeben. Dabei stehen fiir jedes N, aus der Menge N, = 0 bis N, — co immer
alle Energieniveaus von €5 = 0 bis €5 — oo zur Verfiigung. n; ist die Anzahl
der Teilchen auf dem zugehorigen Energieniveau ez . Diese Uberlegung werden
wir noch bei der Herleitung der grofkanonischen Zustandssumme des idealen
Quantengases bendtigen.

14.3 Groflkanonische Zustandssumme des idealen
Quantengases

In Zye = >N o Zr(Ny) - €N ist Zi(N,) beim idealen Quantengas die Summe aller
boltzmann-gewichteten Mikrozusténde r , die den N, Teilchen unter Beriicksichtigung
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der Besetzungszahlen n; der einzelnen, diskreten Energieniveaus €5 zuganglich sind.
Es gilt also

Zp(N,) =) e Pxsmors, (14.30)

Mit der Bedingung
> nge =N, (14.31)
i

und unter Berticksichtigung des Sachverhalts, dass p fiir alle Teilchen gleich ist, konnen
wir dann fiir die grofkanonische Zustandssumme des idealen Quantengases schreiben:

Ty = i Ze—ﬁZﬁ"ﬁwEﬁ.eﬁﬂNr] (14.32)
N.=0 L 7
= i Ze—ﬂiﬁnﬁ,r(aﬁ—ﬂ)] (14.33)
N.=0 L r
= i ZHe—ﬂ”@r(aﬁ—ﬂ)] ) (14.34)
Ne=0L r 7

S e P2pmerEi) st hier also eine Summe aus Produkten von Boltzmann-Faktoren
jeweils fiir eine bestimmte Teilchenzahl N, , was eine Teilchenzahlbeschrénkung unter
dem Produktzeichen bedeutet.

Das Summenzeichen )y _ fithrt insgesamt zur Aufhebung der Teilchenzahlbe-
schrankung bei vorgegebener Anzahl von Energieniveaus ¢z und bei vorgegebenen
Besetzungszahlen nz, in den entsprechenden Mikrozustdnden r . Diese Aufhebung
der Teilchenzahlbeschrankung fiir die groftkanonische Zustandssumme kénnen wir ver-
einfachend bereits im Produkt Hﬁe*ﬁ"@r(eﬁ*“) mit Hilfe der Besetzungszahlen ng,
vornehmen. Aus (14.34) wird dann

Zge =Y [H eﬁnﬁw@ﬁﬂ)] : (14.35)
ro Ly

also eine Summe aus Produkten, wobei jedes Produkt eine der zugénglichen Kombi-
nationsmoglichkeiten beziiglich ny und €5 aus Boltzmann-Faktoren e~ Pmer(E5=1) ohne
Teilchenzahlbeschrankung darstellt. Dieser Ubergang wird in den Veranschaulichun-
gen 1 und 3 deutlich.

Diese Summe der einzelnen, boltzmanngewichteten Mikrozusténde r , also die Sum-
me der Produkte aus den e-Funktionen

e BrELrEm =1 Lo Prmyr(Em i) o= r(Em ) L

liefert ohne Teilchenzahlbeschrankung ein zweites Mal vereinfachend ein Produkt aus
Summen beziiglich jedes einzelnen Energieniveaus ¢z, wie ebenfalls in den Veran-
schaulichungen 1 und 3 zur Herleitung der grofkanonischen Zustandssumme gezeigt
wird. Abschliefend wird in der Veranschaulichung 3 demonstriert, dass dieser Uber-
gang von der Summe aus Produkten zu einem Produkt aus Summen bei gegebener
Teilchenzahlbeschrinkung in den einzelnen Mikrozustéinden r nicht moglich ist.
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Ohne Teilchenzahlbeschrankung in den einzelnen Mikrozustédnden r ist jetzt die
grofkanonische Zustandssumme einfach

Zgp = H [Ze i Eﬁ“] . (14.36)

Quantenzustdnde sind bestimmt durch ihre Quantenzahlen, die auch den Energiezu-
stand beriicksichtigen. Nennen wir die Quantenzahlen in diesem Zusammenhang all-
gemein o . Wenn in einem quantenmechanischen System eine Anzahl g € N > 2 von
Quantenzustidnden zum selben Energieniveau existiert, dann ist dieses Energieniveau
g-fach entartet. Z. B. konnen sich in einem Elektronensystem geméfs dem Pauli-Prinzip
niemals zwei (oder mehrere) Elektronen im gleichen Quantenzustand befinden. Neh-
men wir den Elektronenspin als Observable. Der Elektronenspin kann in den beiden
Zustéanden Spin up mit der Spinquantenzahl 0 = s, = +% =1 oder Spin-down mit der
Spinquantenzahl o = s, = —% =] beobachtet werden. Demzufolge kénnen in einem
Elektronensystem hochstens zwei Elektronen die gleiche Energie besitzen, das eine
Elektron im Zustand Spin up und das andere dann zwangslaufig im Zustand Spin
down. Die Energieniveaus der Elektronen sind also (im Spin) 2-fach entartet, oder
kurz gesagt, der Entartungsgrad fiir Elektronen ist g = 2.

Wenn der Entartungsgrad g fiir alle Teilchen und alle Energieniveaus gleicherma-
fen gilt, finden wir fiir die grofkanonische Zustandssumme des idealen Quantengases
abschlieftend

g
Zk—Ze A5 Mg (e H[Ze "ﬁfﬁ—M] : (14.37)

Warum der Entartungsgrad ¢ in (14.37) im Exponenten steht, wird in der Veranschau-
lichung 2 deutlich. Um unter Beriicksichtigung des Entartungsgrades alle zugénglichen
Mikrozustande bzw. Kombinationsmoglichkeiten zu erhalten, kann man sich namlich
iiberlegen, dass die aus der g-fachen Entartung resultierenden g Anzahlen von Mi-
krozustanden fiir jedes Energieniveau €5 miteinander kombiniert bzw. miteinander
multipliziert werden miissen.

14.4 Mittlere Besetzungszahl 7y der Energieniveaus ¢;

Mit (14.18) ist der Mittelwert einer Groke A in einem grofkanonischen Ensemble
allgemein

B (Er—pNy)

A= ZAP ZA :—ZAe (Er—pNr) (14.38)

ZA e~ B (Er—pNy)
TZ e B (Er—pNy)

T

A= (14.39)

Allgemein haben verschiedene Energieniveaus in einem idealen Quantengas auch ver-
schiedene maximale Besetzungszahlen. Dies beriicksichtigend und ausgehend von
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(14.39) bestimmen wir jetzt die mittlere Besetzungszahl nZ. fiir ein bestimmtes Ener-
gieniveau €5 und fiir einen bestimmten Quantenzustand bzw. fiir eine bestimmte
Quantenzahl o (z.B. fiir 0 = s, = —i—% =7) in einem idealen Quantengas:

1 _ (e
ng, =y ng, b= 7 > ng e PG < (14.40)
T T
g-1 9
an{ 6—571;';1_(8;,1.—#) . Ze—ﬂnﬁi(eﬁi—u) . H Z e—ﬁnﬁ(sﬁ—p)
ng. np; P#D; | npFEng;
= 5 (14.41)
7| g
r 79-1 r 79
Z ng, G Z e P (e5,—1) . H Z e Bns(Es—1)
ng. | "5 i PP | ngFNg, ]
= - - = — (14.42)
Z efﬁn%i(eﬁ'i*/l) . Z efﬁnﬁi(sﬁiﬁu) . H Z efﬂnﬁ(eﬁ‘ju)
ng. | " ] PED: | np7p; ]
S ng PR
=" 14.43
e Z PG AC AN (14.43)
nZ

Py

(14.43), also die Berechnung der mittleren Besetzungszahl eines Quantenzustandes
auf einem bestimmten Energieniveau fiir den Fall, dass verschiedene Energieniveaus
verschiedene maximale Besetzungszahlen besitzen, wird in der Veranschaulichung4
gezeigt. Allerdings haben in Fermionen- und Bosonensystemen alle Quantenzusténde
(und damit auch die Energieniveaus) die gleiche maximale Besetzungszahl, namlich
im Fermionensystem 1 gemaf ny = 0, 1 und

im Bosonensystem oo geméf ny = 0,1, 2, 3, --- — oo . Deshalb vereinfacht sich
(14.43) zu

Z ng - e Pnales—h)
Ny
Z e Bnsler—h) ’
ng

nﬁ:

(14.44)

also zur Formel fiir die mittlere Besetzungszahl eines Quantenzustands auf dem Ener-
gieniveau e eines idealen Quantengases. Wie wir sehen, bezieht sich diese Formel
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ausschliefslich auf einen Quantenzustand auf dem Energieniveau €5 und

e Bnp(es—n)

P,.

7 Zefﬁnﬁ(fﬁfu)
Ny

ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Besetzungszahl n; eines Quantenzu-
stands, weil

(14.45)

M= ng- P, . (14.46)

14.5 Veranschaulichungen

Wegen des Kontakts mit einem Warme- und Teilchenreservoir werden fiir die einzelnen
Mikrozusténde r die Einschrénkungen ), n;e; = E und ), n, = N fallengelassen.
Durch die Boltzmann-Wichtung kann man aber trotzdem die ; und die n; ggf. gegen
unendlich gehen lassen, ohne dass die betreffenden Terme divergieren.

Zur Vereinfachung werden in den folgenden Veranschaulichungen die Grofsen —f
und p vernachlassigt.

14.5.1 Veranschaulichung 1: groftkanonische Zustandssumme 7

Wir betrachten ein Quantensystem, dessen Teilchen die zwei zur Verfiigung stehenden
Energieniveaus £; und e5 wie folgt besetzen konnen:

€1 mit Besetzungszahl ny = 0,1, 2

€9 mit Besetzungszahl n, = 1, 2.

Es resultieren 6 Kombinationsmoglichkeiten als mikrokanonische Zustandssumme:

Q:Z1:1+1+1+1+1+1:6.

Diese 6 Mikrozustdnde r des Ensembles miissen jetzt jeweils mit den zugehorigen
Energien der mehr oder weniger besetzten Quantenzustédnde geméis

ng —_ Z 6*525 ngr(Ep—H) = ng — Z eZi Nir€i Z eE'r
T T T
boltzmanngewichtet werden:
>
-
— 6051+1€2 + 60€1+2£2 + 61£1+152 4 6151+2€2 + 62€1+1£2 + 62£1+252
— 6051 6162 + 6061 6252 + 6151 6162 4 6161 6262 + 6261 6152 + 6251 6252
Ausklammern liefert:

— 6081 (6182 + 6282) + 6181 <6152 + 6252> + 6281 (ele’;‘z + 6282)
— (60-51 4 61-51 4 62'51) . (61-52 4 62-52)

= HZ@’“‘”’ . O
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14.5.2 Veranschaulichung 2: 7 ; bei Entartungsgrad g = 2

In der Veranschaulichung 2 verwenden wir das gleiche Quantensystem wie in der Ver-
anschaulichung 1, allerdings mit dem Unterschied, dass jedes Teilchen jeweils einen von
zwei verschiedenen Quantenzustédnden annehmen kann, z. B. einen der verschiedenen
Spinzustiande Spin-up, Spin-down oder eine von zwei verschiedenen Polarisationen
(Helizitaten). Die Quantenzustidnde seien unabhéngig voneinander und die Teilchen-
energien seien unabhéngig von den Quantenzustdnden. Jedes Energieniveau kann also
mit Teilchen besetzt werden, die sich unabhéngig voneinander entweder in dem einen
oder in dem anderen Quantenzustand befinden, was den Entartungsgrad g = 2 be-
deutet.

Die Besetzungszahlen fiir den einen Quantenzustand bezeichnen wir mit ny und die
des anderen mit ny . Die Unterscheidung erfolgt also durch die Tilde. Werden jetzt
die 6 Mikrozusténde r fiir den einen Quantenzustand mit den 6 Mikrozusténden r fiir
den anderen Quantenzustand kombiniert, so ergeben sich

N=6-6=62=6% =236

Mikrozustdnde bzw. Verteilungsmoglichkeiten r als mikrokanonische Zustandssumme.
Durch Boltzmann-Wichtung dieser 36 Mikrozustdnde r erhalten wir analog zur Ver-
anschaulichung 1 die grofkanonische Zustandssumme fiir den Entartungsgrad g = 2 :

3o

.

(6051+182 _'_6081+262 +€161+152 +6151+282 _'_6281+162 +€251+252>
. (eﬁsl ez 1 gher ler g e Jler  JTer Do o e Ter | e 6252)
Ausklammern in jedem der beiden Faktoren liefert schlieflich:
_ <€0.g1 Lelen 4 62-51> , (61-52 I 62-52>
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14.5.3 Veranschaulichung 3: grofikanonische Zustandssumme ohne und
mit Teilchenzahlbeschrankung

Jetzt betrachten wir ein Quantensystem, dessen Teilchen die drei zur Verfligung ste-
henden Energieniveaus €1, €5 und €3 wie folgt besetzen kénnen:

€1 mit Besetzungszahl n, = 2,3
€9 mit Besetzungszahl ny = 1,2, 3
€3 mit Besetzungszahl n3 = 0, 1.

Es resultieren 12 Kombinationsmdoglichkeiten bzw. Mikrozusténde als mikrokanonische
Zustandssumme. Ohne Beschrinkung auf eine feste Teilchenzahl N = ). n, erhalten
wir daraus die grofkanonische Zustandssumme wie folgt:

E efr
.

_ 6251 1526053 +e251 2526053 —|—€2€1 3e2 Oes

(& (& e ‘e
+ 625161526153 + 625162526153 + 6251 63526153
4 63816162 6063 4 63616262 6053 4 63616362 6063
e e (&

+6351 1826183 +€3£1 2526153 +€351 3eo lesg

e
— 6261 (61626063 + 62626063 4 63626063 + 61626153 4 62526153 4 63526163)

+ 6381 (61826053 + 62526053 + 63526053 + 61526153 + 62626183 + 63526153)
= (& 4 e) [6053 (€122 4 €22 4 €3%2) 4 ¢! (el 4 222 1 6382)]
— (6251 + 6351) . (6152 + 6252 + 6352) . (6063 + 663) — H E enici
) n;
= H E em €t [
7 ng

Mit Beschrdankung auf beispielsweise die feste Teilchenzahl N = 5 sind von den oben
aufgefithrten 12 Mikrozustdnden nur noch 4 Mikrozustdnde realisierbar, die die fol-
gende Zustandssumme ergeben:

62816382 6063 + 628162826163 4 63616282 6063 + 636161626163

— 6281 (6352 6083 4 62826183) +€3€1 (62626063 4 61626163)
NS -~ g NS ~ v

A B

Weil A # B, ist ein weiteres Ausklammern nicht mdglich und somit > efr #
[[; >, e"e . Wie wir sehen, gilt (14.37) nur ohne Teilchenzahlbeschréinkung.
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14.5.4 Veranschaulichung 4: mittlere Besetzungszahl n;

Mit der Veranschaulichung4 verifizieren wir (14.43). Dafiir verwenden wir wieder das
nicht entartete Quantensystem der Veranschaulichung 1. Der Entartungsgrad ist so-
mit g = 1, so dass A in (14.40) nicht auftritt. Die mittlere Besetzungszahl 7y fiir
das Energieniveau £; mit den Besetzungszahlen n; = 0, 1, 2 erhalten wir mit der
grofskanonischen Zustandssumme der Veranschaulichung 1

ng — 6051+152 4 6051+252 =+ 6151+152 + 6151+252 4 6251+152 4 6251+252

wie folgt:

Z 1
nﬁi = nﬁiﬂ" : PT Ea— g nﬁi’r . 6_’8 Zﬁ np,'r(sp_:“‘) =
r ng r

E Ny, - @2 M
— r
E nir- Pr =
GZZ Nj,r-€4
” E
T

0 . 6061—‘1-162 + 0 . 6061—‘1—262 + 1- 6161—‘1—162 + 1- 6161—‘1—262 + 2. 62€1+1€2 + 2. 62€1+2€2
60€1+182 + 6081+262 + 6181+1€2 + 61€1+282 + 6281+182 + 6281+2€2

O . 6051 6152 + O . 6051 6252 + 1 . 6161 6152 _|_ 1 . 6161 6252 + 2 . 6251 6162 + 2 . 6261 6252

(60-81 + 61-81 + €2~61) . (61'62 + 62-82)

(0 . 60.51 +1- 61-51 +2. 62-81) . (61'82 + 62.52)

n, =
1 (e0e1 + eler 4 e2er) . (elez 4 ¢2e2)
0-e¥t 4 1-ele1 2. 24
o (60'81 + 61'€1 + 62-51
E ny - e"e
o= — O

n
niey
Z e
ni
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14.6 Fermionensystem

© Fermionen besitzen die Spin-Quantenzustinde

—l—% =:1 (Spin-up)
o=3s,= . (14.47)
=:] (Spin-down)

1
2

® Das Pauli-Prinzip besagt, dass sich in einem Fermionensystem niemals zwei
Fermionen im gleichen Quantenzustand befinden diirfen. Somit ist die Beset-
zungszahl eines Quantenzustands von Fermionen

0
ny = { : (14.48)

® Die Teilchen- bzw. Fermionenenergie hinge nicht vom Spin s, ab.

O Deshalb ist geméf (14.37) in einem Fermionensystem die Zustandssumme

Zy =[] e PG oG] [en?Gmm g e ?lamt] o (14.49)

p

Zu=]] [1 + e—ﬁ@ﬁ—“)r. (14.50)

p

® Die mittlere Besetzungszahl n_;; eines Quantenzustands mit der Energie 6;»2 = &5
heift auch Fermi-Dirac-Verteilung oder kurz Fermi- Verteilung (Abb. 16.1). Fiir
einen bestimmten Quantenzustand s, ist geméf (14.43) bzw. (14.44) die Fermi-
Dirac-Verteilung

— (1451
H [efﬁ(stfu)o_}_e 6(5-:#7#)-1] [676(6; ,u)0_|_e 6(&_7#) 1i| ( )
7
PO B ()
o Uoe rle ¢ (14.52)

P 676<€f_’5 7”)'0 + 675<Ef{' 7‘u>.1 1 + eiﬂ<€;’f 7“)
Nach Ausklammern des Zéhlers aus dem Nenner und Kiirzen erhalten wir ab-
schliefsend die Fermi-Dirac-Verteilung fiir Fermionen mit dem Spin s, = +% oder

S, = —% in Abhéngigkeit vom Energieniveau €5 und von 3 bzw. der Temperatur:
Ty L (14.53)
Mg = ————— . )
. Alern) +1

O Das grofskkanonische Potential fiir das Fermionensystem ist

JT,Vip) = —kgT-WZy = —ksT-23 In [1 e fem] (14.54)
P

= E-TS—uN=—-pV. (14.55)
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Veranschaulichung der grofikanonischen Zustandssumme eines idealen Fer-
mionengases:

Die Teilchenzahl ist nicht beschréankt, d. h., die Teilchenzahl liegt von vornherein nicht
fest. Das System biete die Moglichkeit zur Besetzung von zwei Energieniveaus €5, also
mit den Indizes p'= 1, 2. Energie und Spin seien voneinander unabhéngig. —f und g
im Exponenten der Boltzmann-Faktoren werden zur Vereinfachung nicht angeschrie-
ben. Die Besetzung der zwei Energieniveaus mit Fermionen (unter Beriicksichtigung
des Pauli-Prinzips) ermoglicht 4 - 4 = 16 Mikrozusténde (Verteilungsmoglichkeiten) r
fiir das System, wie auch aus Abbildung 14.1 hervorgeht.

&

€

€

€

&

€

€

€

EIEIEIE
EDEDEDED
dDdDd pdD
ETDHEDE D@D

Abb. 14.1 Fermionensystem mit den zwei zuganglichen Energieniveaus 1 und 5. Nach oben
gerichtete Pfeilspitzen symbolisieren den Spin-up und nach unten gerichtete den Spin-down der
Fermionen.

Die mikrokanonische Zustandssumme ist also {2 = 16 .
Die grofskanonische Zustandssumme erhalten wir wie folgt:

Zgp = § ekr (14.56)
T
— €0€1+062 + 6181+0€2 4 €1€1+062 + 6181—‘1-181
4 60€1+1€2 T el€1+1€2 4 6181+152 + el€1+181+1€2
_|_€Oal+152 + elaﬁ-lag + elaﬁ—lag + elel-l—lal—i-lag

+60€1+162+162 + 6161+1€2+162 4 €1€1+162+162 + 61€1+1€1+162+162

14.57
= ¢ + et + e + et ( |
+ e52 + 661+62 + e€1+62 + e2€1+62
+ 652 + €€1+52 + e€1+62 T 6251+52
+6262 + 651+252 + 681+2€2 + €2€1+2€2 (1458)
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ng = E EET
T
— e0 + 681 + 651 4 6281
4+ €2 fefl.ef2 el 4 6251 . €52
£9 €1 , ,€2 €1, €2 €1, p€2
+e + e e +e e + e? e

4 6252 + 681 . 6262 4 661 . 6252 4 6261 . 6252

= 14 2 + *
+ 252 4 €22 4 4eft . 02 4 2% . 72 - et . %2 21 . 22
(14.59)

Mit Hilfe der Polynomdivision klammern wir 1 + 2¢°! + 2! aus der Summe (14.59)
aus und erhalten schlieflich

E Er
ng = €
r

— (1 + 2€° + 6251) . (1 + 2e%2 + 6262) =(1+ 661)2 (1+ 682)2

— H (1+e7)? .0 (14.60)

P
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14.7 Bosonensystem

O Fiir Systeme aus Bosonen mit s, = 0 bzw. dem Entartungsgrad ¢ = 1 und mit

124

den Besetzungszahlen ny = 0, 1, 2, 3, ..., d. h. ohne Teilchenzahlbeschrankung,
gilt

Zge= ] D ePlerrim. (14.61)
17 nﬁ:O

Wegen 0 < e #E#) = ¢ < 1 kénnen wir die Schreibweise fiir die geometrische
Reihe

w1 1
D 0= Pl B o (14.62)

auf (14.61) anwenden und erhalten einen deutlich vereinfachten Ausdruck fiir
die groftkanonische Zustandssumme des Bosonensystems:

1
Zo= [l - (14.63)

Fiir Bosonen mit dem Spin s = 1 und den daraus resultierenden drei Spinquan-
tenzahlen s, = —1, 0 und 1, also mit dem Entartungsgrad g = 3, ist folglich die
grofskanonische Zustandssumme

1 3
Zgp = H [—1 — (Eﬁ_u)} : (14.64)
p
Durch Einsetzen der Besetzungszahlen ng flir einen Quantenzustand auf dem

Energieniveau ¢, erhalten wir die mittlere Besetzungszahl bzw. die
Bose-FEinstein- Verteilung ny, dieses Quantenzustands geméfs (14.41) wie folgt:

Znﬁl e_ﬁ(ET_NNT) Znﬁz e_B(ET_)u‘NT)
T '

Ny = 7 = . (14.65)
g o0
H Z e Ples—nng
I nI;:O
. Znﬁze 6(5171 N)npz
nﬁi:O
= _ (14.66)
L3 e ennm,
03 g e e
— i T . (14.67)
””1_6*5(%1 i



Sowohl im Z#hler als auch im Nenner von (14.66) steht (jeweils) ein Produkt aus
Summen. Jede dieser Summen ist ein Faktor. Diejenigen Faktoren, die im Z&h-
ler und Nenner gleich sind und sich deshalb wegkiirzen, wurden durch Punkte
symbolisiert. Wie im Nenner, so vereinfachen wir jetzt auch den Ausdruck im
Zahler von (14.67) durch Anwendung der Formel fiir die geometrische Reihe:

L B —wny, — — 2 —B(ep; —m)ngp,
Z ng € # 3 o Z e K (14.68)
nﬁi:O nﬁi:O
1 0 1
- - 14.69
5 8# 1 —e /B(Epl N) ( )
e_B(apz_M)
= (14.70)

e Bles;—1)
i = . (14.71)
1 _ e B

und nach Wegkiirzen auch der durch Punkte symbolisierten (im Zéhler und
Nenner gleichen) Faktoren

e~ Bles;—1)

nﬁi = W . (1472)

Nach Ausklammern des Zahlers aus dem Nenner und Kiirzen erhalten wir ab-
schliefsend die Bose-Einstein-Verteilung fiir Bosonen in Abhéngigkeit vom Ener-
gieniveau €7 und von 3 bzw. der Temperatur:

o= . (14.73)

O Das grofkanonische Potential fiir das Bosonensystem ist

J(T,V, p) = —kpT - InZy (14.74)

= —kpT-g- Zln{ — aeﬁ—m} (14.75)

JT,V,p) = kpT-g-y In[l—e ] (14.76)
2

= E-TS—uN=—pV. (14.77)
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15 Thermodynamisches Gleichgewicht, Entropie und
Temperatur

(Nach Torsten Fliefsbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
4. Aufl., Spektrum, Seite 66 und folgende.)

Wir verwenden in diesem Abschnitt das gleiche Modell wie fiir die Herleitung der
allgemeinen Form der kanonischen Zustandssumme (Abschn. 13.1). Dort wurde fol-
gendes festgestellt:

e Im thermodynamischen Gleichgewicht besitzen alle 2(E) Mikrozustande des
Gesamtsystems die gleiche Wahrscheinlichkeit

1

P=— P=1. 15.1
= 2 Z (15.1)

e Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Wahrscheinlichkeit P fiir eine be-
stimmte Energieaufteilung £' = E4 + Ep
_ Qu(En) - 2p(E — Ey) _ Qu(En) - 25(Ep)
0 0 '

P(E.) (15.2)

e Das Produkt
24(Ea) - 2p(Ep) (15.3)

ist die Anzahl der Mikrozustédnde des Gesamtsystems mit vorgegebener Ener-
gieaufteilung in F4 und Ep.

Fiir die mikrokanonische Zustandssumme gilt

1
N VN E5'3N

QFE)=c¢ N N

mit f = 3N Freiheitsgraden und v = 1/2. Aus Gleichung (15.2) folgt mit Glei-
chung (15.4)

=c-E"/ (15.4)

lnP(EA) = IHQA(EA)+IDQB<E—EA)—IHQ(E) (155)
InC

mit nQ(E) =l (c- B"/) =lnc+~yf-mE =
= Inca+7yfa-mEs+Incg +vfp-In(E— E4) —InC (15.6)
mit Incy +Incg —InC = const =

ImnP(Ey) = ~vfa-InEs+~fp-In(E— E4)+ const . (15.7)
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In W(Ea)

Yy falnEp

L e

S
>

-~
~
-—

-

Abb. 15.1 Die Funktion InW(E4) =1In P(E4) hat im Definitionsbereich 0 < E4 < E genau
ein Maximum. In der Umgebung des Maximums kann sie durch eine Taylor-Reihe angenahert
werden.

Abbildung und Legende aus Torsten FlieBbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen
Physik IV, Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 68.

Fiir das Maximum der Wahrscheinlichkeit P(E4) am Punkt E, gilt

d
W P(Ey| Lo=2a_ s (15.8)
dEy, = E. E—E,

Daraus folgt mit der Anzahl der Freiheitsgrade f die wichtige Beziehung

Ey E-E4 Ep
A A_B (15.9)
fa /B /B
Sie zeigt, dass die Energie pro Freiheitsgrad in den Teilsystemen gleich ist. Die zweite
Ableitung von P(F4) an der Stelle E, ist

2

d

b owp@my| =-Ma__afs (24 2)s)) (15.10)
d B3 . Ea  (E—E») E,  Eg

Mit den Gleichungen (15.8) und (15.10) filhren wir jetzt die Taylor-Entwicklung von
P(E4) an der Stelle Ey, also im Maximum von P(FEy4) bis zur zweiten Ordnung durch:

— dln P(E _
InP(Ey) ~ lnP(Ey) + I;T(AA)  (E-Ex)
Ex

—_———
=0

+1 d21nP(EA)
2 dE?

(E-Ex)° (15.11)

Ea

2
5
=
S
|
I

(E-Ex)° (15.12)

InP(Es) ~ InP(E,s) — (15.13)
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Mit der verwendeten Definition

1 vfa VB
= L0y (15.14)
AR EL Eg

erhalten wir aus Gleichung (15.13) die Gauf-Verteilung von P(FE4) mit der Symmetrie
um das Maximum an der Stelle E4, dem Mittelwert von FE4:

(B
P(E)) = P(E,)-e >4 . (15.15)
Die Breite der Gaufs-Verteilung ist
1 1 E4
AE, = < = . (15.16)
v afs [afa VI
E. Eg Ex
1012

W(EA) /\
anderer MaBstab \

1 EA/Ea

0 Ea E Ea

Abb. 15.2 Die GauR-Funktion W (E4) = P(E4) ist so schmal, dass sie als Strich erscheint. Der
vergroRert gezeichnete Ausschnitt (in anderem Malstab) illustriert, dass die Breite tatsichlich

viel kleiner als die gezeigte Strichstarke ist.
Abbildung und Legende aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen
Physik 1V, Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 69.

Fiir groke Anzahlen von Freiheitsgraden f4 = 3N, z.B. f4 = 10%*, wird die relative
Breite der Verteilung mit

AE 1
4 ~ 10712 (15.17)
Ey4 Vfa

sehr scharf. Das aber bedeutet, dass sich fast alle der

2(Ea) - 2(Ep) = P(Ea) - 2(E)

Mikrozustinde in einem sehr schmalen Bereich um das Maximum bei E4 = E 4 ver-
teilen. Mit anderen Worten, das thermodynamische Gleichgewicht wird entsprechend
der Gleichung (15.3) bestimmt durch

24(E4) - 25(F — E4) = maximal = (15.18)
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In(24025) =In24(E4) +1In25(F — E4) = maximal (15.19)
fir By = E, . (15.20)

Wir definieren jetzt fiir ein System im Gleichgewicht die Entropie S durch
S=S(E,V,N):=kg-In2(E,V,N) (15.21)
und die absolute Temperatur 7' durch

1 1 9S(E,V,N)

TSTEVN el (15.22)

(2 ist hier die mikrokanonische Zustandssumme des betrachteten Systems bzw. Teil-
systems. Die Anwendung dieser Definition auf Gleichung (15.19) (kanonisches Sys-
tem, d. h. mit Warmeenergieaustausch) liefert fiir die Entropie im thermodynamischen
Gleichgewicht

k’B -In (QAQB) = kB . IHQA(EA) + ]{,’B : IHQB(E - EA) =

= S(Ea) = Sa(Es,N,V)+ Sp(E — E4,N,V,) =maximal.  (15.23)

Wir erkennen an S(E4) = kgln 2 = kgln (24 - 25) = Sa+ Sp, dass die Entropie in
zwei Teilsystemen mit 24 - 25 = (2 additiv ist.

WEeil die Entropie im thermodynamischen Gleichgewicht maximal ist, gilt mit
E—-F,=FEp

0S(Ea)  OSa(Ex) 9Sp(E— Ey)

= 15.24
BV 2B, | 0E, (15.24)
0S4(Ex)  0Sp(Ew) d(E— Ey)
— . 15.2
9B, | 0B, dE, (15.25)
——_———

OS(E4) 0Sa(E4s) 0Sp(Ep) 1
_ _ Lo, 15.2
OF 4 OF 4 OF 0 (15.26)

Aus Gleichung (15.26) resultiert schlieflich geméf der Gleichung (15.22)

9Sa(Ea)  0Sp(Ep) 1 1 1 L
= e ===y = Ta=Ts=T. (15.27)

Wie man sieht, ist die Temperatur im thermodynamischen Gleichgewicht in den Teil-
systemen gleich.

Abschliefsend zeigen wir, wie die Temperatur die Energie pro Freiheitsgrad angibt.
Aus der Definition der Temperatur durch die Gleichung (15.22) erhalten wir

1 0s 0 1 0

und aus Gleichung (15.4)

QE)=c-E" o InE)=khc+~yf-InE. (15.29)
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Einsetzen von Gleichung (15.29) in die Gleichung (15.28) ergibt schliefslich

10 0 S
kBT——aEan(E)—aE(lnc—I—yf InFE) = T © (15.30)
E E 2 F

Fiir ein System im thermodynamischen Gleichgewicht gelten u. a. die folgenden zehn
Feststellungen:

1]

[10)
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Grundlegendes Postulat der statistischen Physik:
Alle zugénglichen Mikrozusténde r in einem abgschlossenen System im Gleich-
gewicht besitzen die gleiche Wahrscheinlichkeit P. = 1/€).

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Energie bzw. der Energieniveaus des klei-
nen Teilsystems A ergibt eine sehr schmale, symmetrisch zum Mittelwert E, bzw.
zum Maximalwert P (E, ) gelegene Gaufkurve. Fast alle (statistisch mdglichen)
Mikrozustiande von A liegen also beim Mittelwert E,, so dass makroskopisch nur
die Energie E, erscheint.

Die Energie teilt sich durch den Warmetausch so auf, das die Anzahl der mog-
lichen Mikrozustdnde maximal ist.

Die Gleichgewichtsbedingung beim Warmetausch ist

Ea/fa=Ep/f5.
Die Energie pro Freiheitsgrad in den Teilsystemen ist folglich gleich.

0. Hauptsatz der Thermodynamik:
Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Temperatur in den Teilsystemen
gleich.

Die Temperatur gibt die Energie pro Freiheitsgrad an geméfs
kT = % - E/N.

T = 0 heiftt der absolute Temperatur-Nullpunkt.

Die Entropie S(E, N, V) = kp-In 2 ist ein Maf fiir die Unordnung eines Systems.
Sie ist deshalb im thermodynamischen Gleichgewicht maximal.

Die Entropie ist beziiglich der Teilsysteme (eines Gesamtsystems) additiv.

3. Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches Theorem):
Entropie S — 0 fiir T"— 0 .



Teil ITI

Quantengase und spezielle Systeme
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16 Ideales Fermi(onen)-Gas groftkanonisch

Im idealen Fermi-Gas ,lebt“ jedes Fermion, z. B. Elektron oder Nukleon, im 3-dimen-
sionalen Ortsraum und im 3-dimensionalen Impulsraum, also im 6-dimensionalen Pha-
senraum.

16.1 Fermionenzahl N im Volumen V

Das Zustandsanzahl-Integral der zugénglichen Mikrozustande (Kombinationsméglich-
keiten beziiglich der drei quantisierten Impulskomponenten) fiir ein Teilchen bzw. fiir
jedes Teilchen ist gleich dem Volumen des positiven Oktanten der 3-dimensionalen
Impulsraumkugel mit dem Radius p = v/2me.

Beziiglich der Anzahl der Mikrozusténde in einem mikrokanonischen Ensemble ent-
nehmen wir aus (12.27) fiir ein Teilchen (Einteilchensystem)! im dreidimensionalen
Orts- und im dreidimensionalen Impulsraum, also fir N = 1

1 P 1 L.\ v
- .d ——PBn=(=-Zdp| = d3p . 16.1
(2 n) g " (2 h p) (2wh)3 b (16.1)

Bei der Bildung des Zustandsanzahl-Integral der Mikrozusténde fiir ein Teilchen als
grofkanonisches Einteilchenensemble, miissen wir beriicksichtigen, dass die Energie
nicht beschréankt ist. Wir lassen deshalb im Integral die obere Integrationsgrenze gegen
unendlich gehen und erhalten mit

p=2me = L= G (16.2)

das gesuchte Zustandsanzahl-Integral in Kugelkoordinaten, also gemif d®p = 47p? dp ,

'Es werden hier auch Mikrozustinde mit Energien kleiner als die Systemenergie beriicksichtigt,
auch wenn die Systemenergie (innere Energie) im mikrokanonischen Ensemble konstant ist. Dieses
Vorgehen wird aber nicht zu nennenswerten Fehlern fithren, weil wir von Einteilchensystemen, die in
der statistischen Realitdt kaum eine Rolle spielen und nur als Modell zu verstehen sind, zu Systemen
mit sehr grofter Teilchenzahl iibergehen werden.
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wie folgt (vgl. Kap. 8):

—+o00 —+o00

1 \%4
oo Y T 63
v [
= (27171)3/47Tp2 dp --- (16.4)
0
\%4 r m
= — [ 4m?=de --- 16.5
(27Th)30/ o de (16.5)
v 9
= W/Zlﬂ'm\/ 2m€d€ (166)
0
1 “+o00 V [e%¢)
— 00 0

Dies gilt fiir alle N Teilchen bzw. Fermionen im Volumen V. Aber jeder sich aus
(16.7) ergebende Mikrozustand kann nach dem Pauli-Prinzip nur hchstens von einem
Fermion mit dem Spin s, = % =:7 und einem Fermion mit dem Spin s, = —% =l
besetzt werden und das jeweils mit der relativen Wahrscheinlichkeit bzw. mit der
mittleren Besetzungszahl

— 1

Nyp=T;="n

Das bedeutet, dass wir hier nur die 3-dimensionale Impulsraumkugel im 3-dimensiona-
len Ortsraum verwenden diirfen und dass folglich (gleichsam im Einteilchensystem)
die korrekte Boltzmann-Abzihlung keine Rolle spielt bzw. gleich eins ist.? Mit der
Masse m eines Fermions ist folglich die Anzahl der Fermionen in einem Volumen V

N = 2. (27‘%)3 /47rv2m3\/g~n(5)-d5 (16.9)
0
2m3 00_ 1
- eV [ e (16.10)
0
2m3 T 3
0

Weil die mittlere Besetzungszahl immer jeweils nur fiir einen Quantenzustand gilt,
wird durch den Faktor 2 in (16.9) berticksichtigt, dass mikrokanonisch jeder ,Einteil-
chenmikrozustand“ mit zwei Fermionen unterschiedlichen Quantenzustands (Spins)
besetzt werden kann, also den Entartungsgrad g = 2 besitzt.

2Es bleibt zu kliren, wie sich die Tatsache, dass mehrere Kombinationen aus 3 Impulskomponen-
ten dieselbe Energie ergeben (auf einer Impulsraumkugeloberfliche liegen), mit dem Pauli-Prinzip
vertrdgt. Denn auch bei der Herleitung der mittleren Besetzungszahl sind wir nur von den Energie-
niveaus und nicht von den Kombinationen der Impulskomponenten ausgegangen.
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16.2 Zustandsdichte D

Die Zustandsdichte D(e) ist die Anzahl der Einteilchenquantenzustédnde pro Energi-
eintervall und resultiert aus (16.7) und (16.10). Unter Beriicksichtigung des Entar-
tungsgrades g = 2 fiir Fermionen durch den Faktor 2 liefert dann das Integral

[e.9]

L 3 P Oo7r m3y/ede ---
§/ol = 2 G /4 V2mdy/ed (16.12)

7r2h3 V/a
0

formal die Anzahl der Quantenzustéinde, die von den N Fermionen geméfs ihrer mitt-
leren Besetzungszahl n(e) besetzt werden. Die Anzahl der Quantenzustidnde, die von
nur einem Fermion besetzt werden, ist somit formal

0

7

[SIE

de - (16.13)

117 1 Vo [
N.Q.g/d?’n... = 5 7r277; .v/gé.dg... (16.14)
0 0
_ /%VW de .- (16.15)
0

= /D(s)-ds e (16.16)

denn

7r2h3 8§-d€:/n e)-D(e)-de=1. (16.17)
0

n(e)- D(¢), also mittlere Teilchenzahl pro Einteilchenquantenzustand mal Anzahl der
Einteilchenquantenzustinde pro Energieintervall, ist gleich der mittleren Teilchenzahl
pro Einteilchenenergieintervall und das Integral dariiber nach der Einteilchenenergie
liefert folglich das eine Teilchen, also die Teilchenzahl 1.

Die (Einteilchen-)Zustandsdichte im idealen Fermi-Gas

N[

8wV (2m?)

[NIES

(16.18)

€

ist unabhéngig von der Temperatur 7T'.
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16.3 Mittlere Einteilchenenergie £ und Gesamtenergie F

Aus der Gesamtenergie F des idealen Fermi-Gases erhalten wir unter Verwendung
von (16.17) die mittlere Einteilchenenergie mit

E _
€= N = /n(a) -D(e)-e-de (16.19)
0
°°_ V 2m3 1
= /n g)- N o € e de (16.20)
0
17 N
£ =5 n(e)-V s €1E de . (16.21)

Damit ist die Gesamtenergie des idealen Fermi-Gases aus N Teilchen

E=N-& = N/@‘D(a).e-dg (16.22)
0
00_ \/2m3 1
E = /n(s)-V s S de . (16.23)
0

16.4 Die Fermi-Energie cp

O Die Fermi-Energie e ist die obere Grenzenergie der Fermionen in einem System
bei "= 0 (Abb. 16.1). Wir werden sehen, dass die Fermi-Energie ep der Wert
des chemischen Potentials p bei T' = 0 ist.

® Bei T = 0 besitzt ein Fermionensystem keine thermische Energie, so dass alle
Quantenzustiande von null aufwérts bis zur Fermi-Energie, also im Energiebe-
reich 0 < e < ep, (vollstdndig und liickenlos) besetzt und alle Quantenzustande
im Energiebereich € > ¢ komplett unbesetzt sind.

® Demzufolge ist bei 7' = 0 im Energiebereich 0 < € < ep die mittlere Besetzungs-

zahl n(e) = 1 und im Energiebereich € > e ist die mittlere Besetzungszahl dann

n(e) = 0. Wir sehen, dass die Funktion m = n(g) bei T' = 0 eine Stufenfunktion
bzw. Thetafunktion ist. Bei ¢ = e besitzt sie die sog. Fermi-Kante (Abb. 16.1).

_ 1 ) ( >
lim n(e) =lim ——— =0 0fiird "~ T
) e eFsT 41 E>p
T=0 —
— n(e) = (16.24)
— 1
: L B <
lim n(e) =lm ———=1 1 fiir =67
e<p e<p er"B + 1 ) L £ < /‘L

Aus (16.24) entnehmen wir aufserdem, dass das chemische Potential fiir T — 0
gegen die Fermi-Energie ¢ geht.
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O Fiir T > 0 gilt an der Stelle e = p

— 1 1 1
— = =, 16.25
n<€) ek;T 1 1+1 2 ( )

Zunéachst bestimmen wir die Gesamtfermionenzahl N in einem idealen Fermi-Gas.
Dies ist sehr einfach, wenn wir mit (16.4) und n(e) = 7y fir (16.9)

V

N= Grhy

/47Tp2 Ty - dp (16.26)
0

schreiben und dann unter der Bedingung 7" = 0 entsprechend 77 = 1 in den Grenzen
von € = 0 bzw. p = 0 bis € = ¢p bzw. p = pp integrieren. Dabei verwenden wir

er =p%/(2m) & pr=+2mep:

PFr pPF
V [ — 2V 2
N =2 (27Th)3/47rp ‘ngy-dp = k)’ 47T/p dp (16.27)
0 0
AVARY s
\%
= m-(zm@)% (16.29)
vV o\3
& N3 o= (W) dmep . (16.30)

Durch Aquivalenzumformung erhalten wir daraus schlieslich die Fermi-Energie

er =cep(N, V) = (37%)F - - (ﬁ)g x (ﬂ) — 0. (16.31)

wlno

2m \V v
V/N bezeichnen wir hier als Teilchendichte oy .

Wenn fiir die Temperatur eines idealen Fermi-Gases kg1’ = kg T = cp gilt, dann
hat dieses Gas die sog. Fermi-Temperatur

Tp =L (16.32)
kp

Die Fermi-Temperaturen z. B. der Metalle liegen ungfihr zwischen 10* K und 10° K.
Sie sind also sehr hoch im Vergleich zu unserer Umgebungstemperatur von ca. 3-102 K.
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16.5 Berechnung des chemischen Potenzials 1 und der Energie
E eines idealen Fermionengases

(In Anlehnung an Thorsten Fliefbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoreti-
schen Physik IV, 4. Auflage, Elsevier - Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen - Hei-
delberg, 2007, Seite 276 und folgende. Siehe auch ,Sommerfeld-Entwicklung” in Nol-
ting, W., Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, Springer-Lehrbuch,
5. Auflage, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 2005, Seite 190 bis Seite
192.)

In diesem Abschnitt werden wir gelegentlich die folgende Abkiirzung verwenden:

vV 2m3

m2h3

=C. (16.33)

Wir betrachten zunéchst (16.17) und (16.19) allgemein fiir verhdltnisméafig niedrige
Temperaturen entsprechend

kT < ep ~ kp10°K, (16.34)

wie sie in Festkorpern iiblicherweise herrschen. Dabei schreiben wir sowohl fiir die
Funktion D(e) als auch fiir die Funktion ¢ - D(¢) verallgemeinernd f(e) und erhalten
so das Integral

/dg n(e) f(e) . (16.35)

Die Fermi-Verteilung bei T' = 0 bezeichnen wir als die Thetafunktion

1 fire<uy,

n(e, T=0)=0(u—c) = { (16.36)

0 fire>p.

nE)beiT =0 n(E)beiT #0

)
T+

\\
Er € N\ I;L £
\
\
]

Abb. 16.1 Die Fermi-Dirac-Verteilung (mittlere Besetzungszahl) links bei 7' = 0 und rechts
bei T' # 0. Die Funktion n(x) = n(e) — ©(u — ¢) ist gestrichelt dargestellt, wobei ihr nach rechts
abfallender Ast mit der Funktion n(g) zusammenfallt.

Abbildung aus Torsten FlieBbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 279.

Bei Temperaturen T > 0 stellen wir eine ,,Aufweichung” der Fermi-Verteilungsfunktion
an der Fermi-Kante in einem schmalen Energiebereich von nur etwa 4kg7T um p fest
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(Abb. 16.1). Wir kénnen (16.35) mithilfe der Thetafunktion (16.36), die ihre Stufe bei
€ = i besitzt, zweiteilen und erhalten exakt

7d5n = /dé?f /da O(u — f(&?)—i—]oda@f(a), (16.37)
7d5n /daf +7d5 (u—@) (), (16.38)

was sich in der Folge als hilfreich erweisen wird. Dabei werden wir wegen der relativ
niedrigen Systemtemperatur geméals kgl < ep ndherungsweise das Integral A bei
T =0, d. h. fiir die mittlere Besetzungszahl n(e) = 1 betrachten. Demzufolge ist dann
das Integral B ndherungsweise der Korrekturterm fiir 7' £ 0 .

Die Differenz zwischen den Fermi-Verteilungsfunktionen n(g) und ©(u — €) ergibt
mit der Substitution
Ble—p)=z = Ou—¢)=06(-x),
x
= e—pu==,
o
= e=0< z=—-03u,
1
= de = 3 dx (16.39)
die ungerade Funktion
— 1
T O — &) — _o(— 16.4
n(x) =n(e) — O(u —¢) 1 O(—x), (16.40)

die wir zur Auswertung des Integrals B von (16.38) verwenden werden. Zuvor entwi-
ckeln wir aber f(e ) bis zur ersten Ordnung um £ = p, weil hier insbesondere Funktio-
nen wie £2 und 2 nur schwach veréinderlich sind:

Fe) & f(u) + f1(1) - (e — ) = flp)+ f'()- g ~ f(z). (16.41)

Jetzt fithren wir im Integral B von (16.38) die Substitution durch, wobei wir aber
trotz der entwicklungsbedingten Naherung von f das Gleichheitszeichen verwenden
und aufserdem fiir die untere Integrationsgrenze —oo setzen, weil Su > 1:

oo

/da (@ O — e)) () (16.42)

0

- / L e (f<u>+f'<u>-§) (16.43)

—Bu

:/ﬁm” /ﬁ“” I -

=0, weil 77( ) ungerade #0, weil - n( ) gerade

(16.44)

| ol
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Vom Integral (16.42) verbleibt also nur

r 1 T
—dz-n(x)- f(n)-= 16.45
* [ e nt@) £ (16.45
/dx x-n(x (16.46)
0
/dx z- —8(—3:)) . (16.47)
0
Mit e — p = %m gilt aber fiir die Stufenfunktion
1 fire < pbzw. firx <0
Ou—e)=O(-a)=¢ N (16.48)
0 flire> pbzw. fiirx >0,

sodass ©(—x) im Integranden von (16.47) fiir den Integrationsbereich von x = 0 bis
oo verschwindet. (16.47) ist jetzt mit Hilfe einer Integraltabelle einfach zu 16sen:

/! w !/ 2
1) L
2. de - x - = . —. 16.4
/ z-x-n(r) 11 B 6 (16.49)
0 N
:71'\;/12
Damit konnen wir abschliefend fiir (16.38) schreiben:
0o W )
/ de (@) f(e) = / de f(e) + Gﬁ—ﬁQ () fir kT < ep . 650
0 0 ——
w fiir T#0

16.5.1 Berechnung von p

w(T,v)

€f

éF \ kBT

Abb. 16.2 Der Verlauf des chemischen Potentials 1 des idealen Fermi-Gases in Abhangigkeit
von der Energie kT bzw. von der Temperatur 7.

Abbildung aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 282.
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Ausgehend von (16.17) und (16.18) schreiben wir fiir (16.50)

1 2

/deWe)D(s):/dsD(a)—l—g—wD’(u)zl.

0 0

Aus der rechten Seite von (16.51) erhalten wir

1. 2

T
1 = /dsD(e)Jr G—BQD’(y)
NI
T=0= n(e)=1
EF H 9
= /d€ D(e) —i—/ds D(e) SR D'(u)
632
0 P E\F
—1 fir T=0 T=0

Verwendung des

Mittelwertsatzes der Integralrechnung:

2

~ T
L = 1+(N_5F>D(€)+6_52D,(M>
m D'(p)
& p—ep = ——
S 65> D(?)
w2 D
po= e T2
65% D(é)
Wir setzen
2m3 V 1 V 1
D(s) = s —=( . .3
() =N € C N €
und
cVv 1 cv 1
! — —_ .73 / — .72
D(S)—ZN € =  D'(p) o M
ein und erhalten
w Y ope 1 1

e

(16.51)

(16.52)

(16.53)

(16.54)

(16.55)

(16.56)

(16.57)

(16.58)

(16.59)

Wir wissen, dass € zwischen p und ep liegt. Fiir kleine T" entsprechend kT < ep
verwenden wir jetzt die Naherung p =~ ep = £ = ¢y und erhalten damit abschliefend

fiir das chemische Potential des idealen Fermi-Gases

— - 1_7T2 kBT 2
H=er 12\ ep

fur kT < ep = n=eEp.

(16.60)

Wie wir sehen, gilt also u < ep und fiir T — oo geht 4 — —oo (Abb. 16.2).
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16.5.2 Berechnung von F

Die im Folgenden auftretende Grundzustandsendergie £(T" = 0) = Ej werden wir am

Ende dieses Abschnitts herleiten.

Ausgehend von (16.19) und (16.50) verlduft die Berechnung der Energie E des
idealen Fermi-Gases analog zur Berechnung des chemischen Potentials y :

=S

€F

- N /

ds-e-D(5)+/ds-e-D(5)+L[5-D’(5)+D(5)}

2

632

e=p

EJN Mittelwertsatz
EO - - 7'('2 [ ’ |
= 5yt -er) '5'D(5)+6_ﬁ2 p- D'(p) + D(p)
mit (16.55)
E 72 D'(u) oo | |
= - 6F D S PO+ gm [k D+ DWW
Ey 2 72 2
= N0_ T sz D =D ~_.D
N op S DWW+ gm e D)+ g Pl

(16.61)

(16.62)

(16.63)

(16.64)

(16.65)

(16.66)

Wegen der Bedingung kT < ep verwenden wir wieder die Naherung p ~ ep =
€ =~ ep. Dadurch verschwinden in (16.66) die beiden mittleren Terme und es resultiert

die mittlere Einteilchenenergie mit

E B A 2 T
N:W_6_52-5F'D/(8F)+6_B2‘5F’D/(€F)+_
E E, w*
Z 2, T
N N  6p2

2
6B2 ‘D(8F>7

. D(EF> .

(16.67)

(16.68)

Gemaék der Definition der Fermi-Energie e gilt in einem Fermionensystem bei T'= 0

und mit (16.57) die Teilchenzahlbedingung

(16.69)

(16.70)
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Aus dieser Teilchenzahlbedingung ergeben sich drei wichtige Beziehungen:

3
&  D(ep) = 5551, (16.71)
1% 3 s
LA 16.72
& C’N 5 Er (16.72)
v 3 _s
=~ D) = cﬁ-sézisﬁ-g% (16.73)

(16.71) setzen wir in (16.68) ein und erhalten nach entsprechender Aquivalenzumfor-
mung abschliefsend fiir die (Gesamt-)Energie des idealen Fermi-Gases

BB+ N3 (16.74)
= ~—._8 .
’ 682 2 1
7T2kj2B 5 .
E(N, V. T) = Eo(N, V) + 5 —=-N-T° fir kgT < ep . (16.75)
€r

Daraus resultiert die spezifische Warme

1 OE(N,V,T) =2k
cV(N,V,T):Na (a’ij >:7;;-T fiir kpT < ep . (16.76)

In dem hier betrachteten Temperaturbereich kommt zur spezifischen Warme noch
der Anteil aT? aus den (Festkorper-)Gitterschwingungen hinzu und bei hohen Tem-
peraturen entsprechend kgT >> ecp nédhert sich die spezifische Wéarme des idealen
Fermi-Gases dem klassischen Wert ¢y = 3kp/2 (Abb. 16.3).

Cy
ks

1.5 Lo

e keT

Abb. 16.3 Der Verlauf der spezifischen Warme ¢y, des idealen Fermi-Gases in Abhangigkeit
von der Energie kpT bzw. von der Temperatur T.

Abbildung aus Torsten FlieBbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 282.

Die Grundzustandsenergie eines idealen Fermi-Gases ist seine Energie bei T = 0.
Wir erhalten sie aus der Einteilchen-Grundzustandsenergie Fy/N in (16.63) unter
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Verwendung von (16.73) wie folgt:

EF EF

3 _3
Ey, = N/dsD(e)-szN/deﬁst-eé-g (16.77)
0 0
3 I 2 3
-2 2 ~3 . .3
= §N&?F2/dss2—g-§N6F ef (16.78)
0
3

Die Grundzustandsenergie eines Fermions, also die Einteilchen-Grundzustandsenergie

ist damit .
3
WO = e (16.80)

16.6 Fermi-Druck nichtrelativistisch

Bei unseren Uberlegungen zum Druck in einem nichtrelativistischen idealen Fermi-Gas
gehen wir aus von der thermischen Zustandsgleichung®

2
pV=NksT=3E & pT.V.N)=

<=

(16.81)

~J [GVIN )

der klassischen Thermodynamik. Wir setzen (16.75) und (16.
und erhalten mit der Teilchendichte N/V = oy

9) fir £ in (16.81) ein

2 21 3 72 k2
T, V.N) = Z=—.FE==Z_—_.|N= B.N.T? 16.82
P VN = 5y 3V[56F+45F (16.82)
2 N k3 N 1
= - — — .72 16.83
5V Vs (16.83)
N——
PF
2 2 |2
p(T,V,N) = E+W_B_T2:|-QN. (16.84)
5 6€F

Wir stellen fest, dass der Fermi-Druck im Gegensatz zum Druck im idealen klassischen
Gas und zum Druck im idealen Bose-Gas fiir T" — 0 nicht gegen null, sondern gegen

2 N
p(N, V,;T=0)=pr=- = ¢cp (16.85)
5V
geht. Dieser endliche Wert des Fermi-Drucks in einem idealen Fermi-Gas im Grund-

zustand ist die Ursachen fiir die relative Inkompressibilitit der uns umgebenden ge-
wohnlichen Materie (Abb. 16.4).

1
3Fiir das relativistische ideale Gas ist die thermische Zustandsgleichung pV = 3 FE und folglich der
1FE
Druck p = 3V
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p Fermi-Druck
repulsiv
Expansion

Gravitation
attraktiv
Kompression

N/V=p

Abb. 16.4 Die Temperatur des Fermi-Gases sei hier konstant. Gravitationsdruck und Fermi-
Druck wirken gegeneinander, sodass das System dem Gleichgewichtszustand zwischen Kompres-
sion und Expansion in einem bestimmten Punkt p = p(o) zustrebt.
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17 Ideales Bosonengas (Bose-Gas) groftkanonisch

Bosonen sind Teilchen wie z. B. Atomkerne oder Molekiile mit gerader Nukleonen-
zahl (*He-Atome und -Atomkerne, Hy-Molekiile usw.), Mesonen und Photonen, aber
auch Quasiteilchen wie z. B. Phononen. Sie besitzen einen ganzzahligen Spin. *He-
Atome und -Atomkerne, einzelne Nukleonen und Elektronen hingegen besitzen einen
halbzahligen Spin und sind Fermionen.

Jedes Boson ,lebt im idealen Bose-Gas in seinem 3-dimensionalen Ortsraum und
seinem 3-dimensionalen Impulsraum. Die Anzahl der Quantenzustéinde, die von je-
dem der N Bosonen des Systems besetzt werden konnen, ist gleich dem Volumen des
positiven Oktanten der unendlichen 3-dimensionalen Impulsquantenzahlenraumkugel
entsprechend dem Zustandsanzahl-Integral (16.4) bzw. (16.7) der Mikrozusténde fiir
ein Teilchen. Dieses Zustandsanzahl-Integral gilt natiirlich sowohl fiir das Fermionen-
als auch fiir das Bosonensystem und wird zur Erinnerung noch einmal angeschrieben:

V oo oo

.= d dp 4 17.1
S = G | W = g [ 7.1

P —00 0
3/d547r2m )ier ... (17.2)

0

Die mittlere Besetzungszahl
1 1

np=————— bzw. N = —— 17.3
"o oPlesn) _ AW e = B 1 (17:3)

fiir diese Quantenzustédnde hatten wir im Abschnitt 14.7 hergeleitet. 7, ist das Resultat
aus der Mittelung iiber die Besetzungszahlen n. des Quantenzustands der Energie ¢
aller dem System zugénglichen Verteilungsmoglichkeiten r. Fiir Bosonen kann n. im
grofkanonischen System prinzipiell von null bis unendlich laufen.

Fiir ny kann man auch die geometrische Reihe

iy = Z (e—ﬁ(eﬁ—u))l (17.4)
1=1

schreiben, denn

= 1
ef=qg<1 = E qlle (175)
1=0 q
= 1 1-(1—q) ¢
e — 1= = 17.6
= 2d=1, I—¢ 1-g (17.6)

1 1 NN
:qf1_1:er_1zz(e ) . (17.7)
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Betrachten wir das chemische Potential i in der Bose-Einstein-Verteilung, so konnen
wir folgendes feststellen:!

O Die Ein-Teilchen-Energien ¢ sind stets positiv. Die kleinste Ein-Teilchen-Energie

ist e = 0. Fiir positive p bzw. fiir 4 > 0 konnen negative Besetzungszahlen n.
resultieren. Negative Besetzungszahlen sind aber physikalisch nicht sinnvoll.

Fiir p = ¢ und speziell auch fir p = ey = 0 divergiert 7.

Es erscheint deshalb zunéchst die Annahme sinnvoll, dass

p<o0. (17.8)

Fir T'" — 0 gehen alle Besetzungszahlen gegen null:

S, 1 1
P T ST ST so—1 (179)

Das wiirde aber bedeuten, dass auch bei vorgegebener Teilchenzahl N und
T — 0 alle Teilchen verschwinden, was ebenfalls nicht sinnvoll ist.

Wir machen deshalb noch eine Annahme:

Mit T" — 0 soll p derart gegen ¢y = 0 streben, dass auch bei 7' = 0 das
niedrigste Energieniveau des idealen Bose-Gases entsprechend der Ein-Teilchen-
Energie ¢g = 0 besetzt ist und die Teilchenzahl des idealen Bose-Gases dann

N = N(T =0) = Ny =n(eg) = o betragt.
Wie die Annahmen
—oc0o<pu<0 und T—=0 = pu—e=0 (17.10)

zu realisieren sind, werden wir im Folgenden erfahren.

17.1 Bosonenzahl N im Volumen V ohne Beriicksichtigung

von N,

Die Teilchenzahl im idealen Bose-Gas erhalten wir analog zum idealen Fermi-Gas mit
dem Teilchenzahlintegral iiber die mittleren Besetzungszahlen der Quantenzusténde

1Siehe Wolfgang Nolting, Springer-Lehrbuch, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik,
5. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 178.
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wie folgt:

v
N = o_ 410 T
zﬁ:np (27rh)3/dp Ly

0
V o
~ @)y / dp dmp” Y (7o)
0

=1

(17.11)

(17.12)

Vorziehen des Summenzeichens vor das Integral liefert mit

U N
P om 2m P
x

| F— 2,
— (zﬂ-h)?) Zeﬁﬂl . 47T/dp p2 e 2mkpT
=1 0

\ 2mh
vV 2’/ka73 T ’
der Fugazitdt
y— eB,LL = ekB%T

sowie der verallgemeinerten Riemann’schen Zeta-Funktion

1 0o (65# l

9= =3 lg) = fp)

=1

(17.13)

(17.14)

(17.15)

(17.16)

(17.17)

(17.18)

(17.19)
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erhalten wir aus aus (17.16) fiir die Teilchenzahl im idealen Bose-Gas

Voo
:/\_Z

(17.20)

lo\oll N

17.2 Das Verhalten von u(7T) fiir T'— oo

(17.16) divergiert nicht fiir 77 — oo, wenn g%(z) schneller verschwindet als A\* an-
wichst. Das ist ganz sicher der Fall fiir u = pu(7) — —oo geméf

lim i

pu——00
=1

(17.21)

p = p(T) verdndert sich folglich in Abhéngigkeit von T' so, dass es bei wachsendem

T nicht gegen 0 sondern gegen —oo geht:
T w00 = p=uT)— —c0. (17.22)

17.3 Bestimmung der Ubergangstemperatur 7,

Die Ubergangstemperatur T, , auch kritische Temperatur genannt, ist die Temperatur
fir fimaz = 0 bzw. fiir Zme. (1) = €% = 1. Einsetzen von T, und von z = 1 in die

Gleichung (17.16) fiir die Teilchenzahl im idealen Bose-Gas ergibt

\/27TWI€BTC> . i 1 - (17.23)

v = () 2

=1

Mit der Riemann’schen Zeta-Funktion
(17.24)

1

Zlm =((3/2) = 2,61 fiirz=1

=1

erhalten wir daraus

—V%mkf*) .((3)2) . (17.25)

Auflésen nach T, liefert schliefslich
5 (21h)? 1
@rh)” (17.26)

Y

I = <g)327rmk3 [C(g/z)]%

N 2 h? 1
T, . . 0. 17.27
(L ) mkpg [<(3/2>]§ ” ( )

wln
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u,T)

0 |
Tc\ T

Abb. 17.1 Darstellung des chemischen Potentials ;1 des idealen Bose-Gases in Abhangigkeit
von der Temperatur T. Ein chemisches Potential ;1 < 0 bedeutet, dass keine Energie erforderlich
ist, um dem System Teilchen hinzuzufiigen. Bosonen besitzen also ein attraktives Potential, wenn
L negativ ist.

Abbildung aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 267.

17.4 Der Temperaturbereich 0 <7T < T,

Weil das chemische Potential, wie in Abbildung 17.1 dargestellt, bei sinkender Tem-
peratur nicht erst bei 7' = 0 sondern schon bei 7, > 0 seinen Maximalwert fi,,,, = 0
erreicht hat, nehmen wir an, dass

w(l)=0=const fir 0<T<T,. (17.28)

Fiir die mittlere Besetzungszahl des niedrigsten Energieniveaus ¢y = 0 hatten wir
angenommen
o = Ny . (17.29)

Setzen wir also g = 0 und p(7}.) = 0 in die Bose-Einstein-Verteilungsfunktion fiir 7,
ein, so stellen wir fest, dass Ny divergiert:

1 1 1
n_O = NO = oA = —o=o = 1 1 — OO . (1730)
e kBTe — 1] ekBTe — 1 -

Ny darf aber fiir T' < T, nicht divergieren.

Allerdings sollten sich bei T' < T, die meisten Teilchen des idealen Bose-Gases im
Grundzustand gy = p2/(2m) = 0 befinden. Dennoch liefert das Teilchenzahlintegral
mit der Niherung von 7 fiir p — 0 bzw. fiir ¢ = p?/(2m) — 0 nur einen verschwin-
denden Beitrag zur Teilchenzahl, wie jetzt gezeigt wird:

Fir 4 = 0 im Bereich T < T, und fiir p’— 0 erhalten wir entsprechend

! ! L 250 (17.31)
o =—, = .
er—1 (1+2)—1 =z
die folgende Naherung:
_ 1 =0 1 1
M= = 5 R (17.32)
eksT — 1 emkpT — ] 2mkpT
2mkpT
fis = B (17.33)
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Diese Ndherung fiir die Besetzungszahl setzen wir in das Teilchenzahlintegral ein:

p
\%4 kaBT
N = dp 4mp? 17.34
(zwh)g/ p AT =2 (17.34)
0
p
VmkgT VmkgT P
T / P="mp P, (17.35)
0
mG’BT
N « p. (17.37)
Daraus folgt aber
p—0 = N-—=0. O (17.38)

Die sich im Grundzustand €y = p3/2m = 0 befindenden Teilchen werden also vom
Teilchenzahlintegral nicht erfasst.

Eine Losung dieses Problems bietet der folgende Ansatz:
Die Anzahl Ny der Teilchen im Grundzustand wird zum Teilchenzahlintegral (17.12)
bzw. (17.20) hinzuaddiert, wobei Ny von T abhdngig sei:

N=N(T) = No(T)+ (27th)3 / dp 4mp® > (gﬁ(ew))l 7 (17.39)
0 =1
N=N(T) = No(T)+ % g3(2) - (17.40)

Weil im Temperaturbereich 0 < T" < T das chemische Potential y = 0 ist und deshalb
g%(z =1) = ((3/2) gilt, resultiert aus (17.40)

N = N(T) = No(T) + % (3/2) fir0<T<T,. (17.41)

17.5 Bestimmung von Ny(T')

Wenn wir weiterhin Ny(7,.) = 0 annehmen, also dass die Bosonen im Grundzustand
o = 0 bei T'— T verschwinden, dann erhalten wir aus (17.40) die Teilchenzahl des
idealen Bose-Gases, ausgedriickt als Funktion der Ubergangstemperatur 7 :

N=N(T) = NolT) 45 03(: = 1) = 15 C3/2), T=T..,  (1742)

j)—/ ¢ ¢

,
N =35 C6/2). (17.43)
Dabeli ist 5
ot

N = (;) . (17.44)

2rmkg T,
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Zur Bestimmung von Ny(7") benutzen wir jetzt einen Trick. Wir erweitern den rechten
Term von (17.41) mit A3/A\3 :

N - NO(T)+% (3/2) (17.45)
_ NO(T)+% (3/2).%:N0(T)+% (3/2) - % (17.46)

c C \,—/3

=
N = NO(T)+N-(%)2. (17.47)

Die entsprechende Aquivalenzumformung ergibt schlieklich, wie in Abbildung 17.2
dargestellt,

3 3
T\?2 T\?2
Daraus folgt
T=0 = Ny=N, (17.49)
T=T. = Ny=0, (17.50)
T>1T. = Ny<0, wobei eine negative Teilchenzahl physikalisch

nicht sinnvoll ist. Auferdem befindet sich 7" dabei
auferhalb des Definitionsbereichs von (17.48).

= Ny=0 fir T>T,. (17.51)

No(T)

T; T

Abb. 17.2 Darstellung der Anzahl Ny von Bosonen im Grundzustand ey = 0 in Abhdngigkeit
von der Temperatur des idealen Bose-Gases.

Abbildung aus Torsten FlieRbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 267.
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17.6 Bose-Einstein-Kondensation

Gleichung (17.48) und Abbildung 17.2 beschreiben den Ubergang von Teilchen eines
idealen N-Teilchen-Bose-Gases in den Grundzustand ¢y = 0 im Temperaturbereich
0 < T < T,. Dieser Ubergang beginnt im Fall einer Temperaturabnahme bei der Uber-
gangstemperatur 7, und fiihrt schlieflich im Idealfall 7" = 0 dazu, dass alle N Teilchen
des Bose-Gases im Grundzustand vorliegen. Die Ny Teilchen im Grundzustand tragen
im idealen Bose-Gas nicht mehr zum Gasdruck bei — sie kondensieren gleichsam wie
beim Ubergang gasformig-fliissig aus dem Bosegas heraus, weshalb man diesen Vor-
gang als Phaseniibergang interpretieren kann und als Bose-FEinstein-Kondensation
bezeichnet. Bei Temperaturen 7" > T, existieren keine Teilchen im Grundzustand
g0 = 0 bzw. keine ,kondensierten Teilchen.

Tatséchlich lassen sich Bose-Einstein-Kondensate herstellen. Z. B. kann man mithil-
fe von magneto-optischen Fallen ¥ Rb-Atome im Grundzustand bei Temperaturen im
Bereich einiger Nanokelvin und im Ultrahochvakuum von ca. 10~ mbar kurzzeitig
einfangen und nachweisen.

17.7 Berechnung der Energie FE des idealen Bose-Gases

Bei der Berechnung der Energie des idealen Bose-Gases brauchen wir die Teilchen im
Grundzustand g9 = 0, also die Teilchenzahl Ny , nicht zu beriicksichtigen, weil sie zur
Energie nicht beitragen.

Wir gehen wieder aus vom Zustandsanzahl-Integral (8.13), verwenden fiir die Bose-
Einstein-Verteilung die geometrische Reihe (17.4) und schreiben p?/(2m) fiir 5, so-
dass

E:;‘gﬁn_ﬁ: @nh)? _/ d3p — Z [ (2’”_“)] (17.52)

v [ o P2 g
= ;> e / d®p QJL e Pt (17.53)
m
=1

umn:
2 2 2
19 <eﬁ§m-z) _ 1 (_51’_) o BE (17.54)
2 2
I (17.55)

Jetzt setzen wir (17.54) in (17.53) ein und vertauschen dabei Ableitung und Integra-
tion:

%4 , 10 _BLp?
E = Zeﬂ“l “Gai /d3p€ o ®® | (17.56)

— 00
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Das Integral hatten wir bereits im Abschnitt 17.1 gelost:

[e.e] o0 00 ,
/d3p e Pam? = /dp 47Tp26_6ﬁ'p2 = 47r/dp p26_2m€cﬁl
e 9 J

_ (V2mmksT) ™ (17.57)

5

Wenn wir diese Losung fiir das Integral einsetzen, konnen wir (\/27rmk BT )3 vorziehen
und erhalten

3 o0
V2mmkgT :
E = V-< mmkpT) Dy et _1.9,4 (17.58)
(2mh)3 — B ol
—1/33
Vo 3 s
= 52" (k:BT —z—z) (17.59)
=1
3 Vo= efrl
= —kgT — - 17.60
9 BT )3 IZ:; 5 ( )
3 1% .
E(T,V, pn) = §kBTF~gg(z) VT, weil Ng-eg=0. (17.61)

17.8 Die spezifische Warme des idealen Bose-(Gases

Ausgehend von (17.61) werden wir im Folgenden zur Vereinfachung nicht die spezifi-
sche Wirme ¢y sondern

Cy 1 OF
— == | == 17.62
ks Nkp (aT) VN (17.62)

betrachten. Weiterhin schreiben wir V//N = v. Wegen des Phaseniibergangs bei T, ist
die Funktion ¢,(T") zwar stetig, hat dort, bei T, aber einen Knick. Es handelt sich
folglich um einen Phaseniibergang 3. Ordnung. Wir werden deshalb ¢y /kp fir die
Temperaturbereiche 0 < T < T, und T' > T, getrennt herleiten.

Zur besseren Anschauung soll schon an dieser Stelle mit der Abbildung 17.3 der
Verlauf der Funktion ¢y (T') gezeigt werden.

17.8.1 Herleitung von cy /kg fiir 0 < T < T,

Im Temperaturbereich 0 < T' < T, ist das chemischen Potential = 0 , sodass

p=eM=1 = gs(2) = g5(1) =((5/2) . (17.63)
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Abb. 17.3 Darstellung der spezifischen Warme ¢, eines idealen Bose-Gases als Funktion von
der Temperatur T

Abbildung aus Torsten FlieBbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV,
Spektrum Akademischer Verlag Heidelberg, 4. Auflage 2007, Seite 270.

Dies berticksichtigen wir in (17.61) und erhalten aus (17.62)

;_2 _ N%;B . a% B kBT% . (5/2)} (17.64)
_ gv ¢(5/2) - a% (%) (17.65)
— 3 3 2
= 2u¢(5/2) g % - % % (5/2) . (17.67)
Der Vergleich von (17.45) mit (17.47) zeigt

so/m =2t - v (L) (17.68)
© % = lr) 1769

(17.69) in (17.67) eingesetzt licfert abschliefend
W(ﬂk—;ﬂ_%% (;)3 fir 0<T < T, . (17.70)

Betrachten wir jetzt den Verlauf der Funktion ¢y (7") mit ((5/2) ~ 1,34 und ¢(3/2) ~
2,61 :

T=0 = ¢ =0, (17.71)
oy o T2, (17.72)
) 15 ¢(5/2) 3

T=T = 2 ) g~ 1,03 kg > = kg 17.73
c 14 4 <(3/2> B ) B 9 B ( )
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17.8.2 Herleitung von cy /kp fiir T > T,

Wir gehen wieder aus von (17.61) und (17.62), weil diese Gleichungen fiir alle T gelten:

Cy 1 0 3 V
— = — | = kT — - 17.74
Yoo L [2 o g;<z>] (17.74)
3 o |T
Anwendung der Produktregel:
3 o (T 3 T 0
= §Ugg(z)8_T(F>+§UF8_ng(z) (17.76)
———
:3-%(17.6‘5)
15 v 3 v 0
<~ <~
Aus (17.20) folgt:
1 1V v
= v L =
QL gs(2)
15 9:(2) 3 T 8
- X 2 L 17.79
00 2300 o7 93 %) (17.79)
cy 15 9:(2) 3 T 0z
- - = e : = . 17.
kg 4 g%(z)+2 g%(z) gg(z) T )y (17.80)

Die Ableitungen in der letzten Gleichung werden wir iiber kleine Umwege bestimmen,
was am Ende zur Vereinfachung fithren wird:

o0 l
z
wx)=) 5 = (17.81)
=1
o Sl-1 -1 2
/ pr—y e J—
gy(z) o Zl ' v - Z [v—1 - ; Z [v—1 = (1782)
I=1 =1 =1
/ 1 , 1
9,(2) =~ g1(2) = ¢3(z)=—gs(x) |- (17.83)
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Aus (17.78) folgt:

0 0w

0 (1 v 0
B o | (2rmkpsT)? v, 0z
= v 5r | Ty | T ) \ar ) (17.86)
3 , (2rmkp)? I 0z
= v 93(2) NI 33 g%(z) (8T>U (17.87)
_ 3 (2) 1.1 LY 4 (2) 0z (17.88)
R A R w \r\ar) ‘

3 1 0z
or), " 2T g | (17.:90)

Abschliefsend setzen wir (17.83) und (17.90) in (17.80) ein und erhalten die spezifische
Wirme des idealen Bose-Gases:

cy 15 9:(2) 3 T 1 3 1 9:(2)
o _ 1593 3 RO B SR : 17.91
e NORERNEREA L RER AT I
_ 1) 9 1 930 (17.92)
B R AT '
und mit z - ¢5(z) = 91 (2)
@ _ 15930 093z o (17.93)
B 4 ge) 100) =1

Betrachten wir jetzt den Verlauf der Funktion ¢y (7") mit ((5/2) ~ 1,34 und ¢(3/2) ~
2,61 fiir den Temperaturbereich T' > T :

Bei T, mit =0 bzw. z =1 gilt g5(1) = ((5/2), g3(1) = ((3/2) und g1 (1) = ¢(1/2)
divergiert gemaéls ’ ’ ’
C(1/2)=i1—l:1+i+i+i+~- (17.94)
=dk V2 V3o VA
2

((1/2) = o0, (17.95)

sodass

N C S )

3
kp~1 . — . 17.
c C 1 <(3/2> kp ,93 k3>2]€3 ( 796)
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Fiir T' — oo strebt das chemische Potential © — —oo, und zwar so stark, dass auch
Bu = p/(kpT) — —oo und damit die Fugazitit z = e’* — 0 strebt. In g,(2) =
S22 /1Y dominiert dann der erste Summand, sodass

9:2) 00 2 (17.97)
9u<z) Z
Damit erhalten wir
15 95(2) 9 g3(2) 3
T = |— 2 — 2 kg — =kg. 17.98
Bl e i el (17.98)
—— ——
—1 —1

Wie in Abbildung 17.3 dargestellt, ist also ¢y (T') des idealen Bose-Gases bei T, stetig
und fiir 7" — oo gleich dem klassischen Grenzfall %kB .
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18 Photonengas

18.1 Grundlegendes iiber Photonen

158

e Licht besitzt Wellen- und Teilcheneigenschaften, was man als Welle-Teilchen-

Dualismus des Lichts bezeichnet. Betrachtet man das Licht als eine Wellen-
erscheinung, so handelt es sich um elektromagnetische Wellen, die eine Pola-
risation besitzen und die physikalischen Phéinomene Beugung, Interferenz und
Brechung bewirken. Der Photoeffekt und die Tatsache, dass Licht eine relativis-
tische Masse, einen Impuls und einen Drehimpuls (Spin) besitzt, ldsst sich nur
mit der Teilchennatur des Lichts erkldren. Die Lichtteilchen heifen Photonen.

Fiir das E-Feld elektromagnetischer Wellen gilt im quellenfreien Raum gemafs
divE = 0 die Wellengleichung
2

S 10% =,
V2E = C—Q@E(r, t) (18.1)

mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit c.

Im Folgenden interessiert uns ausschlieflich die Teilchennatur des Lichts, denn
das Photonengas ist ein Modell zur Beschreibung eines elektromagnetischen Fel-
des im thermodynamischen Gleichgewicht durch eine Ansammlung von Photo-
nen in einem vorgegebenen Ortsraum bzw. in einem Volumen V.

Photonen sind ultrarelativistische Teilchen, d. h. Teilchen ohne Ruhemasse aber
mit der relativistischen Masse m = p/c = hr/c?, dem relativistischen Impuls
p = h/X\ und der Energie

eg=clp|=ccp=chk=hw=hv=c¢,. (18.2)

Photonen sind also Energiequanten mit ¢ = hv. Fiir ein Photon mit der Ge-
schwindigkeit v = ¢ verschwindet die rdumliche Ausdehnung in Bewegungsrich-
tung infolge der Lorentz-Kontraktion. Deshalb existiert kein Feldstéarkevektor in
Ausbreitungsrichtung der Photonen. Elektromagnetische Wellen sind demzufol-
ge Transversalwellen und keine Longitudunalwellen.

In Analogie zu einem quantenmechanischen Masseteilchen mit der Dispersions-
relation

d d hk* hk
k) = 25— = =vg(k) (18.3)
ist die Dispersionrelation fiir ein Photon
;—kw(k): ;—kck:c:)\-U:const. (18.4)

Wie man sieht, ist die Gruppengeschwindigkeit vg (k) von Masseteilchen abhén-
gig von der Wellenzahl £, also von der Wellenldnge. Im Gegensatz dazu ist bei



der Lichtausbreitung im Vakuum die Lichtgeschwindigkeit nicht abhéngig von
k bzw. der Wellenlénge, also fiir alle Wellenldngen ¢ = const. Deshalb ist im
Vakuum die Phasengeschwindigkeit ¢ des Lichts gleich seiner Gruppengeschwin-
digkeit gemaft ¢ = vp, = vg .

e Weil sich die Intensitét elektromagnetischer Strahlung jeder Frequenz vergrofern
oder verkleinern lasst, kann man davon ausgehen, dass sich mehrere Photonen
im gleichen Energiezustand befinden kénnen. Photonen kénnen also erzeugt und
vernichtet werden. Aufserdem sind Photonen voneinander nicht unterscheidbar.
Deshalb sind Photonen Bosonen ohne Teilchenzahlfestlegung, d. h., dass wir die
Zwangsbedingung ) . dN; = 0 fallen lassen und in (11.57) den Parameter ov = 0
und somit auch das chemische Potential ;1 = 0 setzen miissen.

e Photonen besitzen den Spin s = 1 mit den zugehdrigen Spinquantenzahlen
s, =0 = 1,0 und —1, wobei ¢ hier die Polarisationsmoglichkeiten bzw. die
Helizitédten festlegt. Allerdings existieren nur zwei Helizitdten entsprechend den
Polarisationen fiir Transversalwellen:

o = +1 fiir rechtszirkular (parallel zu ik = ) und

o = —1 fiir linkszirkular (antiparallel zu ik = p) polarisierte elektromagnetische
Wellen.

Die Polarisation in Ausbreitungsrichtung, also entsprechend den Longitudinal-
wellen, ist physikalisch nicht relevant. Deshalb ist die Energie eines Photons
beziiglich seiner Helizitat 2-fach entartet entsprechend dem Entartungsfaktor
g = 2. Anders gesagt, jedes (einzelne) Photon mit einer bestimmten Energie
kann entweder die Helizitit o = 1 oder die Helizitéit 0 = —1 besitzen.'

e Photonen vermitteln die elektromagnetische Wechselwirkung. Wenn sie dabei
z. B. einen atomaren Quantenzustand anregen, werden sie zu sog. Quasiteilchen
innerhalb des angeregten Zustands des Atoms.

e Die Wechselwirkung zwischen Photonen (untereinander) ist selbst bei sehr ho-
hen Temperaturen vernachlassigbar, weil die mittlere Stofzeit extrem lang ist.
Deshalb kann man das Photonengas als ideales Quantengas ansehen.?

18.2 Hohlraumresonator und Moden — Planck’sches
Strahlungsgesetz

Eine Mode? ist eine stehende Welle, die charakterisiert wird durch ihre Kreisfrequenz
w = 27w bzw. ihren Wellenvektor & mit seinem Betrag |l§| =k = 2n/\. Den Hohl-
raumresonator bezeichnet man auch als ,schwarzen Korper*.

Die Innenwénde des Hohlraumresonators seien metallisch verspiegelt und es herr-
sche in seinem Innern thermodynamisches Gleichgewicht zwischen Emission und Ab-
sorption, d. h., die Transmission ist dann gleich null und die Absorption ist gleich der

!Beim Gebrauch des Begriffs ,Entartung® ist streng zu unterscheiden zwischen der Entartung der
Energieniveaus einzelner Teilchen und der Entartung der Energieniveaus eines Systems von Teilchen.
2Vgl. F. Schwabl, Statistische Mechanik, 3. Aufl., Springer-Verlag, 2006, Seite 198 und Seite 199.
3Die stehenden Wellen in einem Hohlraumresonator werden Resonatormoden oder kurz Moden,

aber auch Eigenschwingungen oder Schwingungsformen genannt.
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Reflektion. Wegen der metallischen Innenwand verschwinden an ihr die Tangential-
komponenten des E-Feldes. Deshalb existieren im Hohlraumresonator nur stehende
Wellen, die man als quantenmechanische harmonische Oszillatoren bzw. Moden ohne
Nullpunktsenergie auffassen kann. Die Anzahl n von Energiequanten bzw. Photonen
in einer Mode mit der Kreisfrequenz w geht ein in die zeitunabhéngige bzw. stationére
Schrodinger-Gleichung (Eigenwertgleichung)

HW,) = E,|¥,) (18.5)

mit dem Hamilton-Operator H , mit den Losungen bzw. Eigenfunktionen in Ortsdar-
stellung fiir den eindimensionalen Fall

mw\i 1 [ Tw _lmw,2

und mit den Energieeigenwerten fiir den eindimensionalen Fall

E, = hw (n + %) . (18.7)

Spéter werden wir zeigen, dass die Nullpunkts- bzw. Grundzustandsenergie hw /2 fiir
Photonen verschwindet.

Wie wir sehen, kann eine Mode mit der Kreisfrequenz w von beliebig vielen Pho-
tonen der Energie hw besetzt werden, wobei die Energie E, der Mode mit der Be-
setzungszahl n steigt und wobei zu jeder Besetzungszahl eine unabhéngige Eigen-
funktion ¥, der Mode gehort. Fiir |¥,) schreiben wir jetzt |n) und erhalten mit dem
Erzeugungsoperator a', dem Vernichtungsoperator @ und dem Besetzungszahlopera-
tor a'a = n die Teilchen- bzw. Photonenzahl wie folgt:

nin) = njn) . (18.8)

Damit kann man zeigen, dass Photonen erzeugt und vernichtet werden konnen.

Der mehrdimensionale bzw. g;-dimensionale Fall ergibt sich aus der Summe der
eindimensionalen Hamilton-Operatoren, wodurch wir dann fiir die Eigenenergien des
gi-dimensionalen harmonischen Oszillators

Fiew 9i| _ 9i\ _ gi
(n1+n2+---+ngi)+§}—hw(Ni—i—?)—eiNi—FeiE (189)

J

erhalten.

Um die Analogie zur kombinatorischen Herleitung der Bose-Einstein-Verteilung im
Abschnitt 11.3 zu zeigen, haben wir in (18.9) die Notation entsprechend angepasst.
Somit ist die Energie Aw der Photonen in einer Mode mit der Kreisfrequenz w gleich
der Energie des i-ten Energieniveaus geméif Aw = ¢;. Es existieren aber im Pho-
tonensystem des Hohlraumresonators g; verschiedene, voneinander unabhangige Mo-
den (Quantenzusténde) auf (oder mit) dem Energieniveau ¢, , die gemeinsam den g¢;-
dimensionalen harmonischen Oszillator mit der Photonenzahl ny +ny+ - -+ +ny4 = N;
bilden. Mit der Anzahl der Moden bzw. dem Entartungsgrad g¢; jedes Energieniveaus
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g; werden also auch die beiden moglichen Helizititen der Photonen beriicksichtigt.?
Ohne Nullpunktsenergie fiw ¢;/2 = €; g;/2, die wir in diesem Zusammenhang vernach-
lassigen wollen, ist also die Energie des g;-dimensionalen harmonischen Oszillators, in
dem sich N; Photonen der gleichen Energie ¢; = Aw befinden,

Jetzt teilen wir die NN; nicht unterscheidbaren Teilchen (Photonen bzw. Bosonen)
auf die g; voneinander unabhéngigen Quantenzustéinde (Moden) des Energieniveaus
g; = hw auf. Die Vorgehensweise ist die gleiche wie im Abschnitt 11.3, der Herleitung
der Bose-Einstein-Verteilung, sodass wir dafiir zunéchst
M; = =" 18.11

( N; ) Nil-(g; — 1)! ( )
Realisierungsmoglichkeiten erhalten. Und wieder wenden wir die Lagrange-Methode
der unbestimmten Multiplikatoren an. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass fiir
Photonen das chemische Potential ;1 = 0 ist, erhalten wir dann schlieflich fiir die
mittlere Besetzungszahl n; der Moden auf dem Energieniveau hw = ¢;:

1

.."*-.\,{Vellenfront

.."'u.\,{VeI lenfront

Abb. 18.1 Zerlegung des Wellenvektors k im zweidimensionalen Ortsraum und Veranschauli-
chung der reziproken Relation bzw. der umgekehrten Proportionalitdt zwischen den Wellenzahlen
k;j = 2m/A; und den zugehdrigen Wellenlangen \; fiir j =z, y.

4Weil die Moden immer in zwei Helizitéiten existieren, besteht die Anzahl g; der Moden zur einen
Hilfte aus rechtszirkularen und zur anderen Hilfte aus linkszirkularen Moden. In g; ist hier also der
Entartungsgrad g = 2 der Photonen bereits beriicksichtigt.
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Zum gleichen Ergebnis kommen wir z. B. auch mit der Anwendung des Boltzmann-
Faktors e #F :

Im Folgenden vernachléssigen wir den Index ¢ zur Kennzeichnung eines bestimmten
Energieniveaus und schreiben hv fiir hw . Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im ther-
modynamischen Gleichgewicht eine Mode durch n Photonen entsprechend der Energie
E =n - hv besetzt wird, ist

Pn)=PFRy-e ™™ 0<e ™ <1, (18.13)

Der Normierungsfaktor F, ergibt sich mit der unendlichen geometrischen Reihe wie
folgt:

i P(n) = i Py - g7 Phvn (18.14)

o0

1 !
Bhv — — -1 & 18.15
ZO 0 1— e*ﬁhll ( )
Py=1—¢ P, (18.16)
Die mittlere Besetzungszahl 7 ist damit schliefslich
ﬁzZn-P(n) :Zn-Po-e_ﬁh”'" (18.17)
n=0 n=0
=Py n- (e (18.18)
n=0
=(1 — e ) Z n- (e )" (18.19)
und mit 5}”’ =q =
n=(1-q)-> n-q" (18.20)
n=0
—(1—Q)-§:qiq”—(1—Q)-qi§:q" (18.21)
n=0 dq d(] n=0 .
d 1
—(1 — - — (1= 18.22
(1—q) 1301 (1-q) T g7 ( )
q 1
= = 18.23
1 _ q qil _ 1 Y ( )
n= ! O 18.24
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Die mittlere Energie F,,,q einer Mode der Frequenz v ist damit

hv hv
ePhv _ 1 _ ehv/(kT) _ 1~

Epod(v, T) =1 - hv = (18.25)
Fiir kleine Wellenldngen im Verhéltnis zur Resonatorgrofie spielt die Form des Hohl-
raumes keine Rolle und grofie Wellenldngen sind statistisch vernachléassigbar. Deshalb
darf zur Vereinfachung von einem wiirfelformigen Hohlraumresonator ausgegangen
werden.

Wir berechnen jetzt die Anzahl der Moden im wiirfelformigen Hohlraumresonator
der Kantenldnge L und legen diesen so, dass seine Kanten parallel zur z-, y- und
z-Achse verlaufen. Die Wellenvektoren k der Moden lassen sich zerlegen in ihre Kom-
ponenten k, = 27/\;, k, = 2w /A, und k, = 27/X, (s. Abb. 18.1).

Auch diese parallel zu den Wiirfelkanten gelegenen Komponenten miissen der Forde-
rung nach stehenden Wellen geniigen, d. h., die Kantenlénge L ist gleich den ganzzah-
ligen Vielfachen der halben Wellenlénge von A, , A, oder A, :

s
L:ijj, j=x,y,2; m;=1234,.... (18.26)

Durch Aquivalenzumformung erhalten wir daraus die Modenindizes m; in die Rich-
tungen j = x, y, z gemaf
2L 2L L L L

=—n, . 18.27
Aj c e T 7h Pi ( )

m;
Alle sich auf diese Weise ergebenden Modenindizes m; bilden im m-Raum® — der
wegen m = %k = m o k dem k-Raum® entspricht — ein dreidimensionales Gitter
(vgl. Abb. 18.2). Dabei werden nur positive m; zugelassen. Jeder der dabei entste-

henden Knotenpunkte innerhalb der Achtelkugel mit dem Radius my,,., = % Vinaz
reprasentiert eine Mode entsprechend der Resonanzbedingung
L\’ L \° (L \°
m? =m2+m. +m’ = (— kJC) + (— ky) + (— kz) (18.28)
T ™ T

oL \* /2L \* /2L \?
= (— Vx> + (— Vy> + (— VZ) : (18.29)
C C C

Dabei entspricht 12,4, der maximalen Energie htpe, = Ny Minae einer Mode.

Weil jede Mode in zwei Helizitdten bzw. zwei Polarisationen vorkommt, ist die
Summe 3 aller Moden im Hohlraumresonator gleich der doppelten Anzahl aller Kno-
tenpunkte und somit gleich dem doppelten Volumen der Achtelkugel mit dem Radius
%J/mw im ,,m-Raum® :

1 4 2L 3
2-—'1'(_%@96) = b, =2, (18.30)
C

3 max

°Der Vorteil des m-Raums gegeniiber dem k-Raum besteht darin, dass der m-Raum direkt die
Anzahl der Moden liefert, indem man nur die mit Hilfe der ganzzahligen Modenindizes gebildeten
Gitterknotenpunkte im Volumen der Achtelkugel abzuzéhlen braucht.

5Den k-Raum bezeichnet man z.B. in der Festkérperphysik wegen A oc 1/k auch als reziproken
Raum. Diesbeziigliche Erlduterungen und Illustrationen findet man u.a. im Abschnitt , Dreidimen-
sionale stehende Wellen, Hohlraumresonatoren“ des Springer-Lehrbuchs von Wolfgang Demtroder,
Experimentalphysik 2, Elektrizitiat und Optik, 3. Aufl., 2004, Seite 201 bis Seite 203.
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k,=m,-m/L A

=21/ Aoy I

k,=m, m/L

k.=m,- /L

Abb. 18.2 Zur Veranschaulichung der Modensumme im k-Raum des Hohlraumresonators. We-
gen der Proportionalitdt zwischen den Wellenzahlen k; und den Modenindizes m; entspricht der
k-Raum dem m-Raum.

Abbildung nach Wolfgang Demtrdder, Springer-Lehrbuch, Experimentalphysik 2, Elektrizitat und
Optik, 3. Aufl., Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 203.

8r L3

=3 B e

0<v< Vpas - (18.31)

Aus der Modensumme Y resultieren die Anzahl der Moden pro Frequenzintervall mit

(18.32)

und die spektrale Modendichte (Anzahl der Moden pro Volumen und Frequenzinter-
vall)

glv) _8r
G(v) = TF = C—3y2 . (18.33)
Das Planck’sche Strahlungsgesetz (s. Abb. 18.3) zur Berechnung der spektralen Ener-
giedichte der Schwarzkorper- bzw. Hohlraumresonator-Strahlung ist das Produkt aus

der spektralen Modendichte G(v) und der mittleren Modenenergie F,,q:

U(V, T) = G(V) : Emod ) (1834)
{12 hv 8mhy? 1
_ _ 18.
u(v, T) 3 ehv/(ksT) _q 3 ew/(ksT) — 1 (18.35)

Der Vollstandigkeit halber geben wir das Planck’sche Strahlungsgesetz auch noch in
den Variablen Kreisfrequenz w = 27v und Wellenldnge A = ¢/v an. Dafiir gehen
wir erneut von (18.34) aus. In der mittleren Modenenergie E,,,q brauchen wir nur
v zu substituieren. Im Differentialquotienten spektrale Modendichte G(v) fiihrt dies
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allein jedoch nicht zum Erfolg. Hier miissen wir geméf der Kettenregel zusatzlich zur
Substitution von r mit der Ableitung von v nach der neuen Variablen multiplizieren:

1dY 8«

G(v)

G(w) 1dY dv 1dY dw 87, 1 87?(w)2 1
) =——"" " ——— "« —— = — P — = — | — R
3dv dw L3dv dw2r 3 2r 3 \27 2’
2
w
w? hw hw? 1
uw, T) = 1203 ehw/(ksT) — 1 7203 ehw/(kpT) _ 1 (18.38)
2
Gy =14 vy 1dX de :8_WV2.£:8_7T(£> o
L3 dv |dA L3 dv [dA A c? A2 3\ A2
8
G\ :A—Z : (18.39)
81 he/X 8mhe 1
u(A, T) = N he/ksT) — 1 AP ehe/(kpT) _ | (18.40)
uv Rayleigh-Jeans-Gesetz
Planck'sches Strahlungsgesetz
/ T
| /s
| //
| /!
p /Wien'sches Gesetz
1]/
/!
)/
/
I/
0 Y

Abb. 18.3 Die spektrale Energiedichte u als Funktion der Frequenz v fiir eine willkiirlich gewahl-
te Temperatur T durchgezogene Linie — Verlauf nach dem dem Planck’schen Strahlungsgesetz,
gestrichelte Linie — Verlauf nach dem Rayleigh-Jeans-Gesetz, Strichpunktlinie — Verlauf nach dem
Wien'schen Gesetz.

18.3 Rayleigh-Jeans-Gesetz, Wien’sches Gesetz und
Wien’sches Verschiebungsgesetz

Betrachten wir die Grenzfille des Planck’schen Strahlungsgesetzes beziiglich der Ener-
gie hv der Photonen im Vergleich zu kgT', dann erhalten wir fiir kleine Frequenzen v
das Rayleigh-Jeans-Gesetz und fiir groke Frequenzen das Wien’sche Gesetz.
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o Grenzfall hv < kgT :
Mit der Entwicklung e” = >~ 2™ /n! erhalten wir

hv 1 hw\? hv
hv/(kpT) 1=(1-1 " _ e ——— 18.41

und damit schlieklich das Rayleigh-Jeans-Gesetz
8nv? hv  8mkgT

2 e
5w T @ -v° o v° fur v < kT . (18.42)
kpT

u(v, T) =

Wie man sieht, divergiert die spektrale Energiedichte mit zunehmender Fre-
quenz. Dieses Verhalten ist die sog. Ultraviolettkatastrophe bei der Anwendung
des Rayleigh-Jeans-Gesetzes.

e Grenzfall hv > kgT :
Durch Einsetzen der Naherung

1 1

chv/(kgT) — 1~ ehv/(ksT) — € 7 (18.43)
in (18.35) resultiert das Wien’sche Gesetz
8rhi3
u(y, T) = 22 e~/ eT) figr s kT (18.44)

3
Fiir kleine Frequenzen ist das Wien’sche Gesetz wegen der dabei auftretenden
grofen Fehler nicht brauchbar.

u(v) .

Abb. 18.4 Zum Wien'schen Verschiebungsgestz: Die gestrichelte Kurve verlauft durch die Ma-
xima der spektralen Energiedichte u fiir die verschiedenen Temperaturen bei den zugehdrigen
Frequenzen v, (T). Wie man sieht, verschiebt sich v, (T") mit steigender Temperatur zu
hoheren Frequenzen.

Das Wien’sche Verschiebungsgesetz gibt an, bei welcher Frequenz v,,,,, das Maximum
der spektralen Energiedichte u(v, T') in Abhéngigkeit von der Temperatur T liegt. Zur
Bestimmung des Maximums setzen wir, wie iiblich, die Ableitung von u(v, T') nach v
gleich null und 16sen schliefslich nach v,,,, auf:

du(v, T) B 241 hi? 1 8mh2us ehv/(kBT)
ov B3 ew/ksT) 1 BT [ehv/(kpT) — 1]2

0 (18.45)
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Bhyv

€ !
S BhUpes =3 (1 — e PPrmar) (18.47)

Die transzendente Gleichung z = 3 (1 — e~*) ldsst sich numerisch oder auch graphisch
16sen. Das Ergebnis x &~ 2, 822 verwenden wir fiir (18.47) und erhalten

T = BhUpas = 2,822 < (18.48)

2,822 kg

Vimas(T) = —— T xT | (18.49)

18.4 Zustandsumme des Photonengases — Anschluss an die
Thermodynamik — Stefan-Boltzmann-Gesetz

Im Abschnitt 14.3 hatten wir festgestellt, dass wir die grofkanonische Zustandssumme

Lok = Z e PUErmi) — Z e B s o Epr—)ng (18.50)

des idealen Quantengases ohne Teilchenzahlfestlegung umformen kénnen in das fol-
gende Produkt aus Summen beziiglich der Energieniveaus:

g
Zgpo = H Z e Blep—png H [Z e—ﬂ(sﬁ—u)nﬁ] = (18.51)
7ong

p ng

Tgp =

g
Hze—ﬂ<€ﬁ—“>nﬁ] . (18.52)
7 ng

Fiir Photonen ist 4 =0, g = 2 und 0 < e ## < 1 und mit der unendlichen geometri-
schen Reihe gilt dann fiir Photonen

(e}

ng 1
—Bey o
E (e ) i (18.53)

nz=0

7 —

HZ (6‘585)"1 _ [H j} 7 (18.54)

P

2
1
p
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Mit der Zustandssumme des Photonengases liasst sich jetzt seine freie Energie F' wie
folgt berechnen:

F(T,V)=—kpT-nZ =—kpT-» 2[-In(l—e )] (18.56)
p

= 2kpT- ) In(l—e ). (18.57)
p

Wenn die Energieniveaus dicht liegen entsprechend Ap — 0, kénnen wir wie im Ka-
pitel 17 zum sog. Zustandsanzahl-Integral (8.13) bzw. (16.4) tibergehen. > bedeutet
dabei die Summierung iiber alle zugénglichen Energienieveaus €, = iw = p-c = hk-c
des (dreidimensionalen) k- bzw. m-Raumes des Photonengases mit dem Volumen V/
entsprechend der dimensionslosen Gréfse

L L L L

m=—k=—p = Am=—~7Ap=1 = dn=—dp. (18.58)

s mh mh mh
Das Zustandsanzahl- bzw. hier Modenanzahl-Integral in kartesischen und schlieflich
in Kugelkoordinaten ist dann

o o

Z...:%/ (W—[;_L)Bd?’p...: (27:;)3/4@2@... : (18.59)

—00 0

also das Integral iiber die Moden im Volumen V.7 Wir setzen In(1 — e=#%) in den
Integranden und substituieren

& _C'p kgT kBT
_ — == dp = —dz : 18.
Be, = T~ T r & p —a, dp= x (18.60)
_ —Bep
F(T,V) —2kBT AE /47rp In(1 —e ") dp (18.61)
0
1% kT \° oy kBT
=2kgT——4 —_ In(1 —¢e™* dx 18.62
B (2rh)3 7T/ ( c x) n(l—e™) =~ c ( )
0
4 (kBT)4 i 2 —x
== e /dx zln(l —e™®) (18.63)
\() 7
V (kgT)* [
FT,V)=— - . 18.64
"Mit der oberen Integratlonsgrenze Pmaz liefert das Zustandsanzahl-Integral selbst
27rh f 471‘p dp—7(71-Lh)3%p§naw_%47ﬁm%w$:%ms)nax:%Z]’

also das Volumen der Achtelkugel mit Radius my,e: im m-Raum. Jede Volumeneinheit ist dabei
gleich einer Gitterzelle im m-Raum. Da jede Gitterzelle durch einen Gitterknotenpunkt représentiert
wird, ist das Volumen X'/2 gleich der halben Modenanzahl bzw. Modensumme. Die Modensumme
Y = Zmj,,, erhilt man durch Multiplikation mit dem Entartungsfaktor g = 2 der Moden bzw. der
Photonen.
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Die ausfiihrliche Losung des Integrals findet sich im Abschnitt A.6. Mit der Stefan-
Boltzmann-Konstante®

2kh
s 1 .

7T 0me (18.65)

vereinfachen wir die Schreibweise fiir die freie Energie (18.64) zu

WQ(/CBT)4 4o
F(T,V)=-V—"2 =——VT" «« V-T". 18.66
(T, V) 45 (he)? 3¢ > (18.66)
Aus den Beziehungen
F=FE-TS = dF=dF-TdS—S8dT
=T7dS — pdV —TdS — SdT

dF = — 8dT — pdV (18.67)

fiir die freie Energie konnen wir jetzt der Reihe nach den Strahlungsdruck p, die
Entropie S, die spezifische Wérme ¢, und die innere (Strahlungs-)Energie E des
Photonengases bzw. der Schwarzkorper-Strahlung® berechnen:

dF 4o
p:_(W> = 30 T, (18.68)
T
dF 16
S:—<ﬁ> :3—60.VT3, (18.69)
\%
1
Co :T-(%) _ 100 s o T, (18.70)
Vv C
4 1
E:F+TS:——“-VT4+TE.VT3,
3c 3c
4o 4 4
E= —.VI* < T |. (18.71)
&

Die Beziehung (18.71) ist das Stefan-Boltzmann-Gesetz. Es zeigt die T*-Abhingigkeit
der Strahlungsenergie im Innern eines Hohlraumresonators mit dem Volumen V' fiir
den Fall des thermodynamischen Gleichgewichts.

Bei unseren Uberlegungen zum Photonengas sind wir davon ausgegangen, dass das
chemische Potential der Photonen p = 0 ist. Deshalb ist zu erwarten, dass wir fiir die
thermodynamische Beziehung uN = E — T'S + pV ebenfalls null erhalten, wenn wir
fiir £, S und p die oben fiir das Photonengas ermittelten Beziechungen einsetzen:

pUN = E -~ TS +pV = 4—0VT4—16—UVT4+4—0

c 3¢ 3¢

Weiterhin geht geméifs dem Stefan-Boltzmann-Gesetz die Energie des Photonengases
fiir T' — 0 ebenfalls gegen null. Das bedeutet, dass die Nullpunktsenergie der Photonen

VIt=0.0 (18.72)

8Die Stefan-Boltzmann-Konstante wird allgemein mit o symbolisiert und darf hier nicht mit dem
Index o fiir die Polarisation verwechselt werden.

9Die Strahlung im Innern eines Hohlraumresonators im thermodynamischen Gleichgewicht nennt
man auch Schwarzkorper-Strahlung.
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gleich null ist. Aus quantenmechanischer Sicht kann aber die Nullpunktsenergie nur
dann verschwinden, wenn auch die Teilchen verschwinden. Mit anderen Worten, bei
T = 0 existieren keine Photonen mehr und es kann beim Photonengas keine Bose-
Einstein-Kondensation geben.

18.5 Zustandsdichte zp im Photonengas

Die Anzahl der Quantenzustdnde bzw. Moden pro Energieintervall im Photonengas
ist die Zustandsdichte.

Um sie zu berechnen, verwenden wir wieder das Modenanzahl-Integral (18.59), wo-
bei wir den Photonenimpuls p durch hw =€, =pc & p = %fp , dp = %~d5p ersetzen
und gleichzeitig mit dem Faktor 2 den Entartungsgrad der Photonen beriicksichtigen:

Voo, V[ e
2. (27Th)3/477p dp...=2- (27Th)3/47r<c> “de, .. (18.73)
0 0
V o0
= 733 /512, de, ... . (18.74)
0

Die Zustandsdichte ist also die Ableitung von (18.74) nach der Photonen- bzw. Mo-
denenergie ¢, :
d V 9 Voo,
Zp — d_&?p W /8p d€p = W €p . (1875)

Mit €, = hv und h = h/27 erhalten wir schlieklich die Zustandsdichte des Photonen-
gases in Abhéngigkeit von der Frequenz:

_ 8;@‘3/ Voo 12 (18.76)

zp(v)
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18.6 Strahlungsleistung des schwarzen Korpers

Ein Hohlraumresonator befinde sich bei der Temperatur 7" im thermodynamischen
Gleichgewicht. Folglich ist die Strahlung im Innern des Resonators isotrop und fiir
die spektrale (Strahlungs-)Energiedichte in der Offnungsfliche gilt u(v) = const . Die
Offnungsfliche des Hohlraumresonators kénnen wir als Fliachenstiick mit dem Fli-
cheninhalt f auf der Oberfléche eines schwarzen Kérpers ansehen (vgl. Abb. 18.5).

950

9=n/2

Abb. 18.5 Kubischer Hohlraumresonator bzw. schwarzer Strahler mit Offnung in Seitenansicht.
Durch die Offnung mit dem Flicheninhalt f dringt die Strahlung in den duReren (hier oberen)
Halbraum.

Wir bestimmen jetzt die Strahlungsleistung P, die von diesem Flachenstiick (mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢) nach aufsen abgestrahlt wird:

Das Produkt aus der spektralen Energiedichte und der Lichtgeschwindigkeit ist die
im betrachteten Flachenstiick konstante spektrale Energiestromdichte geméf

. Energie(v) Weglinge  Energie(v)
~ 7 Volumen Zeit  Fliche - Zeit -

(18.77)

Energie(v) ist hier der Differentialquotient Strahlungsenergie pro Frequenzeinheit. Die
vom Flachenstiick ausgehende Abstrahlungsintensistét ist jedoch abhéngig vom Ab-
strahlungswinkel bzw. vom Kosinus des Abstrahlungswinkels ¢ . Senkrecht zum Fla-
chenstiick ist cosv = cos0° = 1 und folglich die Abstrahlungsintensitdt maximal,
parallel zum Fléchenstiick ist cos? = cos 90° = 0 und die Abstrahlungsintensitéit ver-
schwindet (s. Abb. 18.5). Der mit cosv gewichtete Abstrahlungsanteil in ein Raum-
winkelelement df? ist also

dn
— - cos? , (18.78)
4

weil der volle Raumwinkel 47 ist. Die Summe [’(v) der Betrége der richtungsabhén-
gigen spektralen Energiestromdichten in den dufseren Halbraum ist somit das Integral
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von j - cos¥/4m iiber den gesamten &ufseren Halbraum:

p) 1
I'(v) = / j-d—-cosﬁ:4— / d2 - u(v)c- cosdd

47 T
Halbraum Halbraum

/2

27
1
:E/dcp/dﬁ sin? - cos - u(v) ¢
0

0
ddsind = —d(cos ), cos( =0) =1, cos(d =7/2) =0

cos =0

1

== 27 - / —d(cos?) - cos¥ - u(v) c
cos =1
1

1 1 1 ) cos =1

=3 d(cos ¥) cosz?~u(u)c:§-§cos vV ~u(v) e
cos ¥=0

[en]

8rhi? 1
B hw/keT) — 1

I'(v) =5 ulv) =7

2mh V3
2 ehv/(ksT) _ 1 °

I'(v) =

(18.79)

(18.80)

(18.81)

(18.82)

(18.83)

(18.84)

I'(v) ist also die von einem Flichenelement der Offnungsfliche pro Zeit- und Fre-
quenzeinheit in den duferen Halbraum abgestrahlte Energie, d. h. die spektrale Strah-

lungsintensitit in der Offnungsfliche:

Energie

I'(v) = .
v) Flache - Zeit - Frequenz

Das Integral von I'(v) iiber alle Frequenzen liefert dann die Intensitét

21h V3

I'= 2 ehw/(ksT) _ 1 °

dv I'(v) =

v

dv

L~
L~y

Mit der Substitution

h kgT kgT
_kBZ’:x N y:—z T, dV:—jZ dx

lasst sich das Integral geméfs Abschnitt A.6 16sen:

orh ksT [(ksT\® [ 23
== - d
2 h ( h > / T 1

(T) = 2ok} d
15c2h3
Dabeli ist
27°ky  mkp
15¢2h3 60 c2h3

=0
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die Stefan-Boltzmann-Konstante. Multiplizieren wir jetzt die Abstrahlungsintensitét
I mit der Oberfliche A des schwarzen Korpers, so erhalten wir schliefslich seine Strah-
lungsleistung

P(T)=0cA-T* |, (18.91)

also die vom schwarzen Korper pro Zeiteinheit abgestrahlte Energie. Diese zeigt, natiir-
lich genau wie das Stefan-Boltzmann-Gesetz (18.71), eine T*-Abhéingigkeit. Manchmal
wird allein diese T-Abhingigkeit als Stefan-Boltzmann-Gesetz bezeichnet.
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19 Phononen (Gitterschwingungsquanten)

(Siehe auch Demtréder, Experimentalphysik 3, Kapitel 12 Dynamik der Kristallgitter
und Fliekbach, Lehrbuch zur Theoretischen Physik IV — Statistische Physik, Kapitel
33 Phononengas sowie einfiihrende Lehrbiicher zur Festkorperphysik.)

Ubertragungsmedien fiir mechanische bzw. elastische Wellen konnen sowohl Festkor-
per als auch Fliissigkeiten und Gase sein. Die (Energie-)Quanten der elastischen Wel-
len bezeichnet man als Phononen.

Als Modell fiir unsere Betrachtungen iiber die Phonenen verwenden wir einen homo-
genen Festkorper (Kristall), der im Vergleich zu seinen Teilchen- bzw. Atomabstédnden
eine sehr grofse riumliche Ausdehnung besitzen soll. Weiterhin nehmen wir an, dass die
Atome durch harmonischen Potentialen entsprechende ,Hook’sche Krifte”“ gekoppelt
sind. Wir sprechen im Folgenden von Gitterschwingungen, weil die Atome im Kristall
um ihre Ruhelage schwingen. Dabei wird mechanische Energie (Schwingungsenergie)
von Atom zu Atom iibertragen. So entstehen innerhalb des Kristalls elastische Wel-
len bzw. Dichtewellen, die folglich nur Energie und keine Teilchen durch den Kristall
transportieren.

Aus quantenmechanischer Sicht sind Phononen Quasiteilchen und Bosonen mit dem
Spin s = 1, die als elastische Wellen in Erscheinung treten und, abhéingig vom Uber-
tragungsmedium, longitudinal oder transversal polarisiert sind.! Die longitudinale und
die zwei transversalen Polarisationsmoglichkeiten o entsprechen jeweils einer der Spin-
quantenzahlen s, = —1, 0, +1. Wie die Gesamtzahl der Photonen so liegt auch die
Gesamtzahl der Phononen in einem System nicht fest, weshalb das chemische Potential
w1 auch der Phononen gleich null ist.

Die Phononen, z. B. in einem Kristallgitter aus N Atomen, lassen sich als ein System
im Sinne eines idealen Bosegases auffassen. Dabei nimmt man an, dass die N Atome
infolge der drei voneinander unabhéngigen Polarisationsmoglichkeiten der Phononen
3N ungekoppelte lineare harmonische Oszillatoren (Eigenschwingungen, Moden) bil-
den. Jede dieser 3N Moden, die wir mit 7 = 1, 2, 3, ... , 3N indizieren, besteht aus
n; = ng Phononen (Quantisierungseinheiten) mit der zugehorigen Modenfrequenz w; .
Die Phononenquantenzahlen n; = nf konnen die Werte 0, 1, 2, 3, 4, ... annehmen.
Sie sind von vornherein nicht festgelegt und werden nur durch die Gesamtenergie des
Systems beschrankt. Ein Mikrozustand r dieses Kristallgitters ldsst sich also wie folgt
darstellen:

oe{-1,0, +1}
r={n;} ={ni} = (n1, ng, n3, ..., n3y) mit j=1,2,3,...,3N (19.1)
ny€{0,1,2, 3 4,...}

Damit ist die Energie eines Phonons

en=h-w(k), (19.2)

! Analog zu den Phononen treten Photonen als elektromagnetische Wellen in Erscheinung.
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die Energie einer Mode

1
E; = hw; (nj + 5) = huw(k) (ng + —) . j={1,2,3,...,3N} (19.3)

und die Energie eines Mikrozustands

3N 3N 1 3N
ET = ZEJZZM] (nj+§):E0+an'th (194)
j=1 j=1

j=1
o 1 o

Bevor wir uns mit der statistischen Physik der Phonenen beschéftigen, wollen wir
die Dispersionsrelationen zunéchst fiir die einatomige lineare Kette, den einfachsten
Fall, und dann fiir die zweiatomige lineare Kette herleiten. Die Resultate aus diesen
beiden einfachen, linearen Modellen lassen sich naherungsweise auf dreidimensionale
Kristallgitter iibertragen.

19.1 Einatomige lineare Kette

Abb. 19.1 Einatomige lineare Kette. Die Atome sind auf der x-Achse in ihrer Ruhlage ein-
gezeichnet. lhre Auslenkung ¢ erfolgt bei der linearen Kette langs der xz-Achse, in einem (3-
dimensionalen) Festkorper aber auch senkrecht dazu.

Wir legen die lineare Kette (Abb. 19.1) auf die z-Achse und nummerieren bzw. indi-
zieren die Atome (Teilchen) der Masse mmit j = ..., n—2, n—1,n, n+1, n+2, ... .
Als Naherung und zur Vereinfachung werden wir aber nur die nachsten Nachbarn n—1
und n + 1 des beliebig herausgegriffenen n-ten Atoms betrachten. Die auf dieses n-te
Atom wirkende Kraft F), wird mit den Auslenkungen ¢; der Nachbaratome und mit
der Federkonstante C' beschrieben durch die Bewegungsgleichung

Fo=m-g, = (C~qn+1—0-qn> - <C~qn—0~qn_1>
- C. (qn+1 ¥ g — 2qn> . (19.6)

Wir nehmen an, dass die Auslenkungen aus der Ruhelage zu harmonischen Schwin-
gungen der Atome in Langsrichtung der linearen Kette fithren. Diese betrachten wir
deshalb als eine Kette gekoppelter harmonischer Oszillatoren und verwenden fiir die
Zeitabhéngigkeit der Auslenkung des j-ten Atoms den Lésungsansatz

Qj(t) —A. 6i(k~m—wt) —A. 6i(k:-ja—wt) ) (197)
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Hierbei ist a die Gitterkonstante (Abstand zwischen den Ruhelagen benachbarter
Atome) und somit ja = x der Ruheort des j-ten Atoms auf der Kette bzw. der z-
Achse. ¢;(t) ist also die von der Zeit abhéngige Auslenkung des j-ten Atoms aus seiner
Ruhelage x = ja. Z.B. fiir das n-te Atom der Kette, also fiir j = n, ist dann der
Losungsansatz

gn(t) = A - eilkna=ewt (19.8)
Wir verwenden also den Ansatz (19.7) in (19.6) und erhalten

2
Fn - m- d—(A . ei[k;na—wt}> _

d ¢?
C - [A . ei[k(n—&—l)a—wt} +A- ei[k(n—l)a—wt] —924. 6i[kna—wt]i| (199)
—m- A(_iw)Qei(knafwt) _
CA - [eikaei(knafwt) + efikaei(knafwt) . 2€i(kna7wt):| (1910)
_ _mAw26i(kna—wt) _ CA ei(kna—wt)[ eika + e—ika . 2] (1911>
—_——
2-cos(ka)
F, = —mAw?eikna=wt) — 9 0 A gilkna=wt) [cos(ka) — 1] . (19.12)
Vit k k k k
cos(ka) = cos (Ta + g) = cos’ (g) — sin® <?a> (19.13)
und

cos(ka) — 1 = cos® kay _ sin? kay _ cos” ka + sin? ka
2 2 2 2
.o [ ka
cos(ka) — 1 = —2 sin 5 (19.14)
resultiert daraus

, , k
F, = —mAw?eitra=et) — _4 O A gilkna=wt) . gjp? (?a) : (19.15)

Auflésen nach w ergibt schlieklich die Dispersionsrelation w(k) fiir die einatomige
lineare Kette:

4
w? =W k) = —Osin2 <@> : (19.16)

m 2
w(k):\/%-

Die Dispersionsrelation, kurz Dispersion, beschreibt die Abhéngigkeit der Frequenz

. ka
sin —

5 , W > 0 |- (1917)

2

2Meistens wird auch die Kreisfrequenz w zwar nicht ganz korrekt dafiir aber kurz als Frequenz
bezeichnet.
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v = w/(2m) von der Wellenldnge A\ = 27/k bzw. die Abhéngigkeit der Energie hw
der Phononen von ihrem Impuls Ak . Wahrend bei Photonen im Vakuum geméf ihrer
Dispersion w(k) = c- k ein linearer Zusammenhang zwischen ihrer Frequenz und ihrer
Wellenldnge besteht, ist dies bei Gitterschwingungen und demzufolge bei Phonenen
nicht der Fall. Die Dispersion bei Phonenen wird beschrieben durch nichtlineare, in
k periodische Funktionen. Einige ihrer Eigenschaften wollen wir uns jetzt noch kurz
anschauen.

Fiir eine endliche einatomige lineare Kette bzw. fiir einen realen Kristall der Lénge
L erhalten wir das Minimum und das Maximum von A bzw. von k wie folgt:

Ortsraum —> k-Raum:
A 27 2r 7
L="% Aoz = 2L +—  kpp=—— = = —
> Moww 2L L’
Ami 27 2rom
=" = \uin =2 — kpoeg = — = — = — .
“ 2 “ Amin. 20 @

Weiterhin besitzt die Dispersion (19.17) eine 27 /a-Periodizitéat im k-Raum mit einer
Symmetrie zur Achse durch & = 0. Das sehen wir auch, wenn wir den Ansatz (19.7)
bzw. die Auslenkungen fiir zwei benachbarte Atome zueinander ins Verhéltnis setzen.
Betrachten wir ein Beispiel:

Gt A- ei[k-(n-l—l)a—wt] B A. ei[(k+27r/a)~(n+1)a—wt] B eikza . 67,'27r (19 18)
In - A . etlkna—wt] o A . eillk+2m/a) na—wt] - -~ :
=1
Wie wir sehen, liegen bereits im Wellenzahlbereich k = —7/a = e " bis k =

+7/a = e alle moglichen Werte fiir das Verhéltnis zwischen den beiden Aus-
lenkungen.? Wir koénnen uns deshalb bei der Betrachtung der Dispersion auf den
k-Bereich

_kmam == _E S k S +z = _'_kmax s (1919)
a a

d.h. auf die erste Brillouin-Zone beschrianken. Aufserhalb der ersten Brillouin-Zone
erhdlt man keine neuen Frequenzen, weil Wellenldngen A < A,,;, = 2a und damit
Wellenzahlen k > k.. = m/a physikalisch sinnlos sind.

Weil ein realer Kristall eine endliche Lange besitzt (in unserem Fall L), kann k,,;,
nicht (exakt) gleich null sein, was A\, = 2L — oo entsprechen wiirde. £ — 0 =
A — oo ist der langwellige Grenzfall. Wir kénnen aber k,,;, ~ 0 annehmen, weil in
der hier verwendeten und auf a basierenden Skalierung L > a ist.

Die Phasengeschwindigkeit vpy in der einatomigen linearen Kette ist gleich der Schall-

geschwindigkeit
_ a
wik)  [Jac smik-g
Cs = Upp = % = E : # (1920)

und die Gruppengeschwindigkeit ist

_dw(k)  /Ca? ka
Vg — dr = 7 - COS 7 . (1921)

3Das Vorzeichen der k-Werte kennzeichnet die Wellenausbreitungsrichtung.
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Fiir Kk = £7/a, d. h. an den Grenzen der ersten Brillouin-Zone, gilt geméf (19.7) fiir
die Auslenkung des j-ten Atoms

qj(t)=A-cos(j-m) e =FA- " (19.22)
—+1

und die Gruppengeschwindigkeit v ist gleich null. Das bedeutet aber, dass die Wel-
len mit A,,;, = 2a entsprechend k.., = m/a stehende Wellen sind, bei denen die
benachbarten Atome gegenphasig schwingen.

Jetzt werden wir untersuchen, welche Abstidnde Ak zwischen den diskreten k-
Werten der endlichen einatomigen linearen Kette der Lange L = M - a liegen. a
ist die Gitterkonstante und M € N die Gesamtzahl der Atome der Kette. Aus der fiir
die endliche Kette im Ortsraum konstruierten periodischen Bedingung

Gn = gn + M (19.23)

folgt mit dem Ansatz (19.8) fiir die Auslenkung:
qn(t) = A- gilkna=wtl — g . gilk(ntM)a—wi] (19.24)
= A . ¢ilhna—wt] | gikMa (19.25)

und mit m € Z

—A. ei[k:nafwt] . eikmMa (1926)

=1
—A. ei[knafwt] . eim-27r ) (1927)

=1

Es muss also gelten:
kM o e k= €z (19.28)
m = s 4T m = 3, "M, m . .
a=m Va

Aus der Beschrankung der k-Werte auf —n/a < k,, < +x/a folgt fir k,, an den
Grenzen der ersten Brillouin-Zone:

27 T M

km:_. _ —— = ——, 12
™ - eom 5 (19.29)
2 s M
== =4 = 4+— . 19.
o -m —I—a & m +2 (19.30)

Das bedeutet, dass m € Z geméls

m=0, £, £2, £3, .., £ (19.31)
von —M /2 bis +M /2 lauft und k,, die folgenden (diskreten) Werte annehmen kann:
2m M 2m M 2m M 2m
i = € {F (—7)’ m(ﬁ“)’ m(ﬁ”)’ e T
2w 2m 2m 2r (M 2 M
1 2 3 (2 ), 2L
O’Ma " Ma ~ Ma d ’Ma(Q )’Ma 2}
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Damit ist der Abstand zwischen benachbarten k-Werten (s. Abb. 19.2)

2m 27 2m 2
2m
Ak = - = 2kmin | - (19.34)

Infolge der raumlichen Beschrankung der einatomigen linearen Kette auf die Lange
L = M - a ergeben sich M &quidistante k-Werte im Abstand Ak = 2k, .

K,

y
s @ e m/ay @urramransananasaes @i
Ak =2n/L =2k,
@ @ o -------------------- @ @ -
R E— P S S— E— ;
-n/a P00 K n/a K,
@ @ o ------------------- o --------------------- @ °
[ @i 0 ------------------- D R @ .
- e — TR Y] — S — e — ‘

Abb. 19.2 Schematische Darstellung des k-Raums eines kubischen Gitters. Vereinfachend wurde
die k,-Achse unterdriickt.

19.2 Zweiatomige lineare Kette

Die zweiatomige lineare Kette (Abb. 19.3) bestehe aus Atomen A mit der Masse m 4
und Atomen B mit der Masse mp. A und B sollen sich in ihrer Ladung unterscheiden
und auf der Kette im Wechsel angeordnet sein. Der Abstand zwischen zwei benach-
barten Atomen A und zwischen zwei benachbarten Atomen B sei jeweils a und der
Abstand zwischen A und B sei d = a/2. Die Federkonstante sei wieder C'. Hieraus
ergeben sich fiir die zweiatomige lineare Kette, analog zur einatomigen linearen Kette,
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Abb. 19.3 Zweiatomige lineare Kette. Die Atome sind auf der x-Achse in ihrer Ruhlage ein-
gezeichnet. lhre Auslenkung ¢ erfolgt bei der linearen Kette langs der x-Achse, in einem (3-
dimensionalen) Festkdrper aber auch senkrecht dazu. Wenn sich benachbarte Atome A und B
z.B. in ihrer Masse und ihrer Ladung unterscheiden, kdnnen sie, wie hier dargestellt, in die entge-
gengesetzte Richtung schwingen. Die daraus resultierenden Phononen heilen optische Phononen.

die beiden Bewegungsgleichungen

Fon  =ma-Gon = (C “Gony1 — C' Q2n> - (C “Gon — C Q2n71)

=C- <Q2n+1 + Gon-1 — 2(12n> 5 (19.35)

Fopn1 =mp - Gont1 = (O “Gony2 — O Q2n+1> - (C “Gony1 — O Q2n>
=C- <q2n+2 + Qon — 2 q2n+1> y (1936)
wenn wir das Atom A an der Stelle 7 = 2n und das benachbarte Atom B an der Stelle
Jj = 2n + 1 herausgreifen.
Im Folgenden schreiben wir vereinfachend fiir die maximale Auslenkung (Amplitu-

de) des Atoms A ebenfalls A und fiir die maximale Auslenkung des Atoms B ebenfalls
B. Damit sind die Losungsansétze fiir die beiden herausgegriffenen Atome

gi(t) = A- Bt = 4. gilhadet) (19.37)
qi(t) = B- "l = B ithidmen (19.38)

Einsetzen der Losungsansitze in (19.35) und (19.36) liefert

—y - Aw?eilk2nd—ut] - C. {Bei[k(2n+1)dfwt] +
B ei[k(2n71)d7wt] — 94 6i[k2nd7wt]} : (1939)
—mp - Bw?ek@ntd-—ut] _ {Aez‘[k(znw)dwt] 4
A ez’[k2nd—wt} —92B ei[k(2n+1)d—wt]} (194())
k2nd—wt]

und nach Division durch —el

ma - Aw® = C{2A - B ("™ + e ")} = C {24 — 2B cos(kd)} , (19.41)
mp - Bw? = C{2B — A (™ +e ™)} = C{2B — 2Acos(kd)} . (19.42)
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Durch Aquivalenzumformung erhalten wir daraus das lineare, homogene Gleichungs-
system fiir A und B

(maw® —2C) - A+2C cos(kd) - B = 0, (19.43)
(mpw® —2C) - B+ 2C cos(kd) - A = 0. (19.44)
Dieses Gleichungssystem hat nur dann eine Losung, wenn die Determinante der Ko-
effizienten von A und B verschwindet:
2
maw® —2C  2Ccos(kd) |
2C cos(kd) mpw® —2C| (19.45)
(maw?® = 20) (mpw® — 2C) — [2C Cos(k:dﬂ2 =0. (19.46)

Wir 16sen jetzt (19.46) nach w? auf und erhalten so schlieRlich die gesuchte Disper-
sionsrelation:

0 = mampw* — 20mw? — 20mpw? + 4C?* — 4C* cos?(kd) (19.47)
Division durch m mp und mit w? = 2
4C?
== matmp 2C -z + ———— [1 — cos*(kd)] (19.48)
my - Mp my-Mmp
1
mit cos?(kd) = 3 [1+ cos(2kd)] und mit 2d = a
4C? 1 1
== matmp 2C -z + — — —cos(ka) (19.49)
mamp mamp |2 2
Erweiterung des letzten Terms mit m ampg
ma+ mp C? 1 1
0=22-20——-"72-. —4 - — = k 19.50
z pe— Z 4+ (mamp)? mamp {2 5 cos( a)} ( )
: p P\?
mItZiI—ii (5) —q:CUi
+mp
20k} = (]mA—
wi (k) AT E

+ \/(O—zz(mA +mp)? — 0—224m,4m3 F - 1cos(k:a)} . (19.51)

mampg) (mampg) )

Zum Schluss wird noch der Radikand ausmultipliziert und vereinfacht. Die Disper-
sionsrelation fiir die zweiatomige lineare Kette ist dann

C C
(mA + mB) 4 \/mi + m2B + 2mAmB . COS(ka) . (1952)
mampg mamp

wi(k) =

Wir unterscheiden longitudinal- und transversal-akustische Phononen (Abkiirzungen:
LA und TA) von longitudinal- und transversal-optischen Phononen (Abkiirzungen:
LO und TO). Bei akustischen Phononen (Schallwellen) schwingen die benachbarten
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Atome der Kette bzw. die benachbarten Ebenen im Kristallgitter nahezu in Phase,
also gleichsinnig, was insbesondere bei Wellenlangen A > a der Fall ist. Bei optischen
Phononen (Dipolschwingungen) schwingen die benachbarten Atome bzw. Kristallebe-
nen in entgegengesetzte Richtung.

Welche der beiden Dispersionen w? (k) longitudinal-akustische und welche longitudi-
nal-optische Phononen beschreibt, zeigt das Amplitudenverhéltnis A/B, das wir aus
(19.43) unter Verwendung von (19.52) gewinnen, fiir grofse Wellenldngen bzw. fiir
k=20:

A 2C kd
A-(maw? —20) = =B 20 cos(kd) & = —% . (19.53)
(_ 2¢ e fir wi
- (QC M) o Ma
A weo ma-mp
5 = (19.54)
2
— c ¢ =1 fiir w? .
mA{ [mA+mB—(mA+mB)]}—2C’
\ mamp

w? (k) ist folglich die Dispersion fiir die longitudinal-optischen Phononen, denn A/B <
0 zeigt, dass die benachbarten Atome entgegengesetzt zueinander schwingen. w? (k) ist
die Dispersion fiir die longitudinal-akustischen Phononen, bei denen die benachbarten
Atome geméf A/B =1 > 0 gleichsinnig schwingen (Abb. 19.4).

o(k)

LA

—rt{a 0 n{a 2n/a 3nla k

«—— 1. Brillouin-Zone ——»
Abb. 19.4 Dispersion der zweiatomigen linearen Kette.
Wenn wir in (19.52) ma = mp = m setzen und fiir d = a/2 am Ende a schreiben,

gelangen wir von der zweiatomigen zur einatomigen linearen Kette. Durch Anwendung
des Additionstheorems cos 2o = 1 — 2sin? o resultiert dabei zunschst

2C
2 e —
WA (k) =~ [ucos(kd)} (19.55)
und daraus schlieflich
20 2C . o kd\ 4sa 4C ka
2 = — —_— 1 — 2 2= == - 2 1 .
wi m+m< si 2) —c0s” (19.56)
2 2 kd o« 4C . L,k
2= 22 <1 — 2sin? —) doa 40 s ko (19.57)
m m 2 m 2

Der akustische Zweig (19.57) der Dispersion ist das gewiinschte Ergebnis fiir die ein-
atomige Kette, wihrend der optische Zweig (19.56) physikalisch nicht sinnvoll ist.
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19.3 Debye-Modell

Fiir das Debye-Modell gehen wir von der Dispersion der einatomigen linearen Kette
aus und nehmen an, dass w linear von k abhéngt:

|

wk)=rcs k. (19.58)

Dies ist ndherungsweise im Bereich kleiner & der Fall (vgl. Abb. 19.4). Wenn wir
namlich

w(k) = 1/4C/m - |sin(ka/2)| fiir kleine k bzw. an der Stelle k& = 0 bis zur ersten
Ordnung entwickeln erhalten wir

4 k 2
w(/g)m/—c- {f.cos—“} Jg:,/—ca k=cg -k x k. (19.59)
m 2 2 k0 m

Bei linearer Abhéangigkeit w von k ist die Gruppengeschwindigkeit gleich der Phasen-
geschwindigkeit. Das sieht man mit der Néherung (19.59) fiir £ — 0 wie folgt:

2
3—: 1) % = v (k — 0) = vpn(k — 0) = # 129 ¢ (19.60)
Jetzt gehen wir iiber zu einem kubischen Kristall mit der Gitterkonstante a, der
Kantenlinge L = M - a und dem Volumen V = L. Der Kristall besteht folglich aus
M? = N Atomen. Weiterhin nehmen wir an, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit cg
der elastischen Wellen im Kristall isotrop ist. Jedes der N Atome ist die Quelle nicht
nur fiir eine, sondern wegen der drei Polarisationen fiir jeweils drei Moden. Die drei
Polarisationen sollen das gleiche Gewicht haben. Es existieren somit im Kristall 3/NV
Moden.

Die Modenanzahl konnen wir aber auch aus dem k-Raum ableiten, wenn wir in
kartesischen Koordinaten iiber die ,Modendichte®

1 L

—=—=1M Ak = 19.61

N ode pro Ak = const (19.61)

in den Grenzen der ersten Brillouin-Zone, also von —7/a bis +m/a integrieren und
dabei die drei Polarisationsrichtungen berticksichtigen:

+z +z +Z , Th
1 1 1 L
3- | —dk,- [ —dk,- | — dk, = 3- | — 3k 19.62
Ak Ak Y Ak (2w> ( )
L3 oo te e L3 (2n)?
= -k -k -k = 3. . 19.
3 T I 3 C (19.63)

L 3
:3-(—) =3-M*=3N. (19.64)

a

Wir kénnen die Modenanzahl 3N aber auch mit einem Integral in Kugelkoordinaten
erhalten, wenn wir die obere Integrationsgrenze zunéachst offen lassen und diese erst
nach der Integration bestimmen. Wir diirfen beim Integral in Kugelkoordinaten als
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obere Integrationsgrenze namlich nicht 7/a verwenden, weil das Volumen einer Kugel
mit dem Durchmesser 27 /a kleiner ist als das Volumen eines Wiirfels mit der Kan-
tenlange L = 2m/a. Als obere Integrationsgrenze in Kugelkoordinaten wéhlen wir
demzufolge kp > m/a und schreiben fiir (19.62)

I 3 +a I 3 kp v kp
3
. _ 3 — . _ 2 P — 2.
3 <2W) Pk = 3 (2#) /47Tk: dk W/k dk (19.65)
-z 0 0
_ BV L[ (19.66)
212 3 |, '
= %k% = 3N. (19.67)

Durch Aquivalenzumformung erhalten wir daraus die gesuchte obere Integrationsgren-

ze N
N\3
kp = (67r2 : V) . (19.68)

Im Debye-Modell geméf (19.58) entspricht kp der Debye-Frequenz
Wp = Cg - ]CD y (1969)

woraus wir dann fiir die Schallgeschwindigkeit

1 1V

Wl

erhalten. Jetzt substituieren wir & im Integral (19.65) durch w(k):

1 1
k=—w, db=—dw, kp - wp = (19.71)
Cs Cg
wp
3V 1 1
3N = — [ 5w’ —dw (19.72)
212 ) 3 Cg
0
Vo1 [
2
_ 1 19.
52 Cg/w dw (19.73)
0
3V N 6r [ 3 °f
=2 22 dew:3N-—/w2dw (19.74)
212V Wi, w3,
0 0
wp (]
3w?
3N = 3N~/—3 dw = 3N~/2D(w) dw . (19.75)
“D
0 0
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Weil wir k£ auf die erste Brillouin-Zone beschréankt hatten, ist im Debye-Modell auch
w auf den Bereich 0 < w < wp beschriankt, weshalb fir zp(w) gelten muss:

3w?

— firw<wp,
Wp

zp(w) = (19.76)

0 fir w > wp

mit der Normierung

/ZD(w) dw=1. (19.77)

Die (spektrale) Verteilung zp(w) ist hier die nicht von der Energie iw sondern von der
Frequenz w abhéngige Zustandsdichte bzw. Modendichte im Debye-Modell, also der
Anteil einer Mode pro Frequenzintervall, und ist auf 1 normiert. Anders gesagt, die
Zustandsdichte zp(w) ist die Verteilung einer Mode beziiglich der Frequenz w, wobei
alle drei Polarisationen das gleiche Gewicht haben.

Jede der 3N Moden entspricht einem harmonischen Oszillator, der zu einem be-
stimmten Zeitpunkt mit einer bestimmten diskreten Frequenz w aus dem Frequenz-
spektrum 0 < w < wp schwingt. Die Amplitude bzw. die Energie einer Mode kann
je nach Anzahl der Phononen, aus denen sie gebildet wird, d.h. entsprechend ihrer
Phononenquantenzahl bzw. Besetzungszahl n{ , verschiedene quantisierte Werte (Viel-
fache von Aw) annehmen, wobei es keine Beschrankung der Besetzungszahl gibt. Wie
bei Photonen ist deshalb auch bei Phononen das chemische Potential u = 0.

Die Phononen sind also die Gitterschwingungs- bzw. Modenquanten mit der Fre-
quenz w(k) und der Energie fw. Sie bilden die Moden, die man als harmonische
Oszillatoren auffassen kann. Eine Mode mit der Frequenz w und der Besetzungszahl
ng besitzt demzufolge die Energie

1 1
e(w) = hw(k) - (5 + ng) =35 hw +nj, - hw = ep(w) + ng, - hw (19.78)
(Polarisationen m=1,23 und n;=0,1,2,3, ... =00 )

mit der Grundzustandsenergie ¢ .

19.4 Grundzustandsenergie im Debye-Modell

Die 3N Moden, ob mit nf Phononen besetzt oder geméf nj = 0 nicht mit Pho-
nonen besetzt, besitzen jeweils die Grundzustandsenergie hw/2. Bei T" = 0 ist fiir
alle Moden eines Systems die Besetzungszahl nf = 0. Weiterhin sind die 3N Mo-
den im Debye-Modell voneinander unabhéngig und somit jede Mode entsprechend
zp(w) tber den Frequenzbereich 0 < w < wp verteilt. Die Gesamtgrundzustand-
senergie Fj, eines N-Teilchen-Systems erhalten wir folglich durch Integration iiber
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zp(w) - go(w) = (Bw?/w) - (hw/2) in den Grenzen von w = 0 bis wp :

wp
Ey(T=0,V) = 3N/dw zp(w) - eg(w) (19.79)
0
T3 1 9NK [
:3N/i3-—hwdw:——3/w3dw (19.80)
wp 2 2 wy
0 0
1
N 3
Ey(T=0,V) = gNhWD = gNh-CS (V 67r2) : (19.81)

19.5 Energie und Warmekapazitat im Debye-Modell

Ein Mikrozustand r des Gitters bzw. des N-Teilchen-Systems ist durch die
Schwingungs- bzw. Modenquantenzahlen n; festgelegt:

ro={n;} ={nj} = (n1, ne, n3, ..., n3y), mitn; ={0,1,2,3,... > o0} .
(19.82)
Die Gesamtenergie des Mikrozustands r, also der 3N Moden im Mikrozustand r , ist
dann

E, = ZEj = hw(k) G + n;;) =Eo(V)+ ) _nf - hw(k) . (19.83)

Phononen und Photonen sind Bosonen mit dem chemischen Potential © = 0. Des-
halb besitzen Phononensysteme die gleiche Formel fiir die mittlere Besetzungszahl
wie Photonensysteme. Mit (18.24) ergibt sich also fiir Phononensysteme

_ 1 — 1

n=noy & MW= g (19.84)
Die Phononensystemenergie im Debye-Modell ist damit

E(T,V)=E, = E(V)+ Y n(w) hw. (19.85)

Wir summieren dabei iiber die drei Polarisationen ¢ und iiber die diskreten Frequenzen
w = w(k), die sich aus w(k) = c¢g - k und aus der Diskretisierung der k-Werte geméifs
Ak = 27 ergeben. Die Verteilung zp(w) und die mittlere Einteilchenmodenenergie
n(w) - hw (als Funktion von w) ermdglichen uns schlieRlich analog zu (19.79) den
Ubergang zum Integral:

wp
E(T, V) = Ey(V)+ SN/dw zp - n(w) - hw (19.86)
0
I
w
0
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3 2
E(T, V) = Ey(V) +3N/dw —“ = | (19.88)
v —1 wp
Fiir die Losung des Integrals verwenden wir die Substitution
hew kgT kgT
Bhw—kBT T, w:BTx, dw:Bde (19.89)
und fithren eine Hilfsgrofse ein, die Debye-Temperatur T'p :
kgT 1 hwp 1Tp hwp
wp 5 Tp < Ip T &g T = D ko (990)
Es resultiert das Integral
]CBT ]CBT T 3(]€BT) h3
E(T = N [ d 19.91
(T, V) V)+3 / r — = (kBT)?).x% (19.91)
3 - kgT
- EO(V)—I—BN/da: L S (19.92)
e? —1 7y
gNkBT $3
= Ey(V d 19.93
(V) + /:cegc_1 (19.99)
0
ONksT* [
x
E(T, V) = Ey(V)+ =2 [ d . 19.94
T.V) = Bov)+ e [ar (19.94)
0
Losung fir T < Tp bzw. xp = Tp/T > 1, also fur zp — co:
4 T p—00 3
9NkgT x
E(T,V)=E(V)+ —it— d 19.95
T V)= BV [ e (19.95)
=r4/15 ge?rtz'ﬁé (A.114)
3t T\ ..
E(T, V)= EyV) + = NkgT 7 fir T < Tp |- (19.96)
D

Losung fiir T'>> Tp bzw. xp = Tp/T < 1, also fiir den klassischen Grenzfall:

Dafiir formen wir den Integranden in eine Potenzreihe um. Die Entwicklung von e* —1
fiir x — 0 bis zur dritten Ordnung liefert

x3 x3 x2 , 1
~ = =z°- 19.97
et —1 O+x+%x2+%x3 1+%m+%$2 14+a ( )
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und die Entwicklung von 1/(1 + a) fiir kleine a = $x + g2? bis zur zweiten Ordnung

liefert
3
x 2 2 Ly, 1 4, 15 15
~ao- (1 — = — = —x . 19.98
ek (1—a+a® 5 Y Tt T3t ( )
Wir verwenden aber nur Potenzen bis zur vierten Ordnung und erhalten so fiir das

Integral die Ndherung

Trp Tp
x3 1 1 1
/dx 1%/da: <x2—§x3+ﬁx4):§(x%—§x%+2—ox[,

er —
0 0

Einsetzen von (19.99) in (19.94) ergibt

INkgT* 1( 4, 3 , 1 .
Eo(V) + 3NkgT LA 1= ap 4 — a2 (19.101)
= Rl 4 — - —x .
0 BE s D g P T gpp

. T
und mit xp = ?D

3,-2D 1 ID 2 .
122 - (22 f
3 20( ) UI'T>>TD

E(T, V) = Eo(V) + 3NkgT
(19.102)

3NkE .........

T

To

Abb. 19.5 Die Warmekapazitdt Cy im Debye-Modell.

(OE/OT)y eines N-Teilchensystems wie z. B. eines

Fiir die Warmekapazitat Cy,
Kristalls im Debye-Modell (Abb. 19.5) erhalten wir aus (19.96) und aus (19.102)

(19.103)

1274 T\?
T (—) x T3 ftirT < Tp

3 (Th\? 7o
(D) T2 SNEky fir T>> T . (19.104)
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20 Ideales kanonisches Spinsystem —
Paramagnetismus

Das ideale kanonische Spinsystem ist ein Modell fiir den Paramagnetismus. Dieser
entsteht durch die Ausrichtung der Spins von nicht zu Spin=Null gekoppelten Elek-
tronen (ungepaarten Elektronen) in die gleiche Richtung in einem duferen Magnetfeld

(Abb. 20.1).

H;

Abb. 20.1 Parallelprojektion der statistischen Ausrichtung der Elektronenspins bzw. der re-
sultierenden magnetischen Dipole im Magnetfeld. Die Messgroen . und s, sind parallel zum
B-Feld ausgerichtet. Folglich sind die Spinkomponenten s, und sy und damit die Richtung (nicht
der Betrag!) der Vektoren §und /i unbestimmt. Aus diesem Grunde wurden §und /i nur punktiert
dargestellt. In der Draufsicht, d. h. parallel zur z,y-Ebene, sind die gestrichelten Linien Kreise,
auf denen in diesem Modell die Spitzen der Spinvektoren liegen bzw. prazessieren.

Der intrinsische Drehimpuls bzw. Spin § des Elektrons! besitzt den Betrag |5| =
h-+/s(s+1) = h-+/3/2 mit der Spinquantenzahl s = 1. Man kann eine Achse,
im allgemeinen die z-Achse, als Quantisierungsachse so im Raum festlegen, dass der
Vektor §'um diese statistisch prézessiert. Die Projektion von 5 auf die z-Achse ist dann
S, =mg-h= j:%-h mit den Spinmagnetquantenzahlen m, = i%. Wie man sieht, kann
das Elektron zwei Spinquantenzustinde einnehmen. Wihrend diese bei einem freien
Elektron entartet sind, spalten sie in einem duferen Magnetfeld auf. 52 kommutiert

! Ausfiihrliche Erliuterungen zum quantenmechanischen Spin findet man im Springer-Lehrbuch von
Demtroder, Experimentalphysik 3.
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jeweils mit den Komponenten s,, s, oder s, wahrend die Komponenten untereinander
nicht kommutieren. Das bedeutet, dass zwar 52 und jeweils eine der Komponenten,
niemals aber mehrere Komponenten gleichzeitig scharf bestimmt werden kénnen.

Elektronen mit der Ladung ¢ = —e, der Masse m,., dem Spin § und dem Landé-
Faktor g = 2 besitzen auf Grund ihres Spins ein magnetisches Moment

is = 9.2756.{;:2‘2 e.|§,.§0 (20.1)
e e \/g
- ——.h 1)-5°= —— . p——.5" 20.2
- s(s+1)-3 ' S (20.2)
h
fs = —— /3.3, (20.3)
2m,

das antiparallel zum Spin ist. Mit dem Bohrschen Magneton

eh
= 204
B =5 (20.4)
erhalten wir schlieflich aus (20.3)
fis = —pup-V3-5°. (20.5)

Die z-Komponente p, dieses magnetischen Moments ergibt sich mit der z-Komponente
des Elektronenspins wie folgt:

—e —e —e€ 1
L =gq- s, =2 mg-h=—-(£=) h, 20.6
" g 2m, s 2m, " Me ( 2) ( )
e, = —2-ug-msg, (20.7)
eh
, = = . 20.8
10 $2me +uB ( )

Befindet sich ein Elektron in einem (duferen) Magnetfeld B= (0, 0, B), so besitzt es
auf Grund seines magnetischen Moments jig die (potentielle) Energie

+up - B = naz ms:+%> Hz = —HB
e=—fig-B=—p,-B= (20.9)

_,U/B'B:5mm7 ms:_%aﬂz:—i_,uB

Das ideale Spinsystem bestehe aus N Elektronen, die an Gitterplatze gebunden sind
und nicht miteinander wechselwirken. Deshalb stellen sich alle Spins bzw. alle magne-
tischen Momente unabhéngig voneinander geméaft der Maxwell-Boltzmann-Verteilung
ein, wenn man das System in ein duferes Magnetfeld bringt. Weil jedes Elektron
zwei Quantenzusténde einnehmen kann, den einen mit der Energie +up - B und den
anderen mit der Energie —up - B, erhalten wir die Zustandsumme? aus der Einteil-
chenzustandssumme mit

N N
Zu(T, B, N) = 2N = [e-BunB +e’8'“BB] - [2 cosh(B - upB)| . (20.10)

2Mikrokanonisch, d.h. ohne Boltzmann-Wichtung, wire die Zustandssumme 2 = 2V = 2V weil
jedes der N (unabhéngigen) Elektronen zwei Quantenzustinde einnehmen kann und alle Verteilungs-

moglichkeiten gleich wahrscheinlich sind.
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Es ist ausreichend und auch bequemer, wenn wir nur mit der Einteilchenzustandssum-
me z; weiterrechnen. Betrachten wir also die Boltzmann-Faktoren, d. h. die relativen
Wahrscheinlichkeiten der zwei Quantenzustinde eines Elektrons unter Berticksichti-
gung von (20.9), so erhalten wir

1 = ~

me = +§, d.h. fig antiparallel zu B = e ?*28 = p_ fiir €40 , (20.11)
1 —

ms = =3, d.h. fis parallel zu B = ™88 = p. fiir g, . (20.12)

(20.11) bedeutet kleine Wahrscheinlichkeit p_ im Fall hoher Zustandsenergie und
(20.12) bedeutet grofse Wahrscheinlichkeit p, im Fall kleiner Zustandsenergie.

Mit der Einteilchenzustandswahrscheinlichkeit p = e=#¢/z; und den magnetischen
Momenten p, = +pup = p.+ und p, = —pup = i,— berechnen wir jetzt das mittlere
magnetische Moment i, eines Elektrons:

e BneB ebrsB
fio = oD+ pisrps = (—pp)——— + up——— >0 (20.13)
2sinh(5 - upB)
= 20.14
1o 2cosh(B - upB)’ ( )
1, = pp-tanh(f - upB) . (20.15)

Mit (20.7) gilt fiir das mittlere magnetische Moment eines Elektrons formal aber auch

i, =2 g, . (20.16)
M(T,B)
Mg =========mmmmmmzocooar -
0
1 "’IBB/(kBT)

Abb. 20.2 Die Abhangigkeit der Magnetisierung des idealen kanonischen Spinsystems von
B-Feld und Temperatur.

Die Magnetisierung M ist magnetisches Moment pro Volumen. Unser ideales kanoni-
sches Spinsystem, bestehend aus N Elektronen, besitzt in einem &dufseren Magnetfeld
folglich die Magnetisierung

M= N"/“z _N-ns tan‘}/l(ﬁ 1sB) (20.17)

Weil tanh(8 - upB) fiir B — oo, also bei starken Magnetfeldern, gegen 1 geht, ist

= M, (20.18)
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die Sdttigungsmagnetisierung (s. Abb. 20.2). Mit ihr und mit § = 1/(kgT) erhalten
wir aus (20.17) schlieflich

‘B
M = M(T, B) = M, - tanh 22 . (20.19)
kg - T

Damit ergibt sich, ausgehend von (20.9), der Energie durch des magnetische Moment
eines Elektrons, und von (20.17) die folgende Gleichgewichtsbedingung fiir das ideale
kanonische Spinsystem aus N Elektronen:

E(T,B) = —N-u,B=-VBM(T,B) = (20.20)
F(T,B) = E-TS=-VBM —TS = minimal . (20.21)
Aus (20.21) folgt fiir das System im thermodynamischen Gleichgewicht:

T klein = M grok = B gewinnt = ,Ordnung*

bzw. Ausrichtung der Spins, (20.22)
T grofs = M klein = S gewinnt = ,Unordnung®

bzw. gleichméfige Verteilung der Spins. (20.23)

Wir stellen fiir das ideale Spinsystem, d. h. fiir ein System ohne Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen (Spins), zusammenfassend fest:

Wegen der negativen Ladung der Elektronen sind die Elektronenspins und ihre ma-
gnetischen Momente zueinander entgegengesetzt gerichtet.

Befindet sich ein ideales Spinsystem mit einem dufseren B-Feld im Gleichgewicht, so
richten sich die einzelnen, aus den Spins resultierenden magnetischen Momente entwe-
der parallel oder antiparallel zum B-Feld aus. Dabei ist im Fall von Elektronenspins
die parallele Ausrichtung der magnetischen Momente zum B-Feld wahrscheinlicher,
weil dieser Zustand eine niedrigere Energie besitzt als der Zustand der antiparallelen
Ausrichtung der magnetischen Momente. Deshalb ist die Magnetisierung M eines Pa-
ramagneten parallel zum E—Feld, d.h. M 7 B.

Erginzende Uberlegungen:

O FEine elektrische Ladung besitzt in ihrem Ruhesystem kein Magnetfeld. Mit an-
deren Worten, eine im Laborsystem bewegte elektrische Ladung ,sieht” das von
ihr im Laborsystem erzeugte Magnetfeld nicht. Deshalb geht aufer dem &dufse-
ren Feld und der Geschwindigkeit eines elektrisch geladenen Korpers nur noch
dessen Ladung in die kinetische Kraft

Fy=q-7xB (20.24)
ein, nicht aber sein von ihm im Laborsystem zusétzlich erzeugtes Magnetfeld.
@ Die generalisierte Kraft bzw. die Lorentz-Kraft ist
_ - dP v dA

. dA
Fel =8 o L 6xBrg 2. 20.2
L= T A T A L AT (20.25)

Der Vergleich mit (A.38) zeigt, dass die zeitliche Anderung des Vektorpotentials
A gleich dem Anteil des elektrischen Feldes F ist.
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® Die Lorentz-Kraft und die Wechselwirkung zwischen Spin (z. B. Elektronenspin,
Neutronenspin usw.) und Magnetfeld sind verschiedene Effekte. Die Wechselwir-
kung zwischen B-Feld und Spin hat also nichts mit der Ladung zu tun. Deshalb
braucht die Lorentz-Kraft im Modell des idealen Spinsystems nicht berticksich-
tigt zu werden.

® Das Einschalten des Magnetfeldes bei relativ zum Magnetfeld ruhendem Spin-
system entspricht somit dem Hereinfithren des Spinsystems in ein bereits be-
stehendes stationdres Magnetfeld. Dabei richten sich die Spins zum Magnetfeld
gemaft Abbildung 20.1 aus und sowohl die Entropie als auch die Energie des
Spinsystems sinken ab. Die ,,Absenkungsenergie wird z. B. in Form von Wérme
oder Strahlung an die Umgebung abgegeben.

® Umgekehrt muss beim Ausschalten des Magnetfeldes bzw. beim Herausfithren
des Spinsystems aus dem Magnetfeld diese Energie wieder zugefiihrt werden.
Aufserdem steigt dabei die Entropie des Spinsystems wieder an.

® Bei der Kernspintomographie befindet sich z. B. biologisches Gewebe als Spin-
system in einem starken Magnetfeld, so dass sich die z-Komponenten fast aller
magnetischen Momente parallel zum B-Feld ausrichten. Wird jetzt das Spinsys-
tem durch von aufsen einfallende elektromagnetische Strahlung angeregt, klap-
pen einige magnetische Momente in den auf hoherem Energieniveau liegenden
antiparallelen Zustand um. Nach einer bestimmten Relaxationszeit fallen die an-
geregten Momente schlieflich unter Aussendung elektromagnetischer Strahlung
wieder zuriick in den energiedrmeren parallelen Zustand.

® Ein- und Ausschaltvorgéinge sind allgemein keine Gleichgewichtsprozesse, so dass
am Ende die Entropie des Gesamtsystems gestiegen ist.

O Befindet sich ein magnetischer Dipol, z. B. in Gestalt einer stromdurchflosse-
nen Leiterschleife, eines Para- oder eines Ferromagneten, in einem homogenen
E—Feld, so wirkt auf diesen lediglich die Kraft F 3, welche sein magnetisches
Moment fi gleichsinnig parallel zu B einstellt (Abb. 20.3).

Im inhomogenen B-Feld hingegen erfahrt er auferdem die Kraft (Abb. 21.1)

Finag = fi-grad B . (20.26)
Deshalb werden Para- und Ferromagneten, wie in Abbildung 21.1 a veranschau-
licht, in Magnetfelder hineingezogen.

Abb. 20.3 Eine beliebig geformte Leiterschleife, S
im Querschnitt dargestellt, befinde sich in einem
homogenen B-Feld. Wenn durch die Leiterschleife
der Strom I (positiver Ladungstrager) flieBt, wirkt
gemiR der Rechte-Hand-Regel die Kraft Fg, so-
dass das magnetische Dipolmoment [ der Leiter-
schleife die gleichsinnig parallele Einstellung zum
B-Feld anstrebt. Im Fall a1 B ist dann die poten-
tielle Energie der Leiterschleife im B-Feld minimal. N
(Vgl. mit Funktionsprinzip des Elektromotors!)

e e — 3
JERSPPENER & V N ———

R e et B T
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21 Ferromagnetismus

(Vergleiche auch Torsten Fliekbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen
Physik IV, 4. Aufl., Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2007, Kap. 36 Ferro-
magnetismus, Seite 319 bis 328 und Feynman, Leighton, Sands, Feynman Vorlesungen
iiber Physik, Band II: Elektromagnetismus und Struktur der Materie, 3. Aufl., Olden-
bourg, Miinchen, Wien, 2001, Kap. 34 bis Kap. 37, Seite 666 bis Seite 745 sowie Horst
Stocker, Taschenbuch der Physik, 5. Aufl., Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main,
2004, Abschn. 15.16.3 Ferromagnetismus, Seite 443 bis Seite 446.)!

Beginnen wir mit der Auflistung der im Folgenden verwendeten Gréfen im MKS-
Einheitensystem bzw. im IS (Internationalen Einheitensystem):

e magnetische Flussdichte (B-Feld, magnetische Induktion)

[B]=T=JA"'"m?2=Vsm?=[Bg|=[YM]|=[puM].

Wir werden im Folgenden die aus dem externen H-Feld resultierende magne-
tische Flussdichte als externes oder dukeres B-Feld (ohne Vorhandensein von
Materie) bezeichnen. Sie wird in der Literatur gelegentlich auch mit By bezeich-
net, weil sie gemafs B = Lo - H der magnetischen Feldstarke H des externen
Vakuum-Magnetfeldes entspricht. Das Magnetfeld der Erde besitzt eine magne-
tische Flussdichte in der Grofenordnung von 20 4T . (In einem Teil der modernen
Literatur wird B magnetische Feldstirke genannt.)

e magnetische Feldstirke (H-Feld)
[H]=Am™'.
Die magnetische Feldstarke H beschreibt das externe Magnetfeld ohne Vorhan-
densein von Materie, also das externe Vakuum-Magnetfeld, und wird deshalb in
der Literatur gelegentlich auch mit H, bezeichnet. (In einem Teil der modernen
Literatur wird H magnetische Erregung genannt.)

e Magnetisierung M

[M]=Am™".

Die Magnetisierung ist die magnetische Polarisation von Materie in einem &u-
fseren Magnetfeld und folglich das magnetische Analogon zur dielektrischen Po-
larisation. Die Magnetisierung beinhaltet einerseits die Ausrichtung bereits vor-
handener permanenter magnetischer Dipole beim Para- oder Ferromagnetismus
analog zur Orientierungspolarisation und andererseits immer den Diamagnetis-
mus, d. h. die Induktion neuer magnetischer Dipole analog zur Verschiebungs-
polarisation.

L Auf die freie Energie und die spezifische Wirme von Ferromagnetika und auf die Begriffe Hysterese,
Hysteresekurve, Remanenz und Koerzitivfeld gehen wir in diesem Skript nicht ein, weil ausfithrliche
und anschauliche Beschreibungen dazu in allen einschldagigen Lehrbiichern zu finden sind.
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e magnetische Feldkonstante (Vakuum-Permeabilitidt, magnetische Permeabi-
litdtskonstante, Induktionskonstante)

po=47-107"Hm ' =47- 1077 JA2m =47 107" ——

e relative Permeabilitidt (Permeabilititszahl) p,
1 ist analog zur relativen Dielektrizitatszahl e, eine dimensionslose Material-
konstante.

e magnetische Suszeptibilitat y,,
Xm = M — 1 ist eine dimensionslose Materialkonstante.

e Bohr’sches Magneton
pp =9,2740154 - 1072 J Tt =9,2740154 - 10724 Am? .

e Hilfsgrofe Y
[Y]=JA?m™*.

° éeﬁ sei die effektive magnetische Flussdichte innerhalb der Materie, welche sich
im externen Magnetfeld mit der magnetischen Flussdichte B befindet. Das Beg-
Feld ist die Summe aus dem externen B-Feld (ohne Vorhandensein von Materie)
und der dadurch hervorgerufenen Magnetisierung M der Materie multipliziert
mit pg, also geﬂ:§+M0'M.

Bevor wir uns mit Herleitung und Theorie des Ferromagnetismus beschéftigen, schau-
en wir uns die Wirkung des inhomogenen Magnetfeldes eines vergleichsweise raumlich
grofen stabformigen Permanentmagneten in Abbildung 21.1a auf einen Para- bzw.
Ferromagneten und in Abbildung 21.1b auf einen Diamagneten an. Hierbei soll die
é—Feld—Energie des Stabmagneten sehr groft und deshalb weitgehend unabhéngig von
der Anwesenheit von Materie in seinem B-Feld sein. Diese Materie, z. B. ein kleiner
Para-, Ferro- oder Diamagnet, wird durch das (iukere) B-Feld des Stabmagneten in
spezieller Weise magnetisiert. Durch Uberlagerung des durch diese Magnetisierung er-
zeugten Magnetfeldes mit dem duferen Magnetfeld des Stabmagneten resultiert dann
im Innern der Materie das effektive Magnetfeld Bug . Infolge des Gradienten des inho-
mogenen B-Feldes werden Para- sowie Ferromagneten in das Feld hineingezogen und
Diamagneten abgestofien.

Bei unseren Betrachtungen kénnen wir uns zunéchst auf die Betriage der Feldgroften
beschrinken. Spéater werden wir aber wieder auf die vektorielle Betrachtungsweise
zuriickkommen. Warum wir in dieser Weise vorgehen, wird im Abschnitt 21.5 deutlich
werden.

Als Modell fiir unsere Uberlegungen verwenden wir einen Ferromagneten in einem
konstanten bzw. konstant gehaltenen, homogenen, dufseren B-Feld. In guter Naherung
herrscht ein derartiges B-Feld z. B. im Innern eines evakuierten und von einem Strom
der Starke I durchflossenen Solenoids. Ein Solenoid ist ein Elektromagnet in Form ei-
ner Zylinderspule mit N Windungen und der Lénge [ . Im Innern dieser Spule existiert
dann (im Vakuum) ein homogenes Magnetfeld mit der magnetischen Flussdichte

N
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Abb. 21.1

a In dem inhomogenen B-Feld eines vergleichsweise groRen stabférmigen Permanentmagneten
befinde sich ein kleiner Para- bzw. Ferromagnet. Dieser wird in Feldrichtung magnetisiert und bil-
det zusammen mit dem 3uReren B-Feld das B.g-Feld. Wie die Kompassnadel im Erdmagnetfeld,
hat dabei der Para- bzw. Ferromagnet das Bestreben, sich entlang der Feldlinien auszurichten.
In dieser Darstellung wird deutlich, dass der geographische Nordpol der Erde ein magnetischer
Siidpol ist.

b Im B-Feld eines vergleichsweise groRen stabférmigen Permanentmagneten befinde sich ein klei-
ner Diamagnet. Dieser wird entgegengesetzt zur Richtung des duReren B-Feldes magnetisiert.

Jetzt fiillen wir das Innere des Solenoids mit einem Ferromagnetikum, also mit ei-
nem ferromagnetischen Material wie z. B. Weicheisen aus. Das Vakuum-B-Feld im
Innern des Solenoids bewirkt eine Magnetisierung M des Weicheisenkerns, wodurch
im materiegefiillten Innern der Spule bzw. im Weicheisenkern eine Verstiarkung des
homogenen Magnetfeldes resultiert. Wir kénnen in den kreisférmigen Offnungen bzw.
in den Kreisflichen am Anfang und am Ende des Solenoids folglich die magnetische
Flussdichte

Beff:,uo'<H—|—M>:B+Mo'M (212)

messen.? Der Betrag M und die Richtung der Magnetisierung M sind abhéingig vom
Material, worauf wir im Abschnitt 21.5 néher eingehen werden.

Der Ferromagnetismus tritt nur in (kristallinen) Festkorpern auf. Er beruht auf der
Existenz von elementaren, gebundenen magnetischen Dipolen, die man sich im klas-
sischen Sinne als mikroskopische (atomare) elektrische Kreisstréme vorstellen kann.
Der Zusammenhang zwischen Kreisstrom und magnetischem Dipolmoment bzw. dem
daraus resultierenden Drehimpuls (Spin) wird im Abschnitt A.3 gezeigt. Im Gegensatz
zum idealen Spinsystem als Modell zur Beschreibung des Paramagnetismus werden
wir im Modell fiir den Ferromagnetismus von einer Wechselwirkung zwischen den
Spins ausgehen.

Im Grunde ist der Ferromagnetismus aber nur quantenmechanisch zu verstehen,
denn die ,spinumkehrende Austauschkraft infolge des Pauli’schen Ausschliefsungs-

2Zur vertiefenden Erlduterung dieser Problematik sei der kurze Abschnitt 3.5.8 Elektromagnete
auf Seite 115 im Demtrdder, Experimentalphysik 2, Elektrizitdt und Optik, 3. Aufl., Springer-
Verlag, 2004, empfohlen.
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prinzips verhindert eigentlich, dass sich nahekommende Elektronenspins gleichsinnig-
parallel ausrichten. Diese gleichsinnig-parallele Ausrichtung der Elekronenspins bzw.
der magnetischen Momente ist aber gerade die Ursache fiir den Ferromagnetismus.
Weil beim idealen Spinsystem Wechselwirkungen zwischen den Spins von vornherein
ausgeschlossen wurden, ergaben sich diesbeziiglich aber dort keine Widerspriiche.

21.1 Die Wechselwirkungsenergie zwischen den Spins

Erfahrungsgemaéfs konnen Ferromagnetika eine spontane Magnetisierung, d.h. eine
Magnetisierung ohne Einfluss eines externen Magnetfeldes besitzen. Diese lédsst sich
durch das zweidimensionale Ising-Modell mit magnetischen Dipolmomenten veran-
schaulichen:

wZwischen benachbarten Elementardipolen besteht eine Wechselwirkungsenergie W

(—W bei paralleler,
+ W  bei antiparalleler Einstellung ).

Die Wahrscheinlichkeit der Einstellung jedes Dipols ist e="/*57) und wird entspre-

chend seiner Nachbarschaft ausgewiirfelt. Bei hoher Temperatur sind die Einstellungen
fast unabhingig voneinander.“? Dies gilt, weil

_ AW
lim e *5T =™ =1 . (21.3)
T—o00

Mit den Spins s; zweier magnetischer Dipolmomente entsprechend ¢ = 1 und i = 2
und mit

— —

81~82:|§1|"§2‘-COS&, (21.4)

kénnen wir zusammenfassend feststellen:
e parallele Einstellung der magnetischen Dipolmomente (17, ||, @ = 0°)

= §1'§2:|§1|“§2"1>0, (215)
= —-W, Minimum der Wechselwirkungsenergie ,

= W/®BT)  Maximum der Wahrscheinlichkeit,

Wahrscheinlichkeitszunahme bei Temperaturabnhame ,

e antiparallele Einstellung der magnetischen Dipolmomente (1, o = 180°)

= S-&H=|5]]%]-(-1) <0, (21.6)
= +W, Maximum der Wechselwirkungsenergie ,

= ¢ W/EET)  Minimum der Wahrscheinlichkeit,

Wabhrscheinlichkeitsabnahme bei Temperaturabnhame .

3Zitiert aus Gerthsen Physik, Springer, 20. Aufl., 1999, Abschn. 7.4.6 Struktur der Ferromagnetika,
Seite 394, Legende der Abb. 7.58a—f.
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21.2 Einfaches Modell zur Herleitung der Magnetisierung von
Ferromagnetika

Zur Herleitung der Magnetisierung von Ferromagnetika bzw. von ferromagnetischen
Systemen gehen wir von dem im Kapitel 20 beschriebenen idealen Spinsystem aus
und verwenden dabei das Heisenberg-Modell zur Beriicksichtigung der Wechselwirkung
zunschen den Elektronenspins in der Weiss’schen Naherung.

Fiir die Elektronenspins im idealen Spinsystem (ohne Berticksichtigung der Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronenspins) hatten wir mit der Elektronenladung g = —e
und dem Landé-Faktor g = 2 das magnetische Moment

flo = —pp-V3-3 (21.7)

gefunden. Dessen z-Komponente war dort

1
Mz = —2up-ms, ms::t§v Mz = FUB , (218)

woraus die potentielle Energie ¢ des magnetischen Moments eines Elektronenspins in
einem &duferen B-Feld wie folgt resultiert:

e=—fi,-B=—u,-B (21.9)
— 2up-m,-B 21.10

uB - m ( )

e=2ug- 5-B=—ji,-B. (21.11)

Dabei haben wir im Skalarprodukt m, - B = §- B die dimensionslose Grofe

(21.12)

Vol
I
!

St =

verwendet. Mit (21.11) und dem Teilchenindex i erhalten wir fiir den Hamilton-
Operator eines idealen Spinsystems aus N Teilchen bzw. Spins (ohne Beriicksichtigung
der Wechselwirkung zwischen den Spins)

S - 1
H=2p3) §-B mit s5iiB=m. B=+-B. (21.13)

Fiir den vollstandigen Hamilton-Operator Hegegtiv bzw. Heg, also mit Berticksichti-
gung der Wechselwirkungsenergie, machen wir den Ansatz bzw. verwenden wir das
Heisenberg-Modell

Ha=2usY 5 B-6Y 55 (21.14)

z‘ Z
Die Teilchenindizes ¢ und j laufen wieder von 1 bis N und £ muss die Dimension der
Energie haben, weil 5; und §; dimensionslos sind. £ entspricht also der Energie, die

aus der Wechselwirkung zwischen den einzelnen Spins hervorgeht. Der Wechselwir-
kungsterm

—EY 55 (21.15)

i#]

198



ist mit einem negativen Vorzeichen versehen, weil die Skalarprodukte 5, - % um so
kleiner sind, je grofer die zugehorige Wechselwirkungsenergie ist. Dies hatten wir
bereits im Abschnitt 21.1 gezeigt.

Jetzt nehmen wir an, dass die Wechselwirkungsenergie mit dem Abstand zwischen
den Spins sehr schnell abnimmt, sodass wir in guter Ndherung nur die nichsten v
Nachbarspins zu jedem der N Spins §; zu berticksichtigen brauchen. Auferdem erset-

zen wir die Spins der jeweiligen v Nachbarn durch den Mittelwert § iiber alle N Spins
5; und erhalten so die Weiss’sche bzw. Molekularfeld-Naherung

N N —
S5 5=3535 ~ (Z><ys> (21.16)
i, J =1

i3 = J=1 i
¥ J#i

Einsetzen der Weiss’schen Naherung in das Heisenberg-Modell (21.14) liefert
Hey = 2MBZ§TZ--§—5<Z§>-<V§> (21.17)
- QMBXZ:EZ--E—Z?,--g;E (21.18)
= 2up Z 5

— ~ 1 ~
B—2uBZ§i-ﬁ5V§ (21.19)
= 2up ) 5 E—E—”; (21.20)
= MB - 7 QIU/B ) .

N
Heg=2pp Y 5 Berr - (21.21)
=1

Aus (21.11) entnehmen wir fiir das magnetische Moment

Vol

iy =—2up - (21.22)

Mit den entsprechenden Mittelwerten /i, und § ist dann die Magnetisierung eines
Systems, bestehend aus N magnetischen Momenten im Volumen V,

— N —_— —_— = =
M= 2 i =n ﬁS:n~<—2,uB-§’):—2nuB-§, (21.23)
sodass
= 1 .
§=-— (21.24)
2n pp
Jetzt ersetzen wir & in Beg gemiik (21.24) :
s - EV§ s Ev o
Bg=B—-——— =10 - M | 21.25
! 2pup i Anpd (21.25)
By = B+Y-M. (21.26)
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Darin ist

Ev
Y =—-—+ 21.2
ein Faktor (Skalar) mit der MaReinheit JA~?m™!, sodass
- J A J =
[Y-M]= == = [Ber] - (21.28)

A2m m Am?

Zur Vereinfachung legen wir das (externe) B-Feld wie beim idealen Spinsystem wieder
auf die z-Achse, sodass B = (0, 0, B) und folglich auch M = (0, 0, M) gilt. Im
Folgenden bendétigen wir deshalb nur die Betrdge entsprechend

Bt =B+YM . (21.29)

Wenn wir den fiir das ferromagnetische System konstruierten effektiven
Hamilton-Operator (21.21) vergleichen mit den Exponenten von (20.10) im idealen
Spinsystem und mit (21.13), so stellen wir fest, dass sich auch Hg formal nur auf N
voneinander unabhéngige Spins bezieht. Auch in ferromagnetischen Systemen richten
sich die Elektronenspins in Abhéngigkeit vom externen B-Feld und von der Tempera-
tur so aus, dass ihre Prazessions- bzw. z-Achse entweder parallel oder antiparallel zu
B ist. Die Spins koénnen dann also nur zwei (Quanten-)Zustande einnehmen — Spin-up
oder Spin-down.

Prinzipiell hat also H.g die gleiche Form wie der Hamilton-Operator fiir das ideale
Spinsystem. Damit ist analog zur Zustandssumme des idealen Spinsystems im ferro-
magnetischen System die kanonische Zustandssumme

N N

Zp =z = [e_ﬁ'“BBeH + 6’8'“339“] = [2 cosh(B - upBes)| - (21.30)
Wir kénnen aus diesem Grund auf die Ergebnisse des Kapitels 20 zuriickgreifen, wenn
wir dort den Hamilton-Operator H durch den effektiven Hamilton-Operator H.g bzw.
B durch Beg oder B durch Beg ersetzen. Auf diese Weise erhalten wir aus (20.19) fir
die Magnetisierung in einem ferromagnetischen System

M = M(T, B) = M, - tanh [ Bup - Beg | (21.31)

mit der Sattigungsmagnetisierung

N
MOZV'MB:TL‘/LB7 (21.32)
M = My - tanh [ Bug - (B4+YM)] |- (21.33)

Die Magnetisierungsgleichung (21.33) fiir Ferromagnetika ist eine transzendente Glei-
chung. Sie lasst sich nicht nach M auflésen. Den Zusammenhang zwischen M und B
kann man aber graphisch oder numerisch ermitteln.
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21.3 Diskussion der Magnetisierungsgleichung fiir
Ferromagnetika

21.3.1 B> YM - Betrachtung fiir ein sehr starkes Aufieres B-Feld

Im Grenzfall eines sehr starken externen B-Feldes kénnen wir Y M vernachléssigen
und erhalten aus (21.33)

M
ST tanh(BupB) ~ 1 —2e 288 fir B>YM , (21.34)
0
denn mit
BupB=12, =00 = e =y—=0 (21.35)
gilt
sinh(z) e —e™® e (1—e )
anh(z) cosh(z) e*+e® ¥ (14 e %) ( )
-y
= —= =~ 1-2 21.37
L+y Y (21.37)
(Entwicklung bis zur 1. Ordnung an der Stelle y = 0)
tanh(z) ~ 1—2e %" . (21.38)

Fiir zunehmend grofse B geht M /M, gegen 1, d.h, die Magnetisierung M néhert
sich exponentiell der Sattigungsmagnetisierung, also der maximal moglichen Magne-
tisierung My = pup - N/V = n - up. Im Zustand der Séttigungsmagnetisierung sind
alle magnetischen Momente des Ferromagneten gleichsinnig-parallel bzw. alle Elek-
tronenspins antiparallel zum &duferen B-Feld ausgerichtet. Dieser Zustand entspricht
im Gleichgewicht dem Energieminimum.

21.3.2 Einfiihrung der Curie-Temperatur T

Ferromagneten konnen auch ohne externes B-Feld eine Magnetisierung besitzen, die
spontane Magnetisierung M. Allerdings tritt diese (bei B = 0) nur unterhalb ei-
ner bestimmten, materialspezifischen Temperatur auf, der Curie-Temperatur T¢ . Die
Curie-Temperatur T wird gelegentlich auch als kritische Temperatur bezeichnet.
Zur Einfiithrung von T gehen wir wieder von der Magnetisierungsgleichung fiir Fer-
romagnetika aus und betrachten diese fiir den Grenzfall sehr kleiner Magnetisierungen

im Vergleich Zur Sattigungsmagnetisierung, also fiir
M < M()i
M
T tanh [ Bup- (B+YM)] < (21.39)
0
M UB
tanh | — | = —(B+YM) . 21.40
artan (Mo) kBT( + ) ( )

Die Entwicklung von artanh(M/M,) fir M < My bzw. fir M /My =  — 0 bis zur
3. Ordnung ist

1
artanh(z) ~ x + gxg . (21.41)
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Mit dieser Ndherung erhalten wir aus (21.40)

sy = ML (M)3

kpT M, 3 \ M,
ksT M kﬂj(M)3
& B= B2 _ym4+B ()
kB Mo - 3us \ Moy

~
Ausklammern von Y M

3
B:Y{@T l—11M+@£<M).

s My Y 3up \ M

Im Term in eckigen Klammern verwenden wir jetzt My = nupg und

vl 1 1 vl
y =YL T T (L
4 npd PO T

kT 2 kT ( M\°
B:Y{ b -m%—qM+JL(—J,
pp-npp kglc 3ps \ Mo

T kgT 1 3 g
BM,T)=Y |/——-1|M+_—— —7-M" fir M <M

Fiir eine feste Temperatur 7" hat (21.47) die Form

B(M)=a-M+b-M?,

(21.42)

(21.43)

(21.44)

(21.45)

(21.46)

(21.47)

(21.48)

also die Form einer kubischen Funktion mit einem linearen Glied (s. Abb. 21.2).

Abb. 21.2 Die Abhangigkeit des B-Feldes von der Magnetisierung eines Ferromagneten.
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21.3.3 Die Temperaturabhingigkeit von B(M) und die spontane
Magnetisierung M,

Wenn wir (21.48) mit (21.47) vergleichen, sehen wir, dass b stets positiv ist. a dagegen
kann, abhéngig von T' bzw. vom Verhéltnis T/TC', positiv, gleich Null oder negativ
sein. Fiir @ > 0 hat (21.48) eine Nullstelle, ndmlich M = 0. Fiir a < 0 hat (21.48) drei
Nullstellen, namlich M = —M,, M = 0 und M = +M,. Wir werden im Folgenden
feststellen, dass M, die ebenfalls von der Temperatur abhéngige spontane Magneti-
sierung ist. In der Abbildung 21.2 betrachten wir deshalb B(M) fiir die beiden Félle
T>Tc (bzw. T > Te) und T < T .

T Z Tci
In diesem Fall entspricht der Verlauf von B(M) etwa dem paramagnetischen Verhal-
ten eines idealen Spinsystems.

T<Teo:

In diesem Fall kehrt sich das Vorzeichen des linearen Terms a- M gegeniiber dem Term
b- M? um. Da der lineare Term im Bereich zwischen M = —M, und M = +M, do-
miniert, resultiert deshalb der punktierte Kurvenverlauf. Wir hatten aber festgestellt,
dass die Magnetisierung M stets gleichsinnig parallel zum (&uferen) B-Feld ist. Das
bedeutet, dass B(M) das Vorzeichen nur gemeinsam mit M #&ndern kann. Deshalb
sind die punktierten Kurvenabschnitte physikalisch nicht sinnvoll. Es kommen also
nur Losungen B (M ) im ersten und dritten Quadranten in Betracht.

Ohne externes B Feld ist keine Richtung der Magnetisierung M = M, ausgezelch—
net, wobei wir | M, | = M, als fest annehmen, sodass die Projektion von M, auf den
Einheitsvektor B/B (in Richtung B) alle méglichen Werte zwischen —M, und +M,
annehmen kann. Es resultiert daraus dann die Gerade B(M) = 0 zwischen M = — M
und M = 4+ M, und wir bezeichnen M, als den Betrag der spontanen Magnetisierung
oder einfach als spontane Magnetisierung.

Kurz gesagt heilst das: Im Fall T" < T, also unterhalb der Curie-Temperatur, tritt
bei verschwindendem externen B-Feld gemél B = 0 als wesentliches Merkmal des
Ferromagnetismus die spontane Magnetisierung auf.

Bei Temperaturen T > T hingegen verschwindet die spontane Magnetisierung.
Allein daraus konnen wir schon entnehmen, dass das Ausmafs der spontanen Magne-
tisierung ebenfalls von der Temperatur abhéngt. Die Temperaturabhangigkeit My =
M(T) wollen wir jetzt zeigen und gehen aus von der Magnetisierungsgleichung (21.33)
fiir B = 0 und betrachten die Magnetisierung M an der Stelle M, :

M = My - tanh [ Bug - (B+YM)] (21.49)

M,
= = tanh [ BupY - M,] . (21.50)
M,

Fiir den Faktor SugY im Argument auf der rechten Seite der Gleichung setzen wir

1 kgTe  Te

1
. Y = g - = = — 21.51
b pz kgT HE n % T npp T M, ( )
~—— —— ~——
=p =Y =1/Mpy
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und erhalten die transzendente Gleichung

T,
F(M,) = — - M, = tanh (”04 : MS) — g(M,) fiir B=0 (21.52)
0

bzw. .

M,(T) = My - tanh | =< - —*
(T) = Mo - tan < T M,
Schétzen wir zundchst den Verlauf der Funktion M,(T") ab:

> fiir B=0. (21.53)

Im Fall 7= 0 und mit lim tanh(z) = 1 liefert (21.53) My = M, .

T—00

Im Fall T <« T ist Mg =~ My = Mg/My ~ 1 und es gilt To/T = = > 1. Set-
zen wir dies in (21.53) ein und verwenden wir die Entwicklung von tanh(z) fir grofse
r gemih (21.38), also tanh(z) ~ 1 — 2727, so erhalten wir M, ~ 1 — 227/

Im Fall " — T verwenden wir (21.47) fiir B = 0 und mit 7¢/T ~ 1:

T kgT M3
Y |——-1|M, = — =2 &
<Tc > 3up M}

M2 - Mg'MO3,uB.Y. (TC_T)

s kgT Tc
9 MOBMB kBTC Tc—T
= M; - . 5
kgT  n-u% Tc
N——
=Y
1 T Te —T
= M?- M, ?C.g(CT ),
n-pp 4 c
:l/MO ~1
Te —T
M, ~ M, - 3(0—)

Tc

Im Fall T > T ist M, = 0. Dies hatten wir bereits bei der Diskussion des Kurven-
verlaufs B(M) auf der Grundlage von Abbildung 21.2 festgestellt.

Wir fassen zusammen:

T=0 : M,=DM,, (21.54)
T<Te : My~1—2e2T/T (21.55)
3(Te —T
T—T; : M~DM,- 3Te=T) , (21.56)
Tc
T>Te : My=0. (21.57)

Den exakten Verlauf der Funktion M,(T') liefern uns die graphischen Losungen der
transzendenten Gleichung (21.52) fiir verschiedene 7. Wenn wir also die Funktionen
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f(M;) und g(Mj) fiir verschiedene T' (bei festem My und festem T ) tiber M, auftra-
gen (s. Abb. 21.3a), liefern die Schnittpunkte von f und ¢ die in Abbildung 21.3b
dargestellte Losungskurve M(T) .

a b
M
Wi
1 /’, """"""""""""" Mu
T<T, T>T,
g ///
0 M, M, 0 T, T

Abb. 21.3 Die Abhingigkeit der spontanen Magnetisierung M von der Temperatur. a Die gra-
phische Ermittlung der Funtionswerte M4(T'). b Werden diese Funktionswerte bzw. graphischen
Losungen My iiber T' aufgetragen, resultiert der Graph der Funktion M(T).

Wie wir sehen, dndert sich der Kurvenverlauf von M (T") zwar kontinuierlich, besitzt
aber bei Ty einen Knick. Ferromagnetika erfahren demzufolge beziiglich der spon-
tanen Magnetisierung M, (7T) bei der Curie-Temperatur T¢ einen Phaseniibergang
2. Ordnung.

Der Vollstandigkeit halber veranschaulichen wir uns abschliefsend die aus dem Weiss’schen
Modell ermittelte Abhéngigkeit der Magnetisierung M der Ferromagnetika vom ex-
ternen B-Feld und von der Temperatur (s. Abb. 21.4).

a M b M c M
Mg=M,f—— MD/ 117/S SRR,
Mg
B / —MS B B
— A Me=M, M, e M,
T=0 0<T<T, T=T
T>T,

Abb. 21.4 Die Abhiangigkeit der Magnetisierung eines Ferromagneten vom duBeren B-Feld und
von der Temperatur.

Dabei sind drei qualitativ verschiedene Temperaturbereiche zu unterscheiden. Bei
0 < T < T¢ (Abb. 21.4b) tritt auch bei B = 0 die fiir Ferromagnetika charakteristi-
sche spontane Magnetisierung | M, | = M, auf und mit wachsendem externen B-Feld
nahert sich die Magnetisierung M der Sattigungsmagnetisierung M. Bei T" > T¢
(Abb. 21.4 ¢) verschwindet die spontane Magnetisierung und das Verhalten der Ferro-
magnetika entspricht dem der Paramagnetika. Bei 7= 0 (Abb. 21.4a) befindet sich
ein Ferromagnet, unabhéngig vom externen B-Feld, stets im Zustand der Sattigungs-
magnetisierung M, . Das bedeutet aber auch, dass die spontane Magnetisierung gleich
der Sattigungsmagnetisierung ist.
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21.4 Weiss’sche Bezirke

Ferromagnetika sind die Metalle Eisen, Nickel und Kobalt sowie einige ihrer Legie-
rungen, aukerdem z. B. Chromdioxid, Manganarsenid, Ferrite (eisenoxidhaltige Ver-
bindungen bzw. Gemische) und einige Lanthanoide. Die Angaben zu ihrer Curie-
Temperatur T differieren in der Literatur. So findet man z.B. fiir T von Eisen
~ 1041 K, von Kobalt ~ 1394 K und von Nickel ~ 633 K. Unterhalb der Curie-
Temperatur existieren in Ferromagnetika Raumbereiche, sog. Weiss’sche Bezirke oder
Domdnen, mit einer Gréfe im Nanometer- bis Mikrometerbereich, in denen die ma-
gnetischen Dipole gleichsinnig parallel ausgerichtet sind. Diese Weiss’schen Bezirke
besitzen also eine spontane Magnetisierung und sind folglich kleine Dauermagnete.
Ohne externes Magnetfeld, also bei B = 0, ist die Ausrichtung dieser Dauermagnete
im Allgemeinen ungeordnet, sodass sich ihre Magnetisierungen gegenseitig aufheben
konnen und die mittlere Magnetisierung (M) = 0 ist. Bei B = 0 erscheint der Ferro-
magnet dann nach aufsen nicht magnetisch. In einem externen B-Feld jedoch richten
sich die magnetischen Momente der Weiss’schen Bezirke parallel zu B aus. Diese
Ausrichtung der Weiss’schen Bezirke kostet Energie. Deshalb ist es moglich, aus eini-
gen Ferromagnetika, den sog. hartmagnetischen Stoffen wie z. B. kohlenstoffreichem
Stahl, durch das Anlegen ausreichend starker Magnetfelder grofse Dauer- oder Perma-
nentmagnete herzustellen. In ihnen bleibt die gleichsinnig parallele Ausrichtung der
Weiss’schen Bezirke bzw. Doménen auch bei B = 0 zumindest teilweise erhalten.

21.5 Die magnetische Suszeptibilitat y,,

Das Wort Suszeptibilitat ist abgeleitet von den lateinischen Begriffen susceptio, -onis
(Ubernahme, Empfang) bzw. susceptibilitas, -atis (Ubernahmefihigkeit, Empfénglich-
keit). Die magnetische Suszeptibilitét y,, beschreibt die Magnetisierbarkeit von Ma-
terialien durch ein Magnetfeld und ist folglich eine Materialeigenschaft.

Zur Beschreibung der magnetischen Suszeptibilitdt wird meistens die magnetische
Feldstirke H bzw das H-Feld verwendet. Die magnetische Feldstérke H und die
Magnetisierung M haben im MKS- Einheitensystem bzw. im IS die gleiche Mafseinheit,
néamlich

[H]=1A/m=[M]. (21.58)
Zwischen dem externen B-Feld und dem H-Feld besteht die Beziehung

. - dB

WEeil bei einem magnetisch anisotropen magnetisierbaren Korper die Magnetisierung
M und das zugehorige H-Feld nicht die gleiche Richtung haben, ist die magnetische
Suszeptibilitit (allgemein) die tensorielle Grofe

(oM (H,T)\ OM; (B,T)
szg - (8—H7>T = Mo - (8—3] i (2160)

bei festgehaltener Temperatur. x,, ist dimensionslos. Vereinfachend werden wir im
Folgenden aber nur magnetisch isotrope Korper betrachten. In diesem Fall konnen
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wir die magnetische Suszeptibilitit, d.h. die Anderung der Magnetisierung M pro
Anderung der externen magnetischen Flussdichte B, einfach durch

Xom = Ho - (%)T (21.61)

ausdriicken. Wenn sich also ein Korper mit der magnetischen Suszeptibilitét x,, in ei-
nem H-Feld befindet und dabei die Magnetisierung M erfahrt, ist der r Zusammenhang
zwischen der magnetischen Feldstarke H und dem resultierenden Beg-Feld gegeben
durch*

1

H+M = H4+xnH=HQ+4xn)=H-jtp = — Beg, (21.62)
Ho

pio (H+M) = po-pir-H=pig- (14 xm)-H = Beg (21.63)

But = poH +poM =B+ puo M . (21.64)

Die Permeabilitatszahl bzw. relative Permeabilitat pu, = 1 + x,, ist folglich ebenfalls
dimensionslos.

Auch bei Ferromagnetika mit einer grofen spontanen Magnetisierung ist die Ma-
gnetisierung M bei T' > Ty und im Fall eines schwachen externen B-Feldes geméf
B — 0 viel kleiner als die Sattigungsmagnetisierung M, . Es ist dann also M < M,
sodass wir den kubischen Term in (21.47) vernachléssigen konnen. Die verbleibende
gendherte Gleichung lésst sich nach M auflésen:

B:Y{Tzc—l}M & M(B,T)=

B Te
Y T- Te

Daraus erhalten wir durch Ableitung nach B bei festem T' die Suszeptibilitét eines
Ferromagnetikums fiir 7' > T und fiir ein schwaches externes B-Feld wie folgt:

(21.65)

OM (B, T)
mferro — . 21.66
L G (21.66)
1 TC ’I’L,M2B TC

_ . . 21.67
Py r =1, M kgt T (21.67)

o n % 1 const
mferro — : = s T>1T:. 21.68
A ke T-To T-To ¢ (21.68)

(21.68) ist das Curie- Weiss-Gesetz (fiir Ferromagnetika). Wenn wir in (21.68) T = 0
setzen, resultiert das Curie-Gesetz (fir Paramagneten):

t
Xm para = CO;S , TC =0. (2169)

Im Weiss’schen Modell ist die Suszeptibilitit der Ferromagnetika bei T = T singulér.
Die Suszeptibilitdt realer Ferromagnetika ist aber auch im Temperaturbereich T < T
endlich.?

4Bei Verwendung des in der, theoretlschen Physik gelegentlich bequemeren Gauf’schen CGS-
Einheitensystems gilt [B] = [H] =J A~ m~2 und folglich Bog = H + 1o M .

SNiheres zum temperaturabhingigen Verhalten der Ferromagnetika und ihrer Suszeptibilitit fin-
det man z.B. in Wolfgang Nolting, Grundkurs Teoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Aufl.,
Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Kapitel 4 Phaseniiberginge, Seite 277 bis Seite 386.
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A Anhang

A.1 Wechselwirkung zwischen Korper und Feld

Ausfiihrliche Herleitungen und Erlduterungen zu diesem Thema findet man in G. Falk
und W. Ruppel, Die Physik des Naturwissenschaftlers, Mechanik Relativitidt Gravi-
tation, Springer-Verlag, 1973.

A.1.1 Felder vom ersten und vom zweiten Typ

© P sei der generalisierte Impuls und F = dﬁ/dt die generalisierte Kraft. p'= Mv
sei der kinetische Impuls und Fy;, = dp/dt die (kinetische) Kraft.

® Energieformen sind Zustandsianderungen zugeordnet:
Bewegungsenergie resultiert aus der Impulsdnderung geméafs

dE =%(P)-dP, (A1)
Verschiebungsenergie resultiert aus der Kraftwirkung langs eines Weges gemaéfs

dE = —F(F) - dF. (A.2)

® Kinetische und potentielle Energie dagegen sind Systemzusténden zugeordnet.

O Immer gilt:

—
—

- P
Kraft F' = (Z—t ,  Geschwindigkeit v = % : (A.3)

dE = ¢dP — Fdr

= v, dP, +v,dP, + v,dP, — F,dz — F,dy — F.dz, (A4)
OFE OFE OFE
dE (P, P,, P. = dP, + —dFP, + —dP.
( xy Ly, 72,2, Y, Z) an :1:+8Py y+0PZ -+
oF oE oFE
—d —d —dz. A5
ox Tt oy y o+ 0z ‘ (4.5)
Durch Vergleich von (A.5) mit (A.4) erhalten wir die Hamiltonschen Gleichun-
gen
— = - _p=_ —1,2 A.
or, T w  am o T @ ThEs (A0

mit xy =x, xo =y, x3=zund P, =F,, B, =PF,, P3=P,.

® Fiir Felder vom ersten Typ gilt ¥ =7 (p), p=p (@), F = F (¥) und
E=E(@,7)= Exin(P) + Epot (1) -
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O Fiir Felder vom zweiten Typ gilt:
F=F (F, P) sei die Kraft, die ein statisches Feld am Ort 7 auf einen Korper
ausilibt und dort die Geschwindigkeit v des Korpers bewirkt. Dann ist

—

F(F,P) & #=9(P,7) < P=P(F 7). (A7)

A.1.2 Magnetfeld als Beispiel fiir ein Feld vom zweiten Typ

Im Folgenden wird die Wechselwirkung eines elektrisch geladenen Korpers mit einem
Magnetfeld betrachtet. Nicht explizit aufgefithrt wird dabei das Magnetfeld, das der
geladene Korper besitzt, falls er sich in Bewegung befindet.

O Die Verschiebung eines geladenen Korpers kostet keine Energie. Sie erfolgt ener-
gieneutral. ,Ein ruhender geladener Kérper spiirt das Magnetfeld gar nicht.“*

® Im Magnetfeld gilt stets

dv dv 1d d

J— _L 5 U — = - — 02 = = — 2 — O A.8

T PG A (4.8)
= v? =const bzw. |U|= const. (A.9)

1

Das Magnetfeld édndert nur die Richtung der Geschwindigkeit des geladenen
Korpers nicht aber den Betrag bzw. das Quadrat seiner Geschwindigkeit. Ein
geladener Korper erfahrt ohne Einwirkung &ufserer Krafte nur eine Beschleuni-
gung senkrecht zu seiner Geschwindigkeit o' .

® Wenn also ein geladener Korper im Magnetfeld seine Bahngeschwindigkeit v
beibehélt, dndert sich seine kinetische Energie nicht und es gilt

By, = const . (A.10)

O Mit @ (7) = —qA (7) ist das Vektorpotential A

- Hmpuls® a(r)
A(r)=— = — . A1l
() Ladung q ( )
® Der generalisierte Impuls Pim Magnetfeld ist
P(0,7)=Mt—a(F)=Mi+qA(7) . (A.12)

Der Unterschied zum kinetischen Impuls p'= M© besteht also im Term
~d(7) = qA(F) , (A.13)
sodass bei ¥ = 0 der generalisierte Impuls trotzdem
P=qA(F)#0 (A.14)

sein kann.

1Zitiert aus G. Falk und W. Ruppel, Die Physik des Naturwissenschaftlers, Mechanik Relativitét
Gravitation, Springer-Verlag, 1973, Seite 181.
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O ,Herleitung“ bzw. Plausibilisierung der kinetischen Kraft
ﬁkm —F 3 = Masse - Beschleunigung :

Aus (A.12), dem generalisierten Impuls P = M — @ (7), erhalten wir durch
Aquivalenzumformung

1 -
7= [P+J(F)] . (A.15)
Die i-te Komponente davon ist
1
b= Pi+ai()] (A.16)
Aus I 5
E = ?712 & V= ME (A.17)
und der Hamilton-Funktion 9
i = A.18
Vi< 5p (A.18)
resultiert
v = 24+l + 0l (A.19)
OEN\? [OEN? [(OE\® 2
— - =—F. A2
(an) N <apy> i (ap) M (A.20)

(A.20) ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir £ mit der Losung

2

FE L{[Px—Fax(F)r"‘[Py"i‘ay(F)]

= n [PZ ta, (f’)]2} . (A2

wie man durch Einsetzen zeigen kann. Gemaf der Hamilton-Funktion

OF
Fi=—g (A.22)

erhalten wir aus (A.21) und unter Verwendung von (A.16)

B 1 Oay day Oa,
B da, da, da,
E - _ {UJD 8332 -+ Uy axz —+ () 81‘1 } . (A23>

Durch Ableitung des generalisierten Impulses (A.12) erhalten wir die generali-
sierte Kraft, die in diesem Zusammenhang Lorentz-Kraft Fj genannt wird, wie
folgt:

. . 4P d dv  da (F)

F=F=—=—\Mv—a(r)|=M— — ——=. A.24
P T M e =M - =g (A.24)
Aquivalenzumformung liefert daraus die kinetische Kraft

= = dv = dad(r)

Fin = Fp = ME =F+ ra (A.25)

211



Die i-te Komponente der kinetischen Kraft Fg ist mit (A.23)

d’UZ‘ d&l’ (F)
M = F A2
dt + dt (4.26)
I 8%—1—1) aay+ Oa,
N * 0:151 Y 83&1 ve a[[’l
Oa; dx  Oa; dy =~ Oa; dz
— — — A2
ox dt+8y dt+8z dt (A.27)
o, %—v day . Oa,
8ai 8@2' aai
"‘Um% + Uya—y + UZE . (A28)
Die z-Komponente von F'g ist dann mit Ti=21a
dv, day, (77)
M = F, A2
dt + dt (4.29)
da,  Oay da, Oay
- Y —v, [ == — A.30
Ug(@a: 8y> U(@x 82) ( )
- —[ﬁx(vm)} — Fp, . (A.31)
Wir fassen die drei Komponenten der kinetischen Kraft zusammen und erhalten
schliefslich
dv . o
ME = —vx{an(r)} (A.32)
= —JX{VX[—M(F)]} (A.33)
= qUx{Vx/T(F)} (A.34)
d2r L= -
M@ = qUxB(F)=Fg. (A.35)

Wie wir sehen, gilt im Magnetfeld dv/dt L ¢ und dv'/d¢ L B.

@ Mit der kinetischen Kraft Fg erhalten wir aus dem generalisierten Impuls die
generalisierte Kraft im Magnetfeld, d. h. die Lorentz-Kraft Fp:

— —

L /o dpP do dA (7)
F(P.7)="— = M. -— : A.
( ’r) at @ T T (A.36)
. . dA (7
Fy(0,7) = qixB(F)+qE. (A.38)

(A.37) und (A.38) zeigen den Zusammenhang zwischen dem Vektorpotential A
und der elektrischen Feldstarke E. Die zeitliche Anderung von A ist nimlich
gleich dem FE-Feld.
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O Wir betrachten jetzt Verschiebungen im Magnetfeld hinsichtlich der Geschwin-
digkeit des geladenen Korpers am Anfang ung am Ende der Verschiebung bei
konstantem generalisierten Impuls, also bei dP = 0. Aus

P=Mi+dA(F) < a:%[ﬁ—qg(m]:%[ﬁw(m} (A.39)

erhalten wir das totale Differential der Geschwindigkeit folgendermafsen:

dv 1 [aP d ...
a = M{E—Fga[r(t)]} (A40)
1 [dP 8ddes oady 0ad:
S T T T A4l
M dt+8xdt+8ydt+azdt] (A.41)

S T S A A W I O g L9\ -
dv = i dPJr(dT-a—F)a]—M{dP—q<dr-§,)A]. (A.42)

Fiir dP = 0 ist somit das totale Differential der Geschwindigkeit

. qa (. 9\
dv = M (dr : a—F) A, (A.43)
also nicht unbedingt gleich Null. Wenn sich aber bei dP = 0 wihrend der Ver-
schiebung die Geschwindigkeit des geladenen Korpers entsprechend dv # 0 &n-
dert, dann erfordert diese Verschiebung Energie. So kann im Magnetfeld eine
Verschiebung auch bei konstantem generalisierten Impuls p Energie kosten. Nur
Verschiebungen mit konstanter Geschwindigkeit entsprechend dv' = 0 kosten kei-
ne Energie. Es resultiert namlich dann mit

qUdA = Fd7

dE = ©#dP — FdF (A.44)
= M -7d¥ + qudA — Fd7 (A.45)
dE = qidA—Fdi=0. (A.46)
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A.2 Drehmoment und magnetisches Moment einer
stromdurchflossenen Leiterschleife

Es ist Konvention, hinsichtlich der Richtungsbeziehungen der vektoriellen Grofen in
der Elektrodynamik vom Verhalten der positiven elektrischen Ladung auszugehen.
So gilt z.B. im Fall der magnetischen Kraft Fy die Rechte-Hand-Regel nur fiir die
Bewegung positiver Ladungen ¢ mit der Driftgeschwindigkeit ¢ im B-Feld gemaf
Fy = q-U X B . In metallischen elektrischen Leitern wird der elektrische Strom mit der
Driftgeschwindigkeit ' jedoch von den (freien) Leltungselektronen mit der negativen
Ladung —q geblldet sodass sich dann wegen Fp = —q - U X B die Richtung der
magnetischen Kraft F s umkehrt.?2 Um Verwirrung zu vermeiden und im Einklang mit
den gingigen Lehrbiichern werden wir in den folgenden Herleitungen nur elektrische
Strome positiver Ladungstriager betrachten.

Eine Punktladung q bewege sich mit der Geschwindigkeit ¢ im Magnetfeld B bzw.
befinde sich im elektrischen Feld E . Aus der kinetischen bzw. magnetischen Kraft Fy
und der elektrostatischen Kraft F sowie den zugehorigen Drehmomenten D ergeben
sich mit der Punktladung ¢ das magnetische Dipolmoment i und das elektrische
Dipolmoment pg wie folgt:

Fy—q-7x B Fo=q- B
D =FxF D 7x F
= 7x (q7 x B) =Fxq
= (¢F"x 0) x B qr x
— \"_J—» — —
D = i X B D =pgxFE
fi = qrxuv PE = qr

Allgemein ist @ x (5 x ) # (@ x b ) X €. Wie wir im Folgenden zeigen werden, gilt
D = (qF X '17) x B aber fiir den speziellen Fall, dass ¢ einen ebenen Stromkreis, z. B.

einen Kreisstrom, mit dem Flachenvektor A bildet, der sich in einem homogenen B-
Feld befindet. Vereinfachend kann man nédmlich in diesem Fall das orthogonale Koordi-
natensystem so legen, dass A und B in der von zwei Koordinatenachsen aufgespannten
Ebene liegen und gleichzeitig die Drehachse fiir D mit der dritten Koordinatenachse
zusammenféllt. An einem einfachen Beispiel veranschaulichen wir jetzt das Drehmo-
ment und das magnetische Dipolmoment von stromdurchflossenen Leiterschleifen:?
Berechnen wir also das Drehmoment, das ein homogenes B-Feld auf eine strom-
durchflossene Rechteckschleife ausiibt (s. Abb. A.1). Die Drehachse soll parallel zu
den Seiten Y; und Y, der Lange Y durch das Rechteck verlaufen. Zur Vereinfachung
positionieren wir die Rechteckschleife so, dass ihre Drehachse mit der y-Achse des

2Fiir negative Ladungstriiger konnte man eine ,Linke-Hand-Regel“ einfiihren. Andererseits ist aber
ein Strom negativer Ladungstriager mit der Driftgeschwindigkeit ¢ iquivalent zu einem (virtuellen)
Strom positiver Ladungstriger mit der Driftgeschwindigkeit —'.

3Vgl. Gerthsen Physik, Springer-Lehrbuch, 20. Aufl. 1999, Abschn. 7.1.2 Lorentz-Kraft und Ma-
gnetfeld sowie Abschn. 7.1.3 Kréfte auf Strome im Magnetfeld, S.354-S.356 und Demtréder, Expe-
rimentalphysik 2, Elektrizitat und Optik, 3. Aufl., Springer 2004, Abschn. 3.5.1 Magnetische Dipole,
S.105-S.106.
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\/ “Drehachse

Abb. A.1 Eine vom elektrischen Strom der Starke I durchflossene rechteckige Leiterschleife
befinde sich derart in einem homogenen B—Feld, dass B stets senkrecht auf den Leiterstiicken
Y; und Y, der Lange Y steht. Diese Leiterstiicke verlaufen parallel zur Drehachse. Folglich bilden
die Drlftgeschwmdlgkelt U der Ladungstrager entsprechend —1 - €, bzw. I - €, der Feldvek-

tor B und die magnetischen Krafte FBZ bzw. FB r = —FB ; jeweils ein rechtshandiges und
rechtwinkliges Dreibein. Zur leichteren Orientierung wurde die (z,y)-Ebene des orthogonalen
(z,y, z)-Koordinatensystems eingezeichnet. Die Drehachse der Rechteckschleife fallt mit der y-
Achse zusammen und das homogene B-Feld zeigt in die Richtung der z-Achse.

rechtwinkligen z, y, 2-Koordinatensystems zusammenfillt und dass B in die Richtung
der z-Achse zeigt, also stets senkrecht auf den Leiterstiicken Y; und Y, steht. Die in
den senkrecht zur Drehachse verlaufenden Leiterstiicken entstehenden magnetischen
Krifte konnen nicht zum Drehmoment betragen, weil sie stets parallel zur Drehachse
gerichtet sind. Unser gesuchtes Drehmoment D beziiglich der Drehachse der Rechteck-
schleife resultiert also allein aus den in den Leiterstiicken Y; und Y, entstehenden ma-
gnetischen Kréften F 1 und F B, mit den zugehorigen Hebelarmen a; - (—€;,) = —aq; €,
und a, €, . Hierbei ist €, der Einheitsvektor, der die Richtung der Leiterstiicke senk-
recht zur Drehachse hat. Wir setzen a; + a, = a, sodass die Rechteckschleife den
Fléchenvektor

A=aé,xYé, =aé,xY =a-Y - i (A.47)

und den Flécheninhalt A = a-Y hat. Mit der Ladungstriagerdichte (Anzahldichte) n
der Ladungstragergeschwindigkeit v = v - €, und dem Leitungsquerschnitt S erhalten
wir die Stromdichte f: 07U =qn- v und daraus die Stromstérke

j-S=qn-S-v-é&=1I1¢,. A48
J gn-S-v-¢, €y (A.48)

Im Leiterstiick Y, der Lange Y befinden sich n-Y - S Ladungstriager mit der Ladung
q, die sich mit der Geschwindigkeit 7, = v - €, bewegen. Auf jeden einzelnen dieser
Ladungstréiger wirkt das B-Feld durch die magnetische Kraft

Fp=qix B, (A.49)
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sodass insgesamt die magnetische Kraft

Fg, = nYS-qi, x B (A.50)
— qnSv-Y -é,x B (A.51)
Fg, =1-YxB (A.52)

auf das Leiterstiick Y, wirkt. Im gegeniiberliegenden Leiterstiick Y; der Lange Y be-
wegen sich die Ladungstréger mit der Geschwindigkeit 7; = —v - €, sodass wir dort
in analoger Weise insgesamt die Kraft

—

Fpy=—1-Y xB=—Fg, (A.53)

erhalten. Dieses Kréftepaar liefert das Drehmoment

[j = —al(?axﬁB,l—karé’axﬁB,T (A54)
= —aléax(—[~17x§)+argax(I-?xé) (A.55)
:algax(l-?xé)—i—ar(?ax(I-?xé) (A.56)
D =1Taéx(YxB). (A.57)
Weil

Ye,=Y 1L B=DRBe, (A.58)

gilt, zeigt F’B’r —1.YxB= Fp,, - €; in die Richtung der z-Achse, sodass
Fg,=IY -B-&,. (A.59)

Die Vektoren aé, und A liegen stets in der (z,z)-Ebene. Deshalb zeigt das Drehmo-
ment D in die Richtung der y-Achse bzw. des Einheitsvektors €, . Mit dem Winkel

a=<(at, Fp, &)=<, &)=<(A, B) =<(4, B&,) (A.60)

diirfen wir fiir (A.57) schreiben:

D =aé,x Fg,=aé,xIY -B-é, (A.61)
:1-%-3-@@1 (A.62)
=1-A-B-sin<g(é, ) (A.63)
=1-A-B-sing(A, B) (A.64)

D=1 AxB=ixB=IA-7"xB |, (A.65)
D = IA-B-sin<(A,B) =pu-B-sin<(A,B) . (A.66)

Wir stellen fest, dass das magnetische Dipolmoment einer stromdurchflossenen Leiter-
schleife (hier einer Rechteckschleife) mit der eingeschlossenen Fliche A = A - i

fi=1-A = |ji|l=p=1-4 (A.67)
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y|Drehachse

a4 aA| b2 )
/{/ " )\ Abb. A.2 Aufteilung einer unsymmetrisch-ovalen Leiter-
) AA" “} fay schleife in fiinf, senkrecht zur Dreh- bzw. y-Achse ausge-
‘* AA3 J(" ’ richtete kleine Rechtecke mit den Flacheninhalten A A; bis
— = AAs.
]|
a1_/ 0 a1,r a

ist. Dies gilt unabhéngig von der Form der Flachenbegrenzung durch die Leiterschleife
(s. Abb. A.2). Wir kénnen namlich jede Fliche in kleine Rechteckstreifen AA; senk-
recht zur Drehachse aufteilen, die durch Summation

Y I-ALixBrI1-AxB=jixB=D (A.68)

ergeben. Fiir den Ubergang zum Integral stellen wir uns in Anlehnung an die Ab-
bildung A.1 vor, dass die Leiterschleife in der Ebene liegt, die von der a-Achse und
der senkrecht dazu verlaufenden y-Achse aufgespannt wird. Die Drehachse der Leiter-
schleife falle mit der y-Achse zusammen, laufe also senkrecht durch a = 0. Aus (A.68)
erhalten wir dann das Integral fiir das Drehmoment dieser stromdurchflossenen Leiter-
schleife wie folgt:

D~ Y I-AAxB=1-i"xB-Y A4 = (A.69)
D=1a%xB-limY AA (A.70)
A— -
f— . _)0 3 . 1 .. 1 ..

=1-n"xB EE?OZA% ELI%)ZAGW = (A.71)

i J

Y ar(y)
ﬁzl-ﬁoxg-/dy/da : (A.72)

y=0  a(y)

Dabei haben wir die Integrationsgrenzen so gewahlt und bezeichnet, dass sich der
Fldacheninhalt der Rechteckschleife von Abbildung A.1 aus dem Flachenintegral sofort
mit [a,(y) —ai(y)] Y = (@, 4+ @)Y = a-Y = Aergibt. q(y) = —q ist dabei die linke,
im negativen Bereich liegende Begrenzung und a,.(y) = a, ist die rechte Begrenzung
der Rechteckschleife. Der ,Durchmesser der Rechteckschleife in y-Richtung betragt
Y, wobei wir die untere Begrenzung auf die a-Achse gelegt haben.
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A.3 Der Zusammenhang zwischen Kreisstrom, magnetischem
Dipolmoment und Drehimpuls

Abb. A.3 Wenn sich eine Menge von Ladungstragern mit der Ge-
samtladung ¢ und der Gesamtmasse m auf einer Kreisbahn mit dem
Radius r bewegt, erzeugt sie dabei den elektrischen Kreisstrom der
Starke I. Gleiches gilt aber auch fiir eine Punktladung ¢ mit der
Masse m auf dieser Kreisbahn. L ist der resultierende Drehimpuls
der Ladungstrager und A der Flichenvektor des Flichenstiicks, das
vom Kreisstrom eingeschlossen wird.

Wir den Drehimpuls und das magnetische Dipolmoment fiir einen Kreisstrom mit
dem Radius 7 = r - €,.. Wir gehen also davon aus, dass sich die Ladungstréger mit
einer gleichformigen Kreisbewegung der Geschwindigkeit v = v - €, bewegen. Die Ge-
samtladung dieser Ladungstrager sei ¢ und die Gesamtmasse sei m. Bei einer Bahn-
geschwindigkeit v bendtigen die Ladungstrager die Zeit T fiir einen Umlauf der Lange
271, sodass v = 271 /T . Das entspricht einer Umlauffrequenz von f = 1/T = v/(27r)
und einer Kreisfrequenz

w=2nf=uv/r. (A.73)
Damit erhalten wir die Stromstéarke
q v
=2 =g— . A.74
T 9 (A.74)

A = A-i?® sei der Flichenvektor der Kreisfliche und stehe senkrecht auf ihr. In die glei-
che Richtung wie der Normaleneinheitsvektor 7° zeigt auch der Kreisfrequenzvektor
@ . Der Gesamtdrehimpuls aller Ladungstrager ist

L=mifxT=mix(JxX7) . (A.75)
Wegen
i 1T @ (A.76)
und wegen B
T=@x7,&L7 = GL7 L|a (A.77)

vereinfachen sich unsere Betrachtungen und wir erhalten schlieflich fiir das magneti-
sche Dipolmoment

— v —
i=1-A=qgq—- A A.T8
fi 45— (A.78)
:qL-WTQ-ﬁozlqu-ﬁO (A.79)
27r 2 '
0 1
= q —;:T . 7TT'2 = 5 q . Tz(x_j . (A80)
Aus (A.75) und (A.77) folgt fiir den Drehimpuls
7 2~ 2y L
L=mrid <& rd=—. (A.81)
m
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Dies liefert uns den Zusammenhang zwischen dem magnetischen Dipolmoment und
dem Drehimpuls eines Kreisstroms aus Ladungstrigern der Gesamtmasse m :

1 - .
ﬁ:—qu-ﬁoziL & L=rmv-a’ |. (A.82)
2 2m
Fiir ein einzelnes Elektron mit der Ladung ¢ = —e und mit der Masse m, auf ei-
ner Kreisbahn gilt damit
[ —
= — L A.83
A= =g (A.83)

und wir sehen, dass das magnetische Dipolmoment im Fall negativer Ladungen ent-
gegengesetzt gerichtet ist zum Drehimpuls.

A.4 Anhang zum Abschnitt 12.2

Die stationédre Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m im dreidimensio-
nalen (mehrdimensionalen) Ortsraum ist

HW(7) = E¥(F) (A.84)

mit dem Hamilton-Operator

~ 2 AN
H=—-——A+U(). A.85
o 0+ T(7) (A8

Wenn sich dieses Teilchen im unendlich hohen dreidimensionalen Potentialtopf mit der
kinetischen Energie p?/(2m) = h?*k*/(2m) = h*k*/(2m) frei bewegt, ist innerhalb des
Topfs die potentielle Energie* U = 0. Die stationiire Schrodinger-Gleichung hat unter
diesen Bedingungen die einfache Form

h? h?

— o AU = o Bw(r) . (A.86)

Entsprechende Aquivalenzumformung fiihrt auf die homogene lineare partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

AU(F) + K U(F) =0, (A.87)
2 9 o 2 o o
(@ Tog T a_) (e, y, ) + (k2 +ky+ k) W,y 2) =0, (ASS)
Der Losungsansatz
U(F) = Wz, y, 2) = 7 = Mot (A.89)

4Es ist iiblich aber nicht korrekt fiir die potentielle Energie den Begriff , Potential* zu verwenden.
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liefert durch Einsetzen in die Differentialgleichung (A.88)

A2 AT L NZAT L2 (B2 4R ) T = 0, (A.90)
)\iex'F + k2 AT 4 )\ze’w + k; AT 4 AZ@X'F + k2 =0 ) (A.91)
X%Jr‘l;%:() /\gfkrg:o Aﬁfl%:o

drei voneinander unabhéngige quadratische Bestimmungsgleichungen fiir die Parame-
ter A\;. Deren Losungen

)\xl = +Zkz ) )‘yl = ‘Hky ’ >\21 = +Zkz (A92)
und
)\xQ = _Zk:x y /\y2 = _'ka s )\zZ = _Zkz (A93)

setzen wir jeweils in den Ansatz (A.89) ein und erhalten so die Fundamentalbasis:

L_D(F) — M1 FAy1Y+A 2 + o2t Ag2yF+Asez _ FikT + e~k (A.94)

Mit dieser Fundamentalbasis ist die allgemeine Losung der mehrdimensionalen sta-
tiondren Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf
schliefslich

-

U(7) = Cy etiF7 4 Oy e 7 (A.95)

A.4.1 Produktansatz bzw. Separationsansatz

Wir zeigen ein allgemeines Verfahren zur Losung von partiellen linearen Differen-
tialgleichungen mit Hilfe des Produkt- bzw. Separationsansatzes am Beispiel des
Hamilton-Operators fiir die drei Ortsraumdimensionen.

Der dreidimensionale Hamilton-Operator

hZ

H=—_—V*+U A.96
v (A.96)
ist die Summe der entsprechenden drei eindimensionalen Hamilton-Operatoren:

i (8—2 + 8—2 + 8—2) + (Up(z) + Uy (y) + U.(2)) (A.97)

H=H,+H,+H,=—
iy ox?  0y?> 022

2m

mit der potentiellen Energie U(7") = U,(x) + Uy(y) + U.(z). Die dreidimensionale
stationdre Schrodinger-Gleichung

HY(7) = EV(F) (A.98)
lasst sich dann mit dem Produktansatz bzw. dem Separationsansatz
W(r) = Wa(x) - &y (y) - Va(2) (A.99)
und wegen z. B.

H,W(F) = Hy W, (2)0, (). (2) = O, 0. - H, ¥, (A.100)

220



wie folgt in drei eindimensionale stationdre Schrodinger-Gleichungen separieren:
W, - Hy W, + 0,0, - HyW, + 0, W, - H, W, = EW, UV, . (A.101)

Die Division durch ¥, ¥, ¥, ergibt schlieflich

,v, @%+E%

=FE.+FE,+E, =F. A.102
pr Wy WZ + Y + ( )
=FE, :Ey =E,

Wie man sieht, vereinfacht sich die Losung der partiellen (mehrdimensionalen) linea-
ren Differentialgleichung durch die Separation in eindimensionale lineare Differential-
gleichungen. Diese sind, jede fiir sich, leicht l6sbar.

2

A.5 Losung des Integrals [~ drr?~te™”

Die Substitution 1> =z = r =22 , dz/dr =2r dr = % cz73da liefert

e’} . [e%¢} N1 1 )
/TNler P /<$> TS de (A.103)
0 0
1 7 ﬂ_l _
\0 J/
r(1/2)
/TN_le_rzdr ~ Loy (A.105)

A.6 Integrale zu den Abschnitten 18.4, 18.6 und 19.5

o0 1 oo 71.
Losung des Integrals / dx 2* = / de % —< :
et —1 1—e®
0 0

Weil 0 <z = 0< e®=gq <1 gilt, konnen wir e™*/(1 —e™*) = ¢/(1 — q) in
die folgende unendliche geometrische Reihe iiberfiihren:

q R
%q =S¢ = (A.107)
n=1
- - — =Y ()= (A.108)
n=1 n=1
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Jetzt setzen wir diese unendliche geometrische Reihe in das Integral ein und erhalten

/dxx / 3 ) e = Z/dx e (A.109)
0 0 n=1 n=1 0

Die Substitution von nx =y < x =y/n, dov = dy liefert

d —nr __ . - J -y ]
Z/mx Z/ndyn3 e (A.110)
n=1 n=1 0
N L | R
n=1 0 n=1
—_——
=31=6
wobei wir die ['-Integralfunktion (4.1), also
I(N+1)= /dy e vy = NI (A.112)
0
verwendet haben. Fiir die unendliche Reihe findet man®
=1 m
— = A.113
nz:; n* 90 ( )
Die gesuchte Losung des Integrals ist damit
= 3 4
/dx T =T (A.114)
e*—1 15
0

oo

Losung des Integrals / dr 2% In(1 —e™)

0
durch partielle Integration mit z> = «/ und In(1 — e™%) = v:

o0 1 o0 o0 1 —
/dx 22 In(l —e™®) = gx?’ In(l —e™) —/d:v gm?’ 1 i p— (A.115)
0 N — O, o
1 r x3 17t
=—=-/d =—-— A1l
3/ Te 1T 315 (4.116)
0

5Siehe z.B. Bronstein, Semendjajew, Musiol, Miihlig, Taschenbuch der Mathematik, Verlag Harri
Deutsch, Abschnitt 7.2.4.1 Summenwerte einiger Reihen mit konstanten Gliedern.
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/dx 2?2 In(l —e ™) = —— : (A.117)
45
0
Gezeigt wird jetzt 3 2® In(1 — e*x)|go = 0 bzw.
1 z3/3
lim 2 In(1— ™) = lim In (1 - e—$> ~0 = (A.118)
. /3 1\"/
lim 3o’ m1—e") _ lim (1 - e_“”) = lim (1 - —) =1. (A.119)
T— T— T— 61‘

e v —0:

Aus (A.119) folgt

1—— = 220 = =20 =1, (A.120)

lim e o233 1

z—0

( ) >x3/3 lim (e” — 1)*/%  lim (e* — 1)°/3

lim e
r—0

weil |23/3| nahe z = 0 stets kleiner ist als [e* — 1] (s. Abb. A.4).

e r — 00!

Es ist

1 x3/3
lim (1 . —> —1, (A.121)

T—00 er

weil e schneller gegen oo geht als 2%/3 und damit 1/e” schneller gegen 0 geht
als £3/3 gegen oo (s. Abb. A.5).

e*-1

x°/3

Abb. A.4 Wie man sieht, ist der Betrag der Funktionswerte von x3/3 nahe z = 0 kleiner als
der Betrag der Funktionswerte von e* — 1.
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Abb. A.5 Die Exponentialfunktionen e® aber auch e — 1 gehen schneller gegen unendlich als
die Potenzfunktionen 2 und erst recht schneller als 2°/3.

A.7 Kombinationen mit Wiederholung

(Vollsténdig zitiert aus: http://www.dieter-heidorn.de/Mathematik /S4/
Kap3 Kombinatorik/K3 4 Kombinationen/K3 4 Kombinationen.html)

Eine Urne enthélt 6 nummerierte Kugeln. Es werden 3 Kugeln mit Zuriicklegen ge-
zogen; die Reihenfolge wird nicht berticksichtigt. Die Abbildung zeigt zwei mogliche
Ergebnisse dieses Zufallsexperiments. Ein Pfeil verbindet eine Kugel in der Urne mit
einer Kugel aufterhalb der Urne, wenn diese Kugel gezogen wurde.

224



Die Umkehrung der Pfeilrichtungen lésst sich als eine Umkehrung des Urnenmodells
deuten:

3 nicht unterscheidbare Kugeln sind irgendwie auf 6 Urnen zu verteilen. (Die Nicht-
Unterscheidbarkeit entspricht der Nicht-Berticksichtigung der Reihenfolge bei obigem

Ziehen der Kugeln.)

LSRN 14 |
6 5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 6
Zur Beschreibung der moglichen Verteilungen wird folgende Darstellungsweise ge-
wahlt:
Fiir eine Kugel wird eine , 0 geschrieben, fiir eine Trennwand zwischen zwei Urnen
wird eine ,,1 notiert. Die in der Abbildung dargestellten Verteilungen lauten in dieser
Schreibweise:
01101110 bzw. 10011101

Eine Verteilung wird also durch 8-Tupel erfasst, dessen Stellen jeweils mit 3 Nullen
und 5 Einsen belegt sind.

Zunachst gibt es genau 8! verschiedene Moglichkeiten, die 8 Pliatze mit 8 verschie-
denen Objekten zu belegen. Nun sind die 3 Nullen aber nicht unterscheidbar; alle
Belegungen, die durch Vertauschen der 3 Nullen untereinander entstehen, stellen das-
selbe 8-Tupel dar; dies sind jeweils 3! verschiedene Moglichkeiten.

Auch die 5 Einsen sind nicht unterscheidbar; alle Belegungen, die durch Vertauschen
der 5 Einsen untereinander entstehen, stellen ebenfalls dasselbe 8-Tupel dar; dies sind
jeweils 5! verschiedene Moglichkeiten.

Somit gibt es insgesamt

g 6-7-8
3150 1-2-3
verschiedene Belegungen der 8 Stellen mit 3 Nullen und 5 Einsen.

In Verallgemeinerung dieses Beispiels wird eine Urne mit n Kugeln betrachtet. Es
werden k Kugeln mit Zuriicklegen gezogen und die Reihenfolge wird nicht beriicksich-
tigt. Die Umkehrung lautet: Es sollen £ nicht unterscheidbare Kugeln irgendwie auf
n Urnen verteilt werden.

Die méoglichen Verteilungen sind in der oben beschriebenen Darstellung (k+n —1)-
Tupel, deren Stellen mit k& Nullen und n — 1 Einsen zu belegen sind. Die Gesamtzahl
der moglichen Verteilungen ist dann

56

(k+n—1)!
E!'(n—1)!

Die Anzahl K,,;y der k-Kombinationen mit Wiederholung aus einer Menge mit n

Elementen betrégt
n+k—1
Kow = .
()
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