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Teil 1

Grundlegendes zur Elektrodynamik






1 Der Plattenkondensator

Siehe auch:

e Wolfgang Demtrdder, Springer-Lehrbuch, Ezperimentalphysik 2, FElektrizitit
und Optik, 3. Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 22
bis Seite 30,

e Richard P. Feynman, Robert B. Leighton, Matthew Sands, Feynman Vorle-
sungen tber Physik, Band II: Elektromagnetismus und Struktur der Materie,
3. Auflage, Oldenbourg Verlag, Miinchen, Wien, 2001, Seite 149, Seite 186 bis
Seite 198,

e Christian Gerthsen, Helmut Vogel, Springer-Lehrbuch, Gerthsen Physik,
20. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 1999, Seite 293 bis Seite 315,

e Paul A. Tipler, Physik, 1. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg,
Berlin, Oxford, 2000, Kapitel 18 bis Kapitel 21, Seite 617 bis Seite 746.

1.1 Arbeit, Spannung, Potential

Elektrische Ladungen sind die Quellen des elektrischen Feldes bzw. E-Feldes. E(7) ist
die elektrische Feldstéarke. Die Feldlinien des elektrischen Feldes beginn an den positi-
ven und enden an den negativen Ladungen. Die Feldlinien sind also definitionsgemafs
von den positiven zu den negativen Ladungen gerichtet. Auf eine positive Probeladung
q iibt das E-Feld die Kraft F = qE aus, sodass sich die Ladung ¢ in Richtung der Feld-
linien bewegt und dabei auf dem Weg s von a nach b ohne Einwirkung (zusétzlicher)
aulerer Krifte die Arbeit

b b

Wab:/ﬁd§:q/ﬁd§

a a

verrichtet. Gleichzeitig dndert sich auf dem Weg von a nach b die potentielle Energie

von ¢ gemafs
b b

AWpot——Wab——q/ﬁd§—q/—ﬁd§.

Im Gegensatz dazu bewegt sich eine negative Probeladung 4 ohne (zusétzliche)
aufere Krafte entgegengesetzt zum E- Feld, sodass dann mit F= —qE gilt:

b

b b b
Wab:/ﬁd§:—q/ﬁd§ = AWpot:q/Ed§:—q/—Ed§.

a



,, Definition der Spannung
Elektrische Spannung, U , zwischen zwei Punkten a und b, die Arbeit, die die Kraft
F' = gF bei der Verschiebung einer Probeladung ¢ ldngs eines stetigen Weges s von

Punkt a nach b verrichtet, dividiert durch die Probeladung ¢ ... ! Es ist also
S Arbeit
annung = )
P 8 Probeladung

Fiir die positive Probeladung ¢ gilt damit

b
E ds b
Wab q{ ’ - 1-
Uab = = = E ds
q q

und fiir die negative Probeladung —q

—a [ Ed3 b
Uab = = = FE ds s
—q —q
sodass
b
U@:/Ed§ . (1.1)

Analog zur Spannung gilt sinngemaf

potentielle Energie

Potential =
oventia Probeladung
Fiir die positive Probeladung ¢q ist damit die Potentialdifferenz
fb S
q | —FEds b
AW o a 01—
Pap = P = - / —F ds
q q
und fiir die negative Probeladung —q
j{ .
—q | —E ds b
AW O a = —
by = —22 = z/—E@,
—q —q
sodass
b
bw= [ ~Eds=o) - ola) | (12)

1Zitiert aus: Horst Stocker, Taschenbuch der Physik — Formeln Tabellen Ubersichten, 5. Auflage,
Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 2004, Seite 411. Dabei haben wir fiir die zwei Punkte die
Kleinbuchstaben a und b verwendet und fiir die Probeladung nicht () sondern g geschrieben.



Der Vergleich zwischen (1.2) und (1.1) zeigt

Potentialdifferenz ¢, = —U, <

Uns i= —du = —[6(b) = 6(a)] = é(a) — 6(b)

Wie wir sehen, hingen Spannung und Potentialdifferenz nicht von der Probeladung
ab, sondern nur vom E-Feld und den Raumpunkten a und b. Wenn wir die Betrach-
tungsrichtung wechseln, d. h. a und b vertauschen, wechseln sowohl Spannung als auch
Potentialdifferenz ihr Vorzeichen. Allgemein gilt

E=-V¢

Die Potentiale ¢ eines E-Feldes bilden ein (skalares) Potentialfeld ¢(7) , das nur durch
die Ladungsverteilung im Raum bestimmt wird. Als Beispiel zeigen wir, wie im Fall
des zentralsymmetrischen E-Feldes einer positiven Punktladung () das Potentialfeld
gebildet wird. Dabei verwenden wir die Anderung der potentiellen Energie AWt
die eine positive Probeladung ¢ auf ihrem Weg vom Abstand r; — oo von @ bis zum
Abstand 75 von () erfahrt:

AWt [ 1 1 Qql” 1

e R e O]

ri—oo q 4meo v |, Lo Ameo 1o

T1

Umbenennung 7, — r =

477'80

1.2 Plattenkondensator als Modell

Wir gehen davon aus, dass die Platten des als Modell verwendeten Plattenkonden-
sators planparallel sein sollen. Thr Abstand sei d, ihr Flacheninhalt sei A und die
Kantenldngen der Platten seien viel grofer als d, sodass wir das elektrische bzw.
E-Feld im Innern des Kondensators als nahezu homogen betrachten diirfen. Unter
Verwendung des Gauft’schen Gesetzes?

/Ed/fz‘ﬁ]-}/ﬂ:E-A:iQ & Q=g E-A

gilt dann fiir diesen Plattenkondensator

Q=C-U

2Tm Gauk’schen Gesetz erscheint eine Naturkonstante, die elektrische Feldkonstante oder Vakuum-
Dielektrizititskonstante g = 8,854 187817... AsV~im~!.



mit der Proportionalititskonstanten C' , der Kapazitit?

Q E-qA A
U E-d a4

C

Wir konnen jetzt zwei Félle unterscheiden. Im ersten Fall bildet der aufgeladene Plat-
tenkondensator ein abgeschlossenes System, d. h. er ist isoliert. Die freie Ladung auf
seinen Platten kann sich folglich nicht verdndern, sodass

1
Q =const = (Cx ik
Im zweiten Fall bildet der aufgeladene Kondensator ein offenes System und ist an eine
konstant gehaltene Spannungsquelle mit nahezu unerschopflichem Energieinhalt bzw.
Ladungsvorrat angeschlossen. Die Spannung zwischen den Platten kann sich folglich
nicht verédndern, sodass
U=const = CxQ@Q.

Das E-Feld zwischen den Platten wird von dem dort befindlichen Medium beeinflusst.
Das Ausmafs dieses Einflusses wird beschrieben von einer dimensionslosen physikali-
schen Grofe, der relativen Dielektrizitdtskonstante €, = 1 4 x . Sie ist material- bzw.
stoffspezifisch und beinhaltet die dielektrische Suszeptibilitéat x .

Die Kondensatorplatten sind elektrische Leiter. Wird der Kondensator aufgeladen,
sind seine Platten nicht mehr elektrisch neutral und es befindet sich in oder besser
auf ihnen die freie Ladung Q.* Diese freie Ladung generiert ein homogenes E-Feld
zwischen den Platten. Wird in den Zwischenraum des aufgeladenen Kondensators
cin Dielektrikum (Nichtleiter) eingebracht, wird dieses in E-Feldrichtung polarisiert.
Dabei werden schon vorhandene permanente Dipolmolekiile durch Orientierungspola-
risation ausgerichtet. Stets aber werden durch Influenz die negativen Ladungen der
Molekiile zur positiven Kondensatorplatte hin gezogen und die positiven Ladungen
zur negativen Kondensatorplatte. Die Molekiile werden also in Feldrichtung zu kleinen
elektrischen Dipolen gestreckt und ausgerichtet. Dieser Vorgang heifit Verschiebungs-
polarisation. Die permanenten und die vom E-Feld induzierten Dipole besitzen das
elektrische Dipolmoment

ﬁelZQ'a = Pl =q-a,

wobei ¢ die positive Ladung und |@ | = a der Abstand zwischen der negativen und der
positiven Ladung des Dipols ist.

Der elektrische Dipolvektor p zeigt definitionsgeméfs
von der negativen zur positiven Dipolladung.

Demzufolge sind das E-Feld und die von ihm im Dielektrikum induzierten elektri-
schen Dipole (Dipolmomente) im Allgemeinen gleichsinnig ausgerichtet, wie wir der
Abbildung 1.1 entnehmen kénnen. Das elektrische Feld der Dipole jedoch ist zu ihrem

3Jeder Kondensator besitzt seine geritespezifische Kapazitit, abhingig z. B. von der Gestalt seiner
Elektroden, ihrem Abstand und vom Medium zwischen ihnen.

4Die freie Ladungsmenge @ besteht aus freien bzw. im elektrischen Leiter frei beweglichen Ladungs-
trigern, den freien Elektronen (Leitungselektronen).
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o + W ~ Abb. 1.1 Schematische Darstellung zur Ausrichtung ei-

nes elektrischen Dipols pg) in einem homogenen E-Feld.

Erzeugerfeld, dem E-Feld des Kondensators, entgegengerichtet. Das durch Polarisati-
on des Dielektrikums entstandene (elektrische) Polarisationsfeld ist also ein Gegenfeld
zum urspriinglichen Vakuum-Kondensatorfeld Ey und schwiicht bzw. schirmt dieses
folglich ab zum resultierenden Feld im Innern des Dielektrikums mit der elektrischen
Feldstiirke Ep, . Die Ursache dafiir ist das Bestreben physikalischer Systeme, in den Zu-
stand des kleinsten Potentials bzw. der niedrigsten potentiellen Energie zu gelangen.’
Dieser Zustand ist im Fall des Plattenkondensators mit einem Dielektrikum schliefs-
lich erreicht, wenn sich alle negativen Ladungstréiger so weit wie moglich den positiven
Ladungstriagern gendhert haben bzw. umgekehrt. Das Dielektrikum ist dann, wie in
Abbildung 1.1 schematisch dargestellt, vollstéandig polarisiert.

Die Vektorsumme aller Dipolmomente in einem Dielektrikum dividiert durch sein
Volumen ist die vektorielle Grofse dielektrische Polarisation

B > i Peli _ (mittleres) Dipolmoment
v Volumen (einheit)

Manchmal wird die dielektrische Polarisation auch als ortsabhéngige, lokale Grofe,
also als Dipolmomentdichte wie folgt angegeben:

> dﬁel
P= .
dVv
Durch die Polarisation des Dielektrikums resultieren Polarisationsladungen, die die

Fléchenladungsdichte o, an den Stirnseiten des Dielektrikums bilden, die den Kon-
densatorplatten gegeniiberliegen. Wir werden spéter zeigen, dass

Opol = ‘P‘

1.3 Felder im Plattenkondensator

1.3.1 Isolierter Plattenkondensator

Gehen wir vom ersten Fall aus, dem isolierten Plattenkondensator, so gilt

1 1

Q = const = CO(EO(E'
Der Abstand zwischen den Kondensatorplatten betrédgt d. Die Spannung U im Plat-
tenkondensator konnen wir uns veranschaulichen durch die Arbeit, die eine positive
Probe-Einheitsladung ¢ auf dem Weg der Linge d von der positiv geladenen zur ne-
gativ geladenen Kondensatorplatte, also von A nach B, verrichtet, wenn wir dabei
bedenken, dass die Spannung die Arbeit der Probeladung dividiert durch diese Pro-
beladung ist.

®Eine anschauliche Darstellung dieses Sachverhalts findet man in: Paul A. Tipler, Physik, 1. Auflage,
Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, Oxford, 2000, Abschnitt 18.7 Elektrische Dipole
in elektrischen Feldern, Seite 636 bis Seite 638.
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Kondensator mit Vakuum zwischen den Platten (Abb. 1.2)

E
E,
///U

0 d X

o + o Abb. 1.2 Die Ladungsmengen +@Q auf der linken und
+ —(@) auf der rechten Platte des Plattenkondensators er-
+ zeugen im Vakuum zwischen den Platten das homogene
+ elektrische Feld der Stdrke Ey. Die Spannung bei x = d
+ betrigt U = Ej - d beziiglich x = 0.

Das E-Feld im Vakuum bezeichnen wir mit EO. Somit ist das homogene E-Feld im
Innern des Kondensators mit einem Vakuum zwischen seinen Platten E(]. Das Va-
kuum besitzt die relative Dielektrizitdatskonstante . = 1, muss also als Faktor nicht
angeschrieben werden. Die Spannung zwischen den beiden Kondensatorplatten ist

U — EO . d
und die Kapazitat des Kondensators ist
c=9_ 9
U Ey-d

Kondensator mit elektrischem Leiter zwischen den Platten (Abb. 1.3)

m

Abb. 1.3 Die Ladungsmengen +@Q auf der linken und
—(Q auf der rechten Platte des Plattenkondensators erzeu-
gen im Vakuum zu beiden Seiten des Leiters das homo-
gene elektrische Feld der Stirke Ep. Innerhalb des elek-
trischen Leiters verschwindet das elektrischen Feld gemal
E = 0. Die Spannung bei = d betrigt deshalb nur
U= Ey- (dy + ds3) beziiglich x =0.

4+ + + + + j+ + + + + +
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Jetzt schieben wir eine Leiterplatte der Dicke dy zwischen die Kondensatorplatten,
sodass der Abstand zwischen Leiterplatte und Kondensatorplatte auf der einen Seite
dy und auf der anderen Seite d3 betragt. Es ist folglich

dy+dy+ds=d.

Auf den Leiterstirnflichen, die den Kondensatorplatten gegeniiberliegen, werden ,,Spie-
gelladungen® zu allen Kondensatorplattenladungen induziert, sodass die Flachenla-
dungsdichten auf den Kondensatorplatten und den Leiterstirnseiten betragsgleich sind
aber unterschiedliche Vorzeichen besitzen. Die elektrische Feldstdarke in den beiden
Vakuumbereichen zwischen Kondensatorplatten und Leiter ist deshalb die gleiche wie
beim Kondensator mit einem Vakuum zwischen den Platten, also EO. Innerhalb der
eingeschobenen Leiterplatte ist die elektrische Feldstéirke E = 0 und somit das Poten-
tial konstant. Jetzt konnen wir die Spannung zwischen den beiden Kondensatorplatten
angeben:
U=FEy-di+0-dy+ FEy-ds,

U:Eo(d1+d3)

Wegen d; + d3 < d wird die Spannung des Kondensators kleiner, wenn man einen
elektrischen Leiter zwischen die Kondensatorplatten schiebt, und wegen C' = Q/U bei
() = const wird dann die Kapazitidt des Kondensators grofer:

Q  Q
@

C = _—
Ey - (di + d3)

Kondensator mit Dielektrikum zwischen den Platten (Abb. 1.4)

E

E,

AU

|28 S | ,»//

O<q, _N_ d, _N d,> x

* ) Abb. 1.4 Die Ladungsmengen +(Q auf der linken und
+ i —( auf der rechten Platte des Plattenkondensators er-
T zeugen im Vakuum zu beiden Seiten des Dielektrikums
+ + das homogeng elektrische Feld der Starke F. Das elek-
+ N trische Feld Ep innerhalb des Dielektrikums ist im Ver-
N ) gleich zum elektrischen Vakuumfeld Ey gemidl Ep < Ey
4 N abgeschwicht. Die Spannung bei © = d betrigt deshalb
: g U:Eo-(d1+d3)+ED'd2 beziiglich x = 0.

Das E-Feld innerhalb eines Dielektrikums bezeichnen wir mit ED . Schieben wir jetzt
zwischen die Platten unseres Kondensators an Stelle des elektrischen Leiters eine Plat-
te gleicher Dicke dy aus einem Dielektrikum, so wird die Spannung am Kondensator
ebenfalls kleiner. Allerdings ist diese Spannungsabnahme nicht so ausgeprigt, wie im

13



Fall der Leiterplatte. Wir konnen daraus schliefsen, dass das E-Feld das Dielektri-
kum zu einem gewissen Teil durchdringt und dabei das Dielektrikum polarisiert. Im
Vergleich zur elektrischen Feldstarke E(] im Vakuumbereich zu beiden Seiten der Di-
elektrikumplatte ist also die elektrische Feldstérke Ep im Innern des Dielektrikums
um den Faktor 1/e, abgeschwiécht:

Aus der Polarisation P resultiert auch auf den Fldchen der Dielektrikumplatte eine
Flachenladungsdichte o = |P |, die aber im Vergleich zur Leiterplatte kleiner ist. Das

Gauk’sche Gesetz
JEd-pa-Z
€0
liefert fiir die Polarisationsladung @), auf den Flachen des Dielektrikums im homo-
genen elektrischen Feld des Plattenkondensators

1 onl o Opol

ol — ——
P o A o

und fiir die freie Ladung Qg auf den Kondensatorplatten

]- erel Ofrei
Efrel = EO = .

o A €o

Im Innern des Dielektrikums iiberlagern sich das dufsere Feld E, und das durch die
Polarisation entstandene, entgegengerichtete Feld E, , sodass wir fiir die elektrische
Feldstarke im Dielektrikum

O frei Opol
Ep=—— , Ofrei > Opol (1.3)
€0 €0

erhalten. Mit dem Abstand |@ | = a zwischen den Ladungsschwerpunkten in den elek-
trischen Dipolen bzw. der Verschiebung zwischen positivem und negativem Ladungs-
schwerpunkt in den Molekiilen des Dielektrikums bei der Polarisation und mit der
Dipoldichte (Teilchendichte) N/V = n ist die Polarisation

N Del
V
Die zugehorige Flachenladungsdichte ist
_ Qpt  Nqg aA Nq aA
TRl T T A Y TV A
Wie wir sehen, ist die Flachenladungsdichte tatsédchlich gleich der Polarisation im
Innern des Dielektrikums:

|P| =N Pl =N -qa.

=n-qa.

Upolzp.

Dabei haben wir angenommen, dass a die Dicke und folglich a - A das Volumen je-
der Dipolschicht im Dielektrikum ist. Wir hatten bereits festgestellt, dass die Vek-
toren Eo, Ep und P zueinander gleichsinnig parallel sind. Deshalb ergeben sich aus

14



(1.3) die folgenden Beziehungen zwischen der elektrischen Feldstirke Ej auferhalb
des Dielektrikums, der elektrischen Feldstirke Ep innerhalb des Dielektrikums und
der Polarisation P:

- - 1 = - - 1 =
Eh=FE——P & Ey=Ep+—P
€0 €0

Mit der Ladungsdichte AQ/AV bzw. dQ/dV = p gilt:

Gauls’sches Gesetz /E SdA = glAQ
0

S
1
= [ —odV

€o

v
Gauft’scher Satz /E CdA = /divﬁ dv,

S v
= 1

= Poisson-Gleichung divE =—op.
€0

Damit ist die Poisson-Gleichungen fiir das elektrische Feld Ey aukerhalb des Dielek-
trikums:

- 1
diV EO = — Ofrei -
€0

Analog dazu erhalten wir die Poisson-Gleichung beziiglich der Polarisation wie folgt:

Aonl=/gpoldvz/apol-ﬁo-d,zf:/ﬁ.dgz/divﬁdv =

14 S S \%4

1 - 1
—divP = — gpol -
€0 o

Die Poisson-Gleichung der elektrischen Feldstarke Ep innerhalb des Dielektrikums ist
schlielich

S ., 1 = 1
div Ep = div (EO - — P) = — (erei - onl) . (1.4)
o €0

Die Spannung zwischen den Kondensatorplatten bei Anwesenheit eines Dielektrikums
der Dicke d, ist
U=Ey-di+Ep-dy+ FEy-ds,
U:E0'<d1+d3)—|—ED'd2

und die Kapazitat des Kondensators ist

Q Q

C:_: .
U~ Eo-(di+ds) + Ep - ds
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Wir stellen fest, dass die Kapazitat eines Kondensators zunimmt, wenn wir zwischen
seine Platten ein Dielektrikum schieben, weil das Ey-Feld des Kondensators im Innern
des Dielektrikums um den Faktor 1/e,, &, > 1, abgeschwécht wird, sodass

— 1 —
Ep=—E,. (1.5)
Er
Die starkste Zunahme der Kapazitat des Kondensators beobachten wir beim Einschie-
ben eines elektrischen Leiters, weil dann das elektrische Feld im Innern des Leiters

verschwindet. Beztiglich (1.5) heifst das:

1 =
5_ Ey=0 = & (el. Leiter) —7 OO .
r

Schlieflich vergleichen wir einen isolierten ,Vakuum-Plattenkondensator mit einem
isolierten Plattenkondensator, dessen Zwischenraum vollstindig mit einem Dielektri-
kum ausgefiillt ist. Fiir beide gilt

Q = Qe = const .

Wenn wir beriicksichtigen, dass fiir das Vakuum e, = 1 ist, konnen wir fiir die freie
Fldchenladungsdichte auf den Platten des Kondensators verallgemeinernd

- erei

Ofrei = A =& 5rE =E&p- €rg

schreiben, denn

z o B =¢y-Ey fir e, =1 (Vakuum) ,
g0 & =
’ g0 &l =¢¢- Ep fir e, > 1 (Dielektrikum) .

Damit ist die freie Ladung auf den Platten des isolierten Plattenkondensators

U
Qei(6r, U) = 0pei - A =€ - Gy A = const |- (1.6)

1.3.2 Plattenkondensator mit konstanter Spannung

Gehen wir vom zweiten Fall aus, dem Kondensator als offenem System, so ist der Kon-
densator an eine Spannungsquelle angeschlossen, die eine stets konstante Spannung
U am Kondensator gewéhrleistet, sodass

U=const = QxC.

Schieben wir jetzt ein Dielektrikum oder einen elektrischen Leiter zwischen die Kon-
densatorplatten, so nimmt die Kapazitat des Kondensators zu und es wird die dann
fehlende Ladung von der Spannungsquelle in die Kondensatorplatten transportiert,
bis sich ein neues Gleichgewicht geméafs () = C - U eingestellt hat. In diesem neu-
en Gleichgewicht gelten dann die gleichen Beziehungen zwischen elektrischem Feld,
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Spannung und Energie wie beim (isolierten) Kondensator als abgeschlossenem System
(s. Abschn. 1.3.1). Eine weitere Diskussion des Plattenkondensators mit konstanter
Spannung eriibrigt sich deshalb.

Trotzdem wollen wir abschliefend zeigen, dass sich in einem Plattenkondensator die
elektrische Feldstédrke nicht dndert, wenn bei konstant gehaltener Spannung das Va-
kuum zwischen seinen Platten vollstdndig durch ein Dielektrikum ersetzt wird. Dieses
Argument werden wir bei der Untersuchung der elektrischen Feldenergie verwenden.
Soweit erforderlich, werden wir dafiir die physikalischen Grofsen beziiglich des Konden-
sators mit einem Vakuum mit 0 indizieren und die Grofsen beziiglich des Kondensators
mit einem Dielektrikum mit D. Weiterhin beriicksichtigen wir, dass sich die ,Vakuum-
Kapazitat® Cy des Plattenkondensators beim Ausfiillen des Zwischenraums durch ein
Dielektrikum geméis

CD = &r Co
andert. Dies sieht man wie folgt:
E E
Q) = Qo = const und ED:—O = UD:ED-d:—O- :@
Er Er CD
QO Er QO
& (Op=—= =g —=6C0C6. O
D Up QOEO-d gUo € Lo
Wenn wir jetzt die Spannung gemaéls
Up=Uy=U
konstant halten, resultiert
o_9Y _@p_ o
b= — =X =
Up Uy Ep-d
&Qo _Gp _ Qp

:6[_00:

U Uy FEy-d’
Wie wir sehen, muss tatsachlich
Erh=E=F

gelten, wenn bei U = const das Vakuum im Plattenkondensator durch ein Dielek-
trikum ersetzt wird. Weil sich dann die Kapazitit des Kondensators um den Faktor
e, vergrokert, muss bei konstanter Spannung am Kondensator auch seine Ladung um
den gleichen Faktor zunehmen, sodass

Qp =& Qo = Qfrei -

Im Vergleich zum isolierten Plattenkondensator ist im offenen System ,Kondensator
mit konstanter Spannung“ folglich die freie Ladung ) = Qg auf den Platten nur
noch abhéngig vom Dielektrikum und somit selbst nicht mehr konstant, sodass (1.6)
die folgende Form erhélt:

Qpei(er) =61 - Qo = Oprei - A =1 50% A, U= const . (1.7)
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1.4 D-Feld und der Unterschied zwischen E-Feld und D-Feld

Priifer zum Studenten: ,Was ist ein D-Feld?*

Student: ,Keine Ahnung.“
Priifer: ,Und was ist ein E-Feld?7“
Student: Weils ich auch nicht.”

Priifer — stirnrunzelnd: ,,So, ich gebe Ihnen noch eine letzte Chance:
Was ist der Unterschied zwischen D-Feld und E-Feld?
Zitiert nach www.mikrocontroller.net/topic/169050

Zur Vertiefung dieses Themas ist die Vorlesung PH II - 10 Dielektrische Verschiebung
von Prof. Paul Wagner an der Fakultdt fiir Physik der Universitit Wien sehr zu
empfehlen und zu finden unter

https://www.youtube.com/watch?v=Wcs1p6WIIFw

Beginnen wir diesen Abschnitt mit einem Zitat® aus Feynmans Vorlesungen iiber Phy-
sik:
,, In den frithen Zeiten der Elektrizitdt war der atomare Mechanismus der Polarisation
unbekannt und die Existenz von g, wurde nicht wichtig genommen. Man betrachtete
die Ladung g als die gesamte Ladungsdichte. Um die Maxwell’schen Gleichungen
in eine einfache Form zu bringen, definierte man einen neuen Vektor D als eine Line-
arkombination aus £ und P:

D =¢FE + P *
Das Vektorfeld D ist die dielektrische Verschiebung’ und E und P sind in dieser
Definition die elektrische Feldstéarke und die Polarisation im betrachteten Medium.
Die freien Ladungen (Index ,frei“) sind die Ladungen auf den Kondensatorplatten. Sie
sind zu unterschieden von den Polarisationsladungen (Index wpol“) im Dielektrikum.
Weil im Vakuum P = 0 ist, erhéalt diese Definition von D in unserer Notation die
Form

D = ogei - 110 = o FEy im Vakuum mit e, =1,
D =0pe -1 =coEp+ P =¢,-c0FEp im Dielektrikum .

= D = Er 5OED = 5()qu . D ist der Reprasentant des Vakuumfeldes.
= D = € - 5OED =c ED ist die Materialgleichung.

¢ heifit Dielektrizitdtskonstante oder auch Permittivitit. Die Aquivalenzumformung
von (1.4) ergibt
div EO = div ED + div—P = — Ofrei
€o €o
und nach Multiplikation mit &g

div (8050) = div €OED + leﬁ = Ofrei »
div 5 = Ofrei -

6Zitiert aus: Richard P. Feynman, Robert B. Leighton, Matthew Sands, Feynman Vorlesungen
iber Physik, Band II: Elektromagnetismus und Struktur der Materie, 3. Auflage, Oldenbourg Verlag,
Miinchen, Wien, 2001, Seite 194.

"Die dielektrische Verschiebung D wird auch elektrische Verschiebung, Verschiebungsdichte, Ver-
schiebungsflussdichte, elektrische Flussdichte oder elektrische Erregung genannt.
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Die dielektrische Verschiebung D bezieht sich also nur auf die freien Ladungen (auf
den Kondensatorplatten) und nicht auf die Polarisationsladungen im Dielektrikum.
D repréasentiert folglich das Vakuumfeld. Das D-Feld ist also unabhingig vom Me-
dium zwischen den Kondensatorplatten. Deshalb ist die Normalkomponente von D
an den Grenzschichten zwischen verschiedenen Dielektrika stetig, nicht jedoch ihre
Tangentialkomponente. Beim E-Feld ist dies genau umgekehrt. Wie man sieht und in
Ubereinstimmung mit (1.3), ist der Betrag der dielektrischen Verschiebung gleich der
Fldachendichte der freien Ladungen auf den Kondensatorplatten gemafs

1D | = 0prei - (1.8)

Entsprechend hat D genau wie die Polarisation P die Dimension Ladung pro Flache,
also As/m? = C/m?, die elektrische Feldstérke E jedoch die Dimension Spannung pro
Lénge, also V/m.

Bei der Betrachtung der energetischen Verhéltnisse im Plattenkondensator werden
wir die Beziehung zwischen der Polarisation und dem elektrischen Feld innerhalb des
Dielektrikums benotigen. Wir zeigen sie deshalb bereits an dieser Stelle:

P:D—éoEDZEr&)ED—&)ED

ﬁ = &0 <€r — 1>ED : (19)

1.5 Die Energie im Plattenkondensator

Wir gehen wieder aus vom Plattenkondensator mit einem Vakuum zwischen den Plat-
ten. Beim Aufladen dieses Kondensators wird die positive Ladungsmenge +() der einen
Platte um die Strecke d getrennt von der negativen Ladungsmenge —() der anderen
Platte und es entsteht das elektrische Feld zwischen den Platten. Fiir diesen Prozess
ist Energie erforderlich, die sich schlieflich als elektrische Feldenergie W, manifestiert.
Das E-Feld ,verkorpert® also die potentielle Energie zwischen den getrennten Ladun-
gen +@Q und —@Q . Wird dann der Kondensator entladen, verschwindet das E-Feld
und verrichtet dabei iiber den Ladungsriicktransport die Arbeit Wy . Die elektrische
Feldenergie W, ist gleich der Arbeit, welche die felderzeugenden Ladungen verrichten
konnen.

Betrachten wir also den Aufladungsprozess des Kondensators hinsichtlich der dafiir
erforderlichen Energie. Wenn wir in einem Plattenkondensator bei der Spannung

e

Ui
C

die vergleichsweise kleine Ladungsmenge AQ); von der einen zur anderen Platte trans-
portieren, bewirkt das die Anderung der elektrischen Feldenergie

1
AWea =U; - AQ; = 5@1’ -AQ; .
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Man kann sich den gesamtem Aufladungsprozess beginnend bei Q = C-U =0 =
U = 0 als eine Reihe von derartigen Aufladungsteilprozessen vorstellen, bis schlieflich
die endgiiltige Spannung U mit der zugehorigen Ladung @) = C - U erreicht ist:

W =) AWa; & Zé@i'AQi =

Q
1
Welzfdwel _ /5Qd@
Q=0
4% —1Q2—1O U?
AT 90 T2

Fir den Plattenkondensator mit Vakuum zwischen den Platten hatten wir

A
C=c-5. U=E-d,

festgestellt, sodass

1 A 1 1
= —.g= -E*d*=-cyF*V==-DE -V .
Wel 5 N d d 5 €0 % 5 |4
Die daraus folgende Energiedichte des elektrischen Feldes im Plattenkondensator ist
Wa 1 5 1
= =—cF*"==-DFE. 1.1
Wel V 5 o 5 ( 0)

Die Energiedichte w, des Plattenkondensators hangt allein vom Betrag der elektri-
schen Feldstiarke und nicht von den Parametern des Kondensators ab. Diese Tatsache
legt nahe, dass (1.10) fiir das elektrische Feld allgemein gilt.

Plattenkondensator mit konstant gehaltener Spannung U

Weil wir jetzt vom ,Vakuum-Plattenkondensator zum ,Dielektrikum-Plattenkonden-
sator bei konstant gehaltener Spannung ibergehen, verwenden wir zur besseren Un-
terscheidung wieder, wenn erforderlich, den Index 0 fiir Vakuum und den Index D fiir
Dielektrikum, sodass u. a.

U =Uy=Up = const ,

E = FEy= Ep = const

D =¢-ggFy=¢,-cgFp=¢,-co &,
Dy= egEy=¢oF .

Fiir den ,Vakuum-Plattenkondensator mit ¢, = 1 gilt damit

1 1
W610:§COU2 :§€0E2'V
1
WelO :§DOEV
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und fiir den ,Dielektrikum-Plattenkondensator erhalten wir mit Cy = 9 A/d und
U=F-d

1 1
WeIDZECDUQ =§ETC'0U2

1 A
= 5&} 803 . E2d2

1
=—cg e E*V
2650

1 1
WelD :§ErD0E'V:§DE~V.

Tatséchlich ist die elektrische Feldenergie des ,Dielektrikum-Kondensators® unter der
Bedingung U = const um den Faktor e, grofer als die des ,Vakuum-Kondensators".
Es gilt dann némlich bei der Ladungsanderung des Kondensators

10 1
Wa=g50 @=30 @ =
WeIO(Q7

obwohl die elektrische Feldstirke E gemalh U = E - d = const ebenfalls konstant ist.
Wir zeigen jetzt, dass die Differenzenergie

1
WelD_W610:§€O(€r_1)E2'Va

auch gleich der Polarisationsenergie

1
Whot = 3 (e, — 1) CoU?, U = const (1.11)

des Dielektrikums ist. Dafiir brauchen wir nur zu untersuchen, welche Energie zur
Polarisation des Dielektrikums in einem homogenen E-Feld erforderlich ist.

Fiir die Induktion der elektrischen Dipole im Dielektrikum, das von dem homogenen
elektrischen Feld Ep = E durchflutet wird, nehmen wir an, dass die Riickstellkraft F
zwischen den Ladungen ¢ in jedem Dipolmoment p, geméf

F=—-kx

proportional ist zur Auslenkung x von der Lage bei x = 0 ohne E-Feld. Im Gleichge-
wicht zwischen der Kraft ¢ - £, mit der das (dufere) E-Feld auf den einzelnen Dipol
wirkt, und der Riickstellkraft —kz = —ka gilt

E
—ka+qE=0 & ka=qlF & a:q?. (1.12)
Der Betrag der einzelnen Dipolmomente ist aber

Pa=0a-q <= a=—,
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sodass mit (1.12)

2

pelz%-E:a-E = k=

Der Proportionalititsfaktor « ist eine materialspezifische Konstante, die Polarisier-
barkeit des Dielektrikums. Die potentielle Energie bzw. Polarisationsenergie W, eines
einzelnen Dipols mit dem Dipolmoment p; ist

a a

—~ 1
Whot = /—Fdx:/k‘xd$:§l{::p2

a

0 0 v=0
:lka2:1q_2p_§1_lp_zlzla2E2:1aE'E
2 2a ¢ 2a 2 « 2

1
Wpol = épel B

Unter Verwendung von (1.9) finden wir fiir den Betrag der Polarisation P :
o N - Pel

P
v

=N Py = n--L
=c(e,—1)-F.

Die Polarisationsenergie aller N Dipole des Dielektrikums ist schliefilich

Wir stellen fest:

Im Fall U = const ist die Gesamtenergie des Kondensators die Summe aus der elek-
trischen Feldenergie Wy p mit Dielektrikum und aus der Polarisationsenergie Wy,
die im Dielektrikum steckt:

Wees = Wep + Wpo1 , U = const .

Isolierter Plattenkondensator mit konstanter freier Ladung ()

Fiir das abgeschlossene System des isolierten und mit der (freien) Ladung @ besetzten
Plattenkondensators gilt

Q =const =

D =¢y-Ey=c¢q- -, E =const,

1
EF =— -FEy=FEp fir ¢ >1.

T
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Die elektrische Feldenergie des isolierten ,Vakuumkondensators betragt damit

1
Weo = §5OE§ -V,
1

Wel[) :§DE0V

Fiir die elektrische Feldenergie nach vollstandiger Fiillung des Kondensators mit einem
Dielektrikum erhalten wir

1 1 1
=—D—E,- V= E?.
Weab 2"z oV 2€r€0 0 V
1
Weab ZEDE-V,
1
Weap = DEy-V .
2¢e,

Wie zu erwarten war, nimmt die elektrische Feldenergie des isolierten Plattenkon-
densators bei vollstdndiger Fiillung mit einem Dielektrikum um den Faktor 1/e, ab.
Weil es sich hier um ein abgeschlossenes System handelt, kann die dabei resultierende
Differenzenergie nur als Polarisationsenergie in das Dielektrikum iibergegangen sein:

1 1
Woot = Werog — Weap = 5 (1 — —> eoEs -V
Er

1
= = DegEy -V,
251"(8 ) eoEq

1
Wit = 5— (& = 1) DEy - V.

r

Wir stellen fest:

Im Fall ) = const verteilt sich die elektrische Feldenergie W, o des ,Vakuum-Konden-
sators” im Einklang mit dem Energiesatz auf die Polarisationsenergie W, des Dielek-
trikums und auf die durch das Dielektrikum reduzierte elektrische Feldenergie Wy p
sodass

Weio = Wap + Wyar, @ = const .

1.6 Die Kraft des Plattenkondensators auf ein Dielektrikum
Wir betrachten einen Plattenkondensator mit den folgenden Abmessungen:

Lange der Platten in x-Richtung,

Breite der Platten in y-Richtung,

Abstand zwischen den Platten und Dicke des Dielektrikums,
Lange der Strecke, die das Dielektrikum in z-Richtung in den
Plattenzwischenraum hineinreicht,

L —x Lange der Strecke mit einem Vakuum zwischen den Platten.

ST S
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Die am Kondensator anliegende Spannung sei U = const. Geméf (1.7) ist dann die
Gesamtladung auf den Kondensatorplatten

Q:afrei-Azar-eog-bx+50g-b(L—x)

d d
und die Kapazitit des Kondensators ist damit
_ @ _ =b _
C = U= 4 (erx+L—2)=C(2) .
. 0 . .
Aus F' = =V W, bzw. F, = o Woot (7) folgt mit
x
1 Q?
Wpot = Wel = 5 ?
schliefslich
__ 0@ @/ 1) 00w
Toor|20@))] 2 C? or
1Q* 9C(x)
Fy=+4+-—.—/—=.
* +2 C? ox
Wir ersetzen C' in Q%/C? durch Q/U , sodass
1 0C(x)
F, =-U* ——~
2 v ox
o 1 2 0 o b
= 5 U a—x 7 (Efr x4+ L .CL’) ,
1 o b 2
=574 U?(e, — 1), U = const

F, ist die Kraft, mit der das Dielektrikum in den aufgeladenen Plattenkondensator
bei konstanter Spannung U hineingezogen wird.

1.7 Bilanzierung der Kondensatorenergie

1.7.1 Isolierter Kondensator mit Q. = const (abgeschlossenes System)

Im Verlauf des Prozesses des Hineinbringens des Dielektrikums in den isolierten Plat-
tenkondensator nimmt dessen elektrische Feldenergie um Wy o — Wap ab. Wegen der
Energieerhaltung im abgeschlossenen System des isolierten Kondensators muss diese
Differenzenergie in das Dielektrikum tibergehen in Form der Polarisationsenergie W,
bzw. als kinetische Energie. Ursache dieser kinetischen Energie ist die Kraft, mit der
das Dielektrikum in den Kondensator gezogen wird, bis es schliefslich den Kondensator
vollsténdig ausfiillt.

Fiir den isolierten Kondensator mit Qg = () = const gilt folglich

Wges = WelO = WelD + Wpol .
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1.7.2 Kondensator mit U = const (offenes System)

Wenn ein Dielektrikum den Raum zwischen den Kondensatorplatten vollstandig aus-
fiillt, ist die freie Ladung auf den Kondensatorplatten bei konstant gehaltener Span-
nung, d. h. bei U = const

(p = & - Qo
und die Ladungsdifferenz zwischen Qp und @)y ist

AQ:QD—QOZEr'Qo—QOZ(5r—1)Q0-

Bei der Nachladung des Kondensators von )y auf ()p gegen die konstant gehaltene
Spannung U wiahrend des Hineinbringens des Dielektrikums wird die Energie

Wakn = AQ - U :(gr_l)' Qo - U
:<€r—1)'CQU'U,

Wakia = (e: — 1) CoU? , U = const

von der Spannungsquelle, z. B. einem elektrochemischen Akkumulator, in den Konden-
sator ibertragen. Der Vergleich mit (1.11) zeigt, dass die Energie fiir diesen Prozess der
Nachladung exakt doppelt so groft ist wie der gesamte Energiezuwachs im Kondensa-
tor, der aus dem Vergleich resultiert zwischen dem Anfangszustand des Kondensators
(ohne Dielektrikum) und seinem Enzustand (mit Dielektrikum). Folglich geht die ei-
ne Hélfte von Wiy, iiber in die Polarisationsenergie W, bzw. in kinetische Energie
des Dielektrikums und die andere Halfte W p — W, dient der Konstanthaltung der
elektrischen Feldstiarke Fy = Fp = E = const im Kondensator beim Hineinbringen
des Dielektrikums. Beim Hineinbringen des Dielektrikums wird namlich die Kapa-
zitdt des Kondensators grofer, sodass dann ohne Nachladung, d.h. beim isolierten
Kondensator, die elektrische Feldstdrke und damit auch die elektrische Feldenergie
wegen () = C' - U = C - Ed absinken wiirde. Die Ursache der kinetischen Energie ist
die im Abschnitt 1.6 fiir U = const hergeleitete Kraft F}, , mit der das Dielektrikum in
den Kondensator gezogen wird, bis es schlieftlich im Kondensator ruht, ihn vollstandig
ausfiillt und die volle Polarisationsenergie W, besitzt.

Fiir den Kondensator mit U = const gilt folglich

Wges - WelO + (WelD - Wel()) + Wpol 5

N

-~

Wakku

sodass

Wges = Welo + WAkku )
Wges = WelD + Wpol .

Weiterhin hatten wir fiir Wayy, festgestellt, dass

Weip — Weio = Wyl -
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1.8 Zusammenfassung und Anschluss an die Elektrodynamik

Mit dem folgenden Zitat fassen wir die sich aus dem Modell des Plattenkondensators
ergebenden physikalisch-relevanten Gedanken kurz zusammen und deuten ihren Zu-
sammenhang mit der Elektrodynamik an:

,» Da auch im Plattenkondensator mit Vakuum als ,Dielektrikum®, also mit £, = 1 ein
E-Feld herrscht, gibt es also auch im leeren Raum eine Ladungsverschiebung, offenbar
in diesem Fall von gar nicht vorhandenen, also fehlenden Ladungen.

Befindet sich in einem aufgeladenen Plattenkondensator ein Dielektrikum, wird
durch Polarisation im Dielektrikum ein Gegenfeld erzeugt, das das von aufsen ange-
legte Feld schwécht. Das von aufsen angelegte Feld ist das D-Feld und wird von allen
Ladungen auf den Kondensatorplatten erzeugt. Das geschwéchte Feld im Inneren des
Dielektrikum dagegen ist das E-Feld. Es gilt

D:€r'€0'E:€0'E+P.

D, F und P sind Vektoren, P ist die dielektrische Polarisation des Dielektrikum. Es
existiert im Vakuum ein Strom; die Ladungen fehlen hingegen. Es handelt sich dabei
um den sogenannten Verschiebestrom. Der Verschiebestrom schlieft den Stromkreis
im Bereich zwischen den Platten des Kondensators. Es gilt

Verschiebestrom = zeitliche Ableitung des D-Feldes mal Querschnittsfliche bzw.

oD -
]V://—-dA.
4 Ot

Der Verschiebestrom tritt in den Maxwellgleichungen (Durchflutungssatz) gleichbe-
rechtigt mit den Leiterstromen auf. Er erzeugt somit auch ein H-Feld entsprechend

- o oD
rotH—jext—kE )

Die wesentliche Eigenschaft des Verschiebestroms besteht darin, dass er auch auf-
treten kann, wenn sich gar keine Ladungen mehr in der Ndhe befinden. Wenn man
elektromagnetische Wellen mit einer Antenne abstrahlt, so befinden sich in der An-
tenne zwar noch Ladungen, doch nachdem die Welle sich von der Antenne gelost hat
und sich von ihr wegbewegt, spielen diese Ladungen fiir das weitere Geschehen keine
Rolle mehr. In der Welle passiert folgendes:

1) B-Anderungen erzeugen E-Felder (Induktionsgesetz),

2) E-Felder gehen mit D-Feldern einher (g,),

3) D-Anderungen erzeugen H-Felder (Durchflutungsgesetz),

4) H-Felder gehen mit B-Feldern einher (u,),

5) weiter mit 1.
Der Unterschied zwischen B- und H-Feldern ist ganz dhnlich wie zwischen £- und D-
Feldern. B-Felder beriicksichtigen alle Strome, also auch die inneratomaren Strome,
H-Felder enthalten nur freie Stréme.
Fiir elektrotechnische Uberlegungen ist es wichtig zu wissen, welche elektrischen Gro-
fsen zu welchen magnetischen Grofen gehoren. Beim Transformator mit nichtlinearem
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Kern macht man sich beispielsweise vieles einfacher, wenn man von Anfang an be-
riicksichtigt:

U gehort zur Flukdichte (B-Feld), I gehort zur Feldstérke (H-Feld).

Die Grofen Induktivitiat L bzw. Gegeninduktivitit M stammen aus Uberlegungen,
bei denen man die Materialgleichungen (B = uH u. i.) schon mit eingerechnet hat. “®

8Mit kleinen Verinderungen zitiert aus: www.mikrocontroller.net/topic/169050
Autoren: Michael Lenz, Kai Klaas.
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2 Drehmoment und magnetisches Moment einer
stromdurchflossenen Leiterschleife

Es ist Konvention, hinsichtlich der Richtungsbeziehungen der vektoriellen Grofen in
der Elektrodynamik vom Verhalten der positiven elektrischen Ladung auszugehen.
So gilt z.B. im Fall der magnetischen Kraft Fy die Rechte-Hand-Regel nur fiir die
Bewegung positiver Ladungen ¢ mit der Driftgeschwindigkeit ¢ im B-Feld gemalfs
Fy = q-U X B . In metallischen elektrischen Leitern wird der elektrische Strom mit der
Driftgeschwindigkeit ' jedoch von den (freien) Leltungselektronen mit der negativen
Ladung —q geblldet sodass sich dann wegen Fy = —q - U X B die Richtung der
magnetischen Kraft F umkehrt.! Um Verwirrung zu vermeiden und im Einklang mit
den gingigen Lehrbiichern werden wir in den folgenden Herleitungen nur elektrische
Strome positiver Ladungstrager betrachten.

Eine Punktladung q bewege sich mit der Geschwindigkeit v im Magnetfeld B bzw
befinde sich im elektrischen Feld E Aus der kinetischen bzw. magnetischen Kraft Fy
und der elektrostatischen Kraft F sowie den zugehorigen Drehmomenten D ergeben
sich mit der Punktladung ¢ das magnetische Dipolmoment i und das elektrische
Dipolmoment pg wie folgt:

_’B: Q'JXE ﬁE: Q'E
D =7xF D =7xF
=7 x (¢t x B) = Fxqk
= (¢ xv) x B = qf X E
— H/_/—» — —
D = i X B D =pgxFE
fi = qrxuv PE = qr

Allgemeln ist d@ x (b x ) # (@ x b ) X &. Wie wir im Folgenden zeigen werden, gilt
D = (qr X ’U) x B aber fiir den speziellen Fall, dass ¢ einen ebenen Stromkreis,

z. B. einen Kreisstrom, mit dem Fléchenvektor A bildet, der sich in einem homogenen
B-Feld befindet. Vereinfachend kann man nimlich in diesem Fall das orthogonale
Koordinatensystem so legen, dass A und B in der von zwei Koordinatenachsen auf-
gespannten Ebene liegen und gleichzeitig die Drehachse fiir D mit der dritten Koor-
dinatenachse zusammenféllt. An einem einfachen Beispiel veranschaulichen wir jetzt
das Drehmoment und das magnetische Dipolmoment von stromdurchflossenen Leiter-
schleifen:?

IFiir negative Ladungstriger konnte man eine ,Linke-Hand-Regel“ einfiihren. Andererseits ist aber
ein Strom negativer Ladungstrager mit der Driftgeschwindigkeit ¢ dquivalent zu einem (virtuellen)
Strom positiver Ladungstriager mit der Driftgeschwindigkeit —v'.

2Vergleiche: Gerthsen Physik, Springer-Lehrbuch, 20. Auflage, 1999, Abschnitt 7.1.2 Lorentz-Kraft
und Magnetfeld sowie Abschnitt 7.1.8 Krdfte auf Strome im Magnetfeld, S.354-S.356
und Demtréder, Ezperimentalphysik 2, Elektrizitiat und Optik, 3. Auflage, Springer 2004, Abschnitt
8.5.1 Magnetische Dipole, S.105-S.106.
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\/ “Drehachse

Abb. 2.1 Eine vom elektrischen Strom der Starke I durchflossene rechteckige Leiterschleife
befinde sich derart in einem homogenen E—Feld, dass B stets senkrecht auf den Leiterstiicken
Y; und Y, der Lange Y steht. Diese Leiterstiicke verlaufen parallel zur Drehachse. Folglich bilden
die Drlftgeschwmdlgkelt U der Ladungstrager entsprechend —1 - €, bzw. I - €, der Feldvek-

tor B und die magnetischen Krafte FBZ bzw. FB r = —FB ; jeweils ein rechtshandiges und
rechtwinkliges Dreibein. Zur leichteren Orientierung wurde die (z,y)-Ebene des orthogonalen
(z,y, z)-Koordinatensystems eingezeichnet. Die Drehachse der Rechteckschleife fallt mit der y-
Achse zusammen und das homogene B-Feld zeigt in die Richtung der z-Achse.

Berechnen wir also das Drehmoment, das ein homogenes B-Feld auf eine stromdurch-
flossene Rechteckschleife ausiibt (s. Abb. 2.1). Die Drehachse soll parallel zu den Seiten
Y, und Y, der Lange Y durch das Rechteck verlaufen. Zur Vereinfachung positionieren
wir die Rechteckschleife so, dass ihre Drehachse mit der y-Achse des rechtwinkligen
x,y, 2-Koordinatensystems zusammenfallt und dass B in die Richtung der z-Achse
zeigt, also stets senkrecht auf den Leiterstiicken Y; und Y, steht. Die in den senkrecht
zur Drehachse verlaufenden Leiterstiicken entstehenden magnetischen Kréfte konnen
nicht zum Drehmoment betragen, weil sie stets parallel zur Drehachse gerichtet sind.
Unser gesuchtes Drehmoment D beziiglich der Drehachse der Rechteckschleife resul-
tiert also allein aus den in den Leiterstiicken Y; und Y, entstehenden magnetischen
Kréften F'B’l und P_’;Bw mit den zugehdrigen Hebelarmen a; - (—€,) = —a; €, und a, €, .
Hierbei ist e, der Einheitsvektor, der die Richtung der Leiterstiicke senkrecht zur
Drehachse hat. Wir setzen a; 4+ a,, = a, sodass die Rechteckschleife den Flachenvektor

A:agangy:aéaxY:a-Y-ﬁo

und den Flécheninhalt A = a-Y hat. Mit der Ladungstragerdichte (Anzahldichte) n
der Ladungstragergeschwindigkeit v = v - €, und dem Leitungsquerschnitt S erhalten
wir die Stromdichte 7 = p- ¥ = ¢n - ¥ und daraus die Stromstéarke

j-S=qn-S-v-&=1-¢,.

Im Leiterstiick Y, der Lange Y befinden sich n-Y - S Ladungstriager mit der Ladung
q, die sich mit der Geschwindigkeit 7, = v - €, bewegen. Auf jeden einzelnen dieser
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Ladungstriager wirkt das B-Feld durch die magnetische Kraft
ﬁB = Q’U X é R

sodass insgesamt die magnetische Kraft

—

Fg, = nYS-qﬁrxé
= anv-Y-gyxé

—

Fp, =1-YxB

auf das Leiterstiick Y, wirkt. Im gegeniiberliegenden Leiterstiick Y; der Lénge Y be-
wegen sich die Ladungstréger mit der Geschwindigkeit 7; = —v - €}, sodass wir dort
in analoger Weise insgesamt die Kraft

—

F_:BJ:—I'?XB):—FBW
erhalten. Dieses Kréaftepaar liefert das Drehmoment
[j = —alé'axﬁB,l—l—aré'axﬁB,T
= —q €, X (—[-?xé)—l—a,éa X ([-?xé)
= €, X (I-?x§)+ar\€ax (I-?xg
[-aé,x (Y xB). (2.1)

~—

-]l
I

Weil
Yé,=Y L B=Beé,

gilt, zeigt FHBJ —1-YxB= Fp, . - €, in die Richtung der z-Achse, sodass
Fg,=1Y-B-é&,.

Die Vektoren aé, und A liegen stets in der (z,z)-Ebene. Deshalb zeigt das Drehmo-
ment D in die Richtung der y-Achse bzw. des Einheitsvektors €, . Mit dem Winkel

a=<(aé, Fg, &) =<(¢, &) =<(A4, B) =<(4, B&.)
diirfen wir fiir (2.1) schreiben:

D €, X

a =ae, x 1Y -B-é,
I -

B,r
B-€, x e,

aY
~—
A
=1-A-B-sin<(é, )
=1-A-B-sin<(4, B)
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y|Drehachse

a1 A hoaw
/{/ " )\ Abb. 2.2 Aufteilung einer unsymmetrisch-ovalen Leiter-
) AA" ‘} fay schleife in fiinf, senkrecht zur Dreh- bzw. y-Achse ausge-
T AA3 F " richtete kleine Rechtecke mit den Flicheninhalten AA4; bis
T A + AAs.

Wir stellen fest, dass das magnetische Dipolmoment einer stromdurchflossenen Leiter-
schleife (hier einer Rechteckschleife) mit der eingeschlossenen Fliche A = A - 7Y

fi=1-A = |ji|l=p=1-4

ist. Dies gilt unabhéngig von der Form der Fliachenbegrenzung durch die Leiiterschleife
(s. Abb. 2.2). Wir kénnen némlich jede Fléche in kleine Rechteckstreifen AA; senkrecht
zur Drehachse aufteilen, die durch Summation

Y I-ALxBrI1-AxB=jixB=D (2.2)

ergeben. Fiir den Ubergang zum Integral stellen wir uns in Anlehnung an die Ab-
bildung 2.1 vor, dass die Leiterschleife in der Ebene liegt, die von der a-Achse und
der senkrecht dazu verlaufenden y-Achse aufgespannt wird. Die Drehachse der Leiter-
schleife falle mit der y-Achse zusammen, laufe also senkrecht durch a = 0. Aus (2.2)
erhalten wir dann das Integral fiir das Drehmoment dieser stromdurchflossenen Leiter-
schleife wie folgt:

D~ IT-AxB=1ixB-Y A4 =

D=1-ixB-lim) A4
A—0 “
I @ x Bl i
=1-n"xB EE{)ZA‘% ianZAaw =
i J
Y ar(y)

Dabei haben wir die Integrationsgrenzen so gewahlt und bezeichnet, dass sich der
Flacheninhalt der Rechteckschleife von Abbildung 2.1 aus dem Fléchenintegral sofort
mit [a,(y)—a(y)] Y = (a,+ @)Y = a-Y = Aergibt. q(y) = —q ist dabei die linke,
im negativen Bereich liegende Begrenzung und a,(y) = a, ist die rechte Begrenzung
der Rechteckschleife. Der ,,Durchmesser der Rechteckschleife in y-Richtung betragt
Y, wobei wir die untere Begrenzung auf die a-Achse gelegt haben.
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3 Zusammenhang zwischen magnetischem
Dipolmoment und Drehimpuls eines Kreisstroms

Abb. 3.1 Wenn sich eine Menge von Ladungstragern mit der Ge-
samtladung ¢ und der Gesamtmasse m auf einer Kreisbahn mit dem
Radius  bewegt, erzeugt sie dabei den elektrischen Kreisstrom der
Starke I. Gleiches gilt aber auch fiir eine Punktladung ¢ mit der
Masse m auf dieser Kreisbahn. L ist der resultierende Drehimpuls
der Ladungstriger und A der Flichenvektor des Flichenstiicks, das
vom Kreisstrom eingeschlossen wird.

Berechnen wir zunéchst den Drehimpuls und dann das magnetische Dipolmoment fiir
einen elektrischen Strom auf einer Kreisbahn (Kreisstrom) mit dem Radius 7= r - €.
Dabei nehmen wir an, dass sich die Ladungstréger gleichférmig mit der Bahngeschwin-
digkeit 7 = v - €, bewegen, also eine gleichféormige Kreisbewegung ausfiihren. Die Ge-
samtladung der Ladungstrager sei ¢ und ihre Gesamtmasse sei m. Fiir einen Umlauf
der Lénge 27r benotigen die Ladungstréger die Zeit 71", sodass ihre Bahngeschwin-
digkeit den Betrag v = 27r/T besitzt. Dieser entspricht einer Umlauffrequenz von
f=1/T =v/(2rr) und der Kreisfrequenz

w=2nf=uv/r.
Damit erhalten wir die Stromstarke
q v
[===qg—.
T o5

A = A-7i sei der Fliichenvektor der Kreisfliiche und stehe senkrecht auf ihr. In die glei-
che Richtung wie der Normaleneinheitsvektor 7i° zeigt auch der Kreisfrequenzvektor
@ . Der Gesamtdrehimpuls aller Ladungstrager ist

-

L=mrxvd=mrx (dxr) . (3.1)
Wegen
i’ 17 &
und wegen
vr=dxr,dlr = ULlr L|dJ (3.2)

vereinfachen sich unsere Betrachtungen und wir erhalten schlieflich fiir das magneti-
sche Dipolmoment

,;:[.g:qi.g
2rr
v 9 0 _ 1 ~0
= q— -7r°-n = —qur-n
q27r7’ T 2q
L B I
_q27r7" 7rr—2q 0
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Aus (3.1) und (3.2) folgt fiir den Drehimpuls

L
—.

L=mr’sd & r’d=

Dies liefert uns den Zusammenhang zwischen dem magnetischen Dipolmoment und
dem Drehimpuls eines Kreisstroms aus Ladungstragern der Gesamtmasse m :

1 . .
ﬁ:—qu-ﬁO:iL s L=rmv-a’
2 2m
Fiir ein einzelnes Elektron mit der Ladung ¢ = —e und mit der Masse m, auf ei-
ner Kreisbahn gilt damit
(& -
= — L.
a 2m,

Wir sehen, dass das magnetische Dipolmoment im Fall negativer Ladungen entgegen-
gesetzt zum Drehimpuls gerichtet ist.
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4 Taylor-Entwicklung eines skalaren Feldes

Siehe auch:

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 2004, Abschnitt 1.2 Taylor- Entwicklung, Seite 8 bis Seite 13,

Siegfried Grofsmann, Mathematischer Einfihrungskurs fir die Physik, 8. Auflage, Teubner-Verlag,
Stuttgart, Leipzig, 2000, Abschnitt 3.3.5. Taylorentwicklung fiir Felder, Seite 113 bis Seite 116.

P
/4\\‘~\
/ S~

r,/ \\\‘\hzr_ro

r=r,+h

Abb. 4.1 Das skalare Feld & wird entvxiickelt um den Punkt Py, d.h. an der Stelle 7, fiir den
Aufpunkt P, d.h. fiir den Ort ¥ =7y + h.

In Analogie zur Taylor-Entwicklung

-h", h=x—x

flx) = flzo+h) = Z f

an der Stelle zq, also fiir A — 0, entwickeln wir die skalare Feldfunktion
o(r) = €15(770 + ﬁ) = @(x19 + hi1, Tog + ha, T30 + h3)
geméft Abbildung 4.1 an der Stelle 75 mit Hilfe eines Tricks, indem wir
B(t) = (7o + h - t) = D210 + hat, a9 + hot, w30 + hst)
definieren, sodass
St=1)=(Fo+h)=d(F), (t=0)=d0)=dF). (4.1)

Die Entwicklung von &(t) an der Stelle ¢ = 0 ist dann

1 ~
=D g -t
n=0 n t=0
Darin enthalten sind:!
PO =d(0) = (i) |,
t=0

"'Wegen O0x;o = 3:17i|?:?0 diirfen wir schreiben:

9P (7o + ht)
a(l’io + hlt)

_00(7y) _ 09(7)

=0 81’10 axl o
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_ (00 (% + hit) 4 '
P (t = — hyt
( ) t=0 (1‘10 + hlt) dt 1310 th ) =0
acp(ro +ht) d ]
— hot
* (IQO —|— hgt) dt x20 * 2 ) -0
8¢(r0 +ht) d ]
— hst
+ (xSO + hgt) dt (x?)o + 3 ) .
D(1 (1 (1
)|, 0N, 00|,
6.171 o 8902 7o (91‘3 o
°. 90(F)
()| = b
®) =0 ; or; | ’
~ d [0 (7 + ht) d ]
P (t = = — hyt
®],_, dt | d(x10 + hat) qz (1o + Mt) i
d a¢(r0+ht) d ]
— — hot
T | B + at) @ (20 + hat) »
d 6¢(ro+ht) d ]
— — hst
aT (a:30+h3t) a7 (s + hst) »
0?P(T) 0?P(T) 0?P(T)
-h h h h -h
! 8x18x1 o 1+ ! (91‘181‘2 o 2 + ! 81'181'3 o 3
0?P(T) 0?P(T) 0?P(T)
h -h h h h -h
+ 3x28x1 7o 1+ R 8%281‘2 o 2+ fiz 813281’3 7o 5
0?d(7) 0?P(7) O*P(7)
h -h h h h -h
T 83338371 o 1t s (93(:381:2 7o 2+ B3 85638363 o 5
F(1) i i O i by 2 2@(*)
- ilty — i r )
t=0 == Ox; 0xj | J — ox; -
3 9 n
()| = hi — | ®(F
o), (Z 8) ™|
- )
Folglich ist die Taylor-Entwicklung von Qg(t) an der Stelle t =0
Z = (Z hi ) A (4.2)
=1 70
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Schlieflich erhalten wir aus der Entwicklung (4.2) und unter Beriicksichtigung von
(4.1) fiir ¢ = 1 die Taylor-Entwicklung der skalaren Feldfunktion @(7") = &(7 + h)
an der Stelle 7y wie folgt:

Bt =1)=d(fy+h) = &) = Z% (Zhi%> ()

n=0 =

(4.3)

Schreibt man vereinfachend 7 fiir 7, erhélt die Taylor-Entwicklung (4.3) schliefslich
die Form

00 3 n
- 1 0
O(r+h) = g — E h; — | @&(r) .
(7‘ + ) v nl <i21 83,"1) (T )
Als Beispiel betrachten wir das Potential ¢ einer Punktladung ¢:
. o o q
= pu— = — = h pu— .
@ = () =l p(h), o

Abb. 4.2 Entwicklung des Coulomb-Potentialfeldes an der Stelle 7 = 0 fiir den Aufpunkt P.

Konventionsgeméfs und wie in Abbildung 4.2 dargestellt, ist ¢ im Punkt Py := 7y
lokalisiert, sodass der Aufpunkt (Messpunkt) P := 7 fiir das Potential den Abstand
h = |h| = |7 — 7| von ¢ besitzt. Tatséchlich also ist ¢ direkt abhiingig vom Betrag des
Abstandsvektors h = 7 — 7o und nicht von 7. Die Entwicklung an der Stelle P := g
mit h =0 = 7= ist wegen

1 1

=7 = > =
|7 — 70| |70 — 70

nicht definiert. Wir entwickeln deshalb nicht an der Stelle & = 0 sondern betrachten 7
statt h als die unabhéngige Variable und entwickeln an der Stelle 7= 0 bzw. 2; = 0.
Die Rolle von £ in (4.3) wird folglich in diesem Fall iibernommen von 7. Weiterhin
verwenden wir die geldufige Notation |— 7| = |7| = 70 -

Taylor-Entwicklung von ¢(7) =

bis zur zweiten Ordnung;:

—

|T_"—’f’0|
n=20:

(0% (%

= Glied 0. Ordnung: ()

—

. o o (@)
=0 |F—F0| =0 |—Fg| To '
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Do(T) 0 a
0:@3 =0 8:(:1 |T 7’0‘ 0
9 2 2 -3
=« (1 — 210)” + (w2 — 20)* + (23 — T30)°]
Oz; 7=
1 2(1’2 - 377;0) i)
— al-= L _ Lo
2) |F=1oP |5 re
1 <~ 9p(7) ‘Lz 7o
= Glied 1. Ordnung: i Z gm, _5. x; = aZ TZS)O T, =« 3 0
i=1 r= =1
n=2
D% (T) 0 _3
= —a— (z; — x; T —T + (T2 — 2 + (T3 —x 2
92,07, | ._g axj( 0) [( 1 10)° + (22 20)" + (23 30) ] s
[ 3 we) - aw)
|77 — 7|3 |77 — 7| e

2

2 = _ 2,2

o O(l SZEiO{L‘jO'JZZ‘J}j—TO(SU'Iin . al'?)(r TQ) Ty
o 5 - 5
2 g 2 o

Die Taylor-Entwicklung des Potentialfeldes einer Punktladung ist somit

00 3

) = = (D) #-D m

n=0 i=1

o 3

2
1 77 1 3(F-1y) —r2r
o T 7"0+_. ( 0) 0
0 Ty 2

Wir haben in (4.4) ¢ (7 = 0 ) geschrieben, weil die Ableitungen von ¢(7”) an der Stelle
7= 0 genommen werden sollen.
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5 Dirac’sche delta-Funktion

Siehe auch:

Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum, Heidel-
berg, Berlin, 1998, Abschnitt 15.4 Die Diracsche Deltafunktion, Seite 403 bis Seite 408,

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 2004, Abschnitt 1.1 Diracsche §-Funktion, Seite 3 bis Seite 8,

Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum, Miinchen, 2005, Kapitel & Distributionen, Seite 21 bis Seite 24,

Gero Hillebrandt und Matthias Kohler, Die Dirac’sche §-Funktion, 20. Oktober 2013,
www.physik.uni-halle.de/ tpobx/deltafkt.pdf

5.1 Definition der d-Funktion

Die Dirac’sche delta-Funktion (§-Funktion) ist eine ,uneigentliche* Funktion, gehort
zu den Distributionen und sollte deshalb korrekt als Dirac’sches d-Funktional be-
zeichnet werden. Wie im physikalischen Sprachgebrauch iiblich, werden wir sie aber
dennoch kurz §-Funktion nennen. Distribution bedeutet Verteilung. Schauen wir uns
also zunéchst eine kontinuierliche Verteilung an, die Gauf’sche Normalverteilung, auch
Gauft’sche Glockenkurve genannt:

(x) ! 6_%<m)2 = / (x)dez =1 >0
o = : 7 o =1L, 0 .
g N g
Der Parameter o ist die Standardabweichung und bestimmt Breite und Hohe der Glo-
ckenkurve. Je grofer o ist, desto hoher liegt das Maximum und desto steiler verlauft
die Kurve. Der Parameter z, ist die Stelle des Maximums. Die Gauft’sche Normalver-
teilung nennt man im Fall xy = 0 und ¢ = 1 Standardnormalverteilung. Wie man
sieht, ist die Gauf’sche Normalverteilung auf 1 normiert. deshalb kann man g,(z) als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren.

L n—/ + I : | + I " |

T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

I | | X
X,-G X, X, +C

Abb. 5.1 GauR'sche Normalverteilung g,(x) fir o = 0,5 und xop = 1. Der Flacheninhalt des
von den punktierten Linien und der z-Achse eingeschlossenen Quadrats ist gleich 1 und somit
gleich dem Flacheninhalt zwischen dem Graphen g, (x) und der z-Achse.
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Analog zur Gauft’schen Normalverteilung gelte fiir eine Verteilungsdichtefunktion
do(x — x0):

d
o Aus y=z—129 = é =1 = dy=dr und mit f(y)=d,(z— z0)
resultiert

Jfy)dy = [ do(z — z0)da .
dy(x — x0) ist gegeniiber d,(x) um xy ldngs der z-Achse verschoben, und zwar
bei g > 0 nach rechts und bei zy < 0 nach links.

!
o d,(x — xg) sei stets positiv, also d,(z — x9) > 0.
(Die Herleitung mit einer stets negativen Verteilungsdichtefunktion ist ebenfalls
moglich.)

e d,(x — xg) sei eine gerade Funktion und symmetrisch zu x .

e d,(r — xp) sei auf 1 normiert, d. h.
/dg(x—xo) de—1. (5.1)

Dafiir muss d,(z — o) zu beiden Seiten von z hinreichend schnell abfallen, also
hinreichend schnell gegen Null gehen.

Eine solche Funktion ist beispielsweise auch die sehr einfache, in einem Bereich der
Grofe o um = = zy lokalisierte, diskrete Verteilungsdichtefunktion (Rechteckfunktion)

.. o o
— firzg—=<zx<zx9+ —,
o 2 2
dy(z — 0) = (5.2)
0 sonst .
d, (x-x,)=d.(x-2) Abb. 5.2 Die Rechteckfunktion d,(x — ) fiir o = 0,5 und
» 2o = 2. Der vom Rechteck eingeschlossene Flicheninhalt ist
gleich 1.
.
0 1 2 3 4 x

Wie gefordert, ergibt diese Verteilungsdichtefunktion

o0 £E0+%

1 1
/dg(x)dx— / —der=—"x
o o

—00 To—

1‘0+%_1 <O_+O_)_1
., o \2 2/
2

Aus der Verteilungsdichtefunktion d,(z—x¢) erhalten wir die §-Funktion durch Grenz-
wertbildung:

xro—

SIS

lin%dg(x —x9) = 0(z — xg) .
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Auch im Limes soll gelten:

lim0 do(x — x0) dz = / dr—zg)dzr=1|. (5.3)
ag—r

Die 6-Funktion ist also u. a. dadurch definiert, dass sie unter dem Integral den Wert
1 liefert. Wie man sieht, ist dabei zuerst das Integral und danach der Grenzwert zu
bilden.

Anschaulich wird die Verteilungsdichtefunktion d,(x—x¢) bei der Grenzwertbildung
fiir ¢ — 0 immer schmaler und hoéher bzw. ihre Breite geht gegen Null und ihre
Hohe gegen Unendlich, wobei der Flacheninhalt unter dem Graphen von d,(x — xq)
stets gleich 1 ist, also erhalten bleibt. Das Ergebnis dieser Grenzwertbildung ist die
0-Funktion, eine Funktion mit verschwindender Breite, unendlicher Hohe und dem
Flacheninhalt 1 unter ihrem Graphen. Mit anderen Worten, die §-Funktion liefert nur
einen Beitrag an der Stelle x = xy und ist sonst gleich Null:

— 00, T =2,
5(:1:—560){: 0 x#xz

bzw.

0, xo ¢ ]9017 952[.

/5(95—3:0) dr = {1’ To € Jo1, 2

1

Fir zg = 0 erhilt die d-Funktion die einfache Form

rg=0 = d(x—x9) =0d(x).

5.2 Faltungsintegral mit der 4-Funktion

/f gt — ) dr (5.4)

ist die Definition fiir die Faltung (fxg¢)(t) der beiden absolut integrierbaren Funktionen
f(7) und g(7) sowie des zugehdrigen Faltungsintegrals. Die §-Funktion ist gerade und
symmetrisch zu xy. Deshalb gilt

d(z —xg) = 0(xg — ),

sodass wir analog zu (5.4) fir die Faltung der J-Funktion mit einer Funktion f(x)
folgendes schreiben kénnen:

(f *6)(x0) = /f d(zg — 1) d:v—/f §(x — z0) dz

(fx0)(zo) = /5(m—$0)-f(x) dz .

— 00
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Die Funktion f(z) wird in diesem Zusammenhang auch als Testfunktion bezeichnet.
Bei der Grenzwertbildung fiir o — 0 in (5.3) wird der Bereich
Ax = x9 —x1 = (3 — x9) — (1 — o) , der zum Integral beitrdgt, immer kleiner und
verschwindet schliefslich. Insofern sind hierbei die Schreibweisen ¢ — 0, Az — 0 und
T4 — xo gleichbedeutend. Diese Argumentation werden wir im Folgenden verwenden.
Wir zeigen jetzt, wie sich die Grenzwertbildung ¢ — 0 auf die Faltung unserer
als Beispiel verwendeten Verteilungsdichtefunktion (5.2) mit einer beliebigen absolut
integrierbaren Testfunktion f(z) auswirkt. Dabei ist zu beachten, dass wir zuerst das
Faltungsintegral und danach den Grenzwert bilden:

00 zo+5 zo+5
/d(,(x—xo)-f(x) dz — / %-f(x) dxz% / (@) da . (5.5)

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

/ f@) do = (2 — ) - f(T) =

AF = Az - f(T)

_ AF
& f@) = N
erhalten wir aus (5.5)
i 1 o o -
/dg(as—xg)-f(:v) dr = —- {<x0+§> - <x0—§)] (@)
1 _
-5 o- f(T)
_AF
Az
Abschliefsend bilden wir den Grenzwert fiir o — 0 bzw. Az — 0 und x4 — z:
T _AF dF
}TILI(I) do(z — m9) - f(z) dz = lim i = f(zo) - (5.6)
o T4 —xQ x

Fiir (5.6) kann man in Analogie zu (5.3) mit der 6-Funktion abgekiirzt und verallge-
meinernd schreiben:

(l,ii% do(x — x0) - f(2) do =
/ d(x —xo) - f(x) de = f(zo) |. (5.7)
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Dies ist aber gleichbedeutend mit

o0 [e.9]

[ 8w = au) - fao) do = f(a0) [ 80— a0) do = o).

— 50 —00

sodass

6(z — x0) - f(x) = 0(x — x0) - f(20) -

Wie man sieht, liefert das Faltungsintegral der 6-Funktion é(x — x) mit einer absolut
integrierbaren Funktion f(z) den Funktionswert dieser Funktion an der Stelle zy, also
f(zo) . Diese Eigenschaft der J-Funktion kann man im Umgang mit Punktgrofen wie
z. B. der Punktladung nutzen.

5.3 Eigenschaften der d-Funktion — Rechenregeln

e Die §-Funktion ist symmetrisch zu zy und gerade:
8(x — x0) = 0] — (. — x0)] = 6(wo — ) .
e Verschiebung der §-Funktion:
d(x — z0) (5.8)

ist gegeniiber §(x) um | zo | langs der z-Achse nach rechts verschoben.

d(z + xo) (5.9)

ist gegeniiber 0(z) um | x| ldngs der z-Achse nach links verschoben. Diese Ver-
schiebung nach links ergibt sich, wenn wir in §(z — x¢) ein zg < 0 einsetzen.

e Die ¢-Funktion ist definitionsgemafs auf 1 normiert:

o0

/6(x—x0)dx:1.

—0o0
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O(X-X;)

3(x-x,)|geht gegen unendlich

Abb. 5.3 Die Ableitung der oben dargestellten Funktion
T(x — xp) ist die ©-Funktion (mittig) und die Ableitung

~ der ©-Funktion ist die 6-Funktion (unten).
0 X

Die §-Funktion ist die Ableitung der Einheitssprungfunktion®:
Um dies zu zeigen, gehen wir aus von der stetigen Funktion

7 ) C, <z,
T — o) =
0 r—x0+C, x>ux0.

Wie wir in der Abbildung 5.3 erkennen konnen, ist die Ableitung der Funktion
T(x — o) nach = die ©-Funktion

[e.o]

T'(x — o) = O(x — o) = /5(33—960) d:z::{

—00

0, z<uxg,

1, x>x
und die Ableitung der ©-Funktion nach x ist die §-Funktion

T"(x — xg) = O'(x — xg) = 0(x — x0) .
Dass die Funktion d(z — xy) die Ableitung der Einheitssprungfunktion

0, z<uxzo,

Oz — x9) = {

1, x>x

1Die

Einheitssprungfunktion wird auch als Stufenfunktion, ©-Funktion oder Heaviside-Funktion

bezeichnet.
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ist, lasst sich auch folgendermafien zeigen:

7@’(95 — o) f(x) dz =

k)
—

O'(z — xo) - f(2)

) — 7@(:1: —x0) f'(z) dx

— 1 f(00) — 0 f(—00) — / f(z) da

zo

= f(o0) — f(o0) + f(x0)
= f(xo) = /5($—x0)f(93) dx

= O(x —x) =0(x — x) . O

Die @-Funktion ist ungerade, die §-Funktion ist gerade und folglich ist die Ab-
leitung der d-Funktion wieder eine ungerade Funktion geméis

8 (x —x9) = =0 (xg — ) .

e Deshalb verschwindet das Integral iiber die Ableitung der §-Funktion:
/(5/(13—560> dz=0.

Dies ldsst sich durch die Faltung von ¢’'(x — () mit einer Testfunktion f(x)
zeigen. Dabei beriicksichtigen wir in der partiellen Integration (p.I.), dass d(z —
xo) = 0 fiir z — +o0.

7(5’(:6 —x0) - f(z) da

Rl 5(:c—xo)'f(x)oo _/5(i€—$o)'f/($) dz = —f'(xo) .

TV
=0

Als Testfunktion verwenden wir jetzt f(x) =1 = f’(x) = 0 und erhalten

705'(1; —2) - f(z) dz = 75'@: —wo)de = —f(z0) = 0.0

e Ist die §-Funktion die Funktion eines Vektors, z. B. des Ortsvektors 7 = (z, y, 2),
so erhilt sie die Form?

O(F—17) = 0(x — o) - 0(y — o) - 0(z —20) =

2Werden die Integrationsgrenzen nicht angegeben, so ist iiblicherweise die Integration von —oo bis
oo oder iiber den ganzen (unendlich ausgedehnten) Raum gemeint.
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/5($—x0)dx-/5(y—y0)dy-/6(z—zo)dz:1.
;rl 7\ ~ 7\ ~ "

=1 =1

Allgemein kann man dafiir schreiben

Das auf 1 normierte Integral {iber die d-Funktion ist dimensionslos. Deshalb
besitzt die J-Funktion die Mafseinheit des Kehrwerts der Grofe, von der sie
abhéngt. Ist die o-Funktion z. B. vom Ortsvektor abhéngig, so gilt

[5(7?—770” = [5(I—$0)’5(9—%)'5(2—20”
111 1 |1
_H?E’B_HE_[V}'

Beschreibung von Punktgrofien mit Hilfe der /-Funktion am Beispiel der Punkt-
masse:

o(r) = m §(r" = 70)

sei die Massendichte eines Punktteilchens im Raumpunkt 7 .* Das Integral iiber
einen Raumbereich AV liefert dann die Punktmasse wie folgt:

/ o(r) &’r = /m §(F—7p) d°r = {m bei 7o wenn 7 € AV,
AV

0 sonst .
AV

Herleitung von

Dies gilt nur fiir zp = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fir a > 0 verwenden wir die Substitution

ar = |alz =y & x:i, de = —dy,
lal lal

die Integrationsgrenzen

r—+too = y—=Eoo,

3Man beachte, dass m-§(7—7%) tatséichlich die Mafeinheit (physikalische Dimension) g - 25 = gm =3
der Massendichte besitzt.
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die Beziehung
r@| =] =)
y=0 x=0
und bilden damit das entsprechende Faltungsintegral:

T —+00 Yy —+oo

[ dtan) sy ar = [ ) (@) -

T ——00 Yy ——00

1
— a1 [ B () -

1 1
010 = o [ 660 ) e
= /ﬁ(S(x)f(a:)da:

=  d(ax) = r;é(:c).

Fir a < 0 verwenden wir die Substitution

ar=—lalr =y & x:—ﬂ, de = — —dy,
a

die Integrationsgrenzen
r—+oo = y— Foo,

die Beziehung
1w = 1| _ =10

und bilden damit das entsprechende Faltungsintegral:

[ otas) sy av = /ww«%yCﬁO@
i NG R
1 Yy —>+00
- mﬂ&@ﬁegyw
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e Herleitung von

d(x + x9) + 0(z — o)
|2J}0|

§(z? —x3) = (5.10)

Die Funktion 2% — 23 = (z + o) (z — x¢) = y(z) hat die Nullstellen bei z = |z |
entsprechend zy > 0 und bei x = —|z(| entsprechend zy < 0. An diesen
Nullstellen befinden sich aber auch die Peaks der §-Funktion (5.15). Jeder dieser
beiden Peaks bzw. jede dieser beiden d-Funktionen liefert im Faltungsintegral
mit einer Funktion f(x) seinen eigenstdndigen Beitrag wie folgt:

(5.11)

Mit der Substitution

—Vyt+ai & x<0 = 20<0,

+Vy+at & x>0 = 10>0,

-2 =ylr) = v =

1
—2/y+2t = dv=——+—=dy fiirz; <0,
dy _, —2y/y + 7§
i Tr =
d 1
v +2/y+ 2t = dev = ————dy fiir 7y <0

+2\/y + 2}

und den Grenzen

r——00 = y—00,

T = = y=—ux,

r— +00 = Yy — 00,
—co<r <00 = —x5<y<oo
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erhalten wir aus (5.11)

/5(1’2—338) f(z) dz

—a X
— [ _ 2) .

O[ () f( \/y+x0) _2\/md
= /5(y)-f(—\/y+x8) -#dy (5.12)

2 mo

7 1
: P 2
+_/25(y) f(\/ﬁ) 5 ch%d

Weil der Integrationsbereich —oo < y < —x2 keinen Beitrag liefert, diirfen wir
die untere Integrationsgrenze auf —oo herabsetzen. Auferdem verwenden wir in

(5.12)
m.f<_\/m) = d(y) firzo <0,
m . f<\/yTxg) — B(y) firzy >0,
sodass
7 5(e* — 2d) - f(2) da
= 75@) P(y) dy+7o5(y) P(y) dy
:_gz:o>+¢(o)— mwf< x%)+2\/? f( 963)
= e Sl + g A )
:;Tol{w+w} (5.13)



Unter Beriicksichtigung von (5.7), (5.8) und (5.9) gilt aber

[e.9]

290 <0 : f(—|zo|) = /5(x+xo)-f(:v) dz |
x9>0: f(+H x| = /5(x—xo)-f(:v) dz .

Wenn wir dies in (5.13) einsetzen, resultiert schliefslich

[ b = ad) - (@) da
1 [ee) e.¢]
= W- é 3z + ) - f(x) d:eré 0z —xg) - flx)da p
/ o(z® —ag) - f(z) dv = / o+ xoy);;j‘(x =) @) de. (5.14)

Der Vergleich der beiden Seiten von Gleichung (5.14) zeigt

0x+x9)+0(x—2x ) ,
(ot 20) 20 = 20) i |4y = g/ (ao) | O
’2330|

o(a® - a8) =

e Herleitung der allgemeinen Formel*

S(g(x) => % : (5.15)

x,, seien die Nullstellen n der Funktion g(x), sodass gilt

6(g(z)) =0 fiir g(z) # 0 bzw. fiir z # =,

und folglich

oz —x
Z|<g,<—%)n’):0 Vo # x, bzw. fur g(z) #0 .

Mit anderen Worten, 0(g(x)) liefert nur einen Beitrag (Peak) an den Nullstellen

x,, der Funktion g(z).

4Diese Herleitung ist teilweise zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 8,
Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Lisung zu Aufgabe 1.7.5,

Seite 371 und Seite 372.
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Wir gehen aus vom Faltungsintegral

Ié] a<zn<f Tnte
Iz/dx 3(g(x) - fl@)= > /d:c 5(g(x)) - fla), (5.16)

wobei in den jeweiligen Integrationsbereichen von x, — € bis x,, + € immer nur
eine Nullstelle, und zwar die Nullstelle n liegen soll.

Die Taylor-Entwicklung von g(z) an den Nullstellen z,, ist

9(2) = g(ra) 49/ (02) - (2 = 20) + 5 6" () - (0 — )+
i

Wenn wir davon ausgehen, dass die Summanden in der Taylor-Entwicklung von-
einander unabhéngig sind, miissen an den Nullstellen z,, alle Summanden ver-
schwinden, sodass

1
9(z,) = 0= g(zn) + ¢ (xn) - (& — ) + = ¢"(20) - (x — 2,)°+ 0,
M~ N ~~ s 2 .
=0 =0 fir z=z,, -0 f&zxn
g(zn) =0 = gl(xn) (T =)

Nach Voraussetzung konnen o (g(:z:)) und folglich auch Z nur an den Stellen
x, , also fur g(x,), einen Beitrag liefern. Diesen Sachverhalt beriicksichtigen wir
jetzt bei der Ersetzung von g(z) in der é-Funktion §(g(z)) von (5.16). Es gilt
dann dort namlich exakt

9(x) = g'(zn) - (x — 2) ,
sodass

a<z,<f Tnte

1- Y [ i) (o= n) fa)

B
7 = /dx D 6(g (@n) - (z =) - fl) - (5.17)

Mit der Substitution

g/(mn) Tn = Zn , g/(xn)x =z < r=

erhalten wir aus (5.17) fir



g (z,) >0:

9'(zn) B
1 z
to Z(/) e sy =1 (555
1 Zn
=2 g (g'm))
1
=2 g'(xn) Flan)
/ 1
7 = a/dx ; 7 I — ) - f(z)
Der Vergleich mit (5.17) zeigt
g () (r =) =3(s(@) = 3 o dle =)

1
— ;—]g’(wn) | oz —x,) .

Weiterhin erhalten wir aus (5.17) fur

g (xn) <0:
—19'(zn)| B .
7= — d 5 . : )
2 gty = (g'm)
—|g' (xn)| a
=g’ (zn)| .
— dz ——§(z—2,) - z )
2> [ o= (5
—|g’(xn)| B
—|g'la>zn>—|g'|8 1 .
- Z 7] (g'<xn>>
B a<zn,<f 1
= X gy )
B

1
7 = /dx Zn:mé(x—xn)f(x)

[0}

Der Vergleich mit (5.17) zeigt wieder

5(g'(zy) - (x —2,)) = 0(9(x)) = Z W;H r—z,). O
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5.4 Fourier-Transformation und 6-Funktion

Die Fourier-Transformation bezeichnen wir mit F und ihre Umkehrung, die inverse
Fourier-Transformation, mit F~!.

Konvention®:

Flf@)} = / flx)e 2 de = f(¢)

FHIOY = 5 [ e ae= )

mit dem Normierungsfaktor % . Die Fourier-Transformierte f (&) heifst auch Spektral-
funktion der Funktion f(z). 27¢ kann z. B. die

2 1
Ortsfrequenz k = i 2 & ==
A A
oder auch die

Zeitfrequenz w = % =21¢ & (= =V

sein. An die Stelle der Funktion f(x) setzen wir jetzt die 6-Funktion, verwenden also

f(z)=0(x — xo) .

Die Fourier-Transformation von é(x — zg) ist dann

F{o(x —x0)} = / 6(x — o) e ™0 da = f(€)

— 6—i27r§a:o )

Fiir die Fourier-Transformation von §(z) geméf o = 0 gilt also

Flo} = [ s)e e do= g
1

= 60 =
Durch die Umkehroperation, d.h. durch die inverse Fourier-Transformation von
f(€) = e erhalten wir die Darstellung der §-Funktion als Fourier-Transformierte
von f(&) wie folgt:

f*l{f(g)} _ .7'.71{671‘27‘—510} — % / 67i27r§m0 . 6i27r§x d§ _

°Die Zuordnung und eventuelle Aufteilung des Normierungsfaktors % sowie die Zuordnung des

2
Vorzeichens im Exponenten der e-Funktion sind Konvention.
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o0

5z — z) = o / o2 (z—0) d¢

—00

Die Darstellung der §-Funktion mit Hilfe der Fourier-Transformation lasst sich auch
auf andere Weise zeigen:

1

Flao) = o= / dk F(k) e | F(k) = / dz f(z) e |

k=—o0 T=—00

f(x) sei stetig und quadratintegrabel. Wir setzen f(k) in f(z) ein:

o0 o0

f(zo) = ZL / dk / dz f(z)e ™ 3 elkro

™
k=—o00 r=—00

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

flzo) = / dz f(z) - % / dk etlwo—2) (5.18)
T=—00 k=—0oc0

flxg) = / dz f(x) - 0(x — xg) . (5.19)

Der Vergleich von (5.19) mit (5.18) zeigt

0(x —x9) = oy / dk et == (5.20)
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5.5 Die §-Funktion in Kugelkoordinaten

Wir ersetzen die kartesischen Koordinaten in
/5(?— 7)) A7 = /(5(1‘ —2) oy —y)d(z—2) dedydz
durch Kugelkoordinaten und verwenden dabei
d37 = r?sin¥ dr d¥ dy = r* drdcos ¥ dy |

weil sindd?¥ = —d cos? ist, aber hinsichtlich des Vorzeichens bei Beriicksichtigung
der Integrationsgrenzen unter dem Integral

™ cos(m)=—1 _q 1
/sinﬁdf}: —dcos? = — cos? :/dcosﬁzcosﬁ
+1

0 cos(0)=1 -1

+1

-1
gilt. Mit

—15 dr=[6 "Ndr =

= (r —r")r?dr = (r—r)ydr=1,

d(cos — cos?') decost) =1,

d(p Nde=1

\\

erhalten wir dann

/6(?- P = [ 50— ") d(cosd — cos) 6 — ¢f) 2 drdeosidp =1

r2

TV
= d37

sodass

O(rF—7") == o(r—1r") d(cos —cos?) 6(p — &)
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5.6 Verallgemeinerung fiir das Ersetzen der kartesischen
Koordinaten in der d-Funktion
(Koordinaten-Transformation)

Wir ersetzen die kartesischen Koordinaten z, y, z durch die Koordinaten u, v, w . Fiir
das Volumenelement gilt dann

oz z
4= dedyds = | 2% A 4y dodw
O(u, v, w)
mit der Funktionaldeterminante

oz 0z
ou ou ou
a(!lf, Y, Z) — det oz @ 9z
8(U, v, w ov ov ov
g Oy 0

ow Ow Ow

6(r"—70) = 6(xr —x0) - 6(y — o) - 6(z — 20)
= v(u,v,w) - d(u —ug) - 6(v —vy) - 6(w — wy) ,

wobei 7 ein noch zu bestimmender Faktor ist. Weil aber

/5(7?— ) - 4% =

B Az, y, 2)
— /fy(u,'u,w) d(u — ug) §(v — vg) 0(w — wp) '8(u, o, ) du dv dw
= /5(u —ug) (v — 1) d(w — wyp) - dudvdw =1
ist, muss
oz, y, 2) 1
N AR AN | - -
’}/(U,U,U)) ‘8(u, U, UJ) ~ ’}/(U,’U,w) ‘8(z,y,z)
O(u, v, w)
und folglich
S 1
F—Tp) = W < 0(u — ug) 6(v —vg) §(w — wy)
O(u, v, w)

gelten. Beispielsweise ist damit die J-Funktion in Zylinderkoordinaten
S 1
6 —17o) = E 6(0—00) 6(p — o) 6(z — 20)

weil im Volumenelement podpdpdz in Zylinderkoordinaten der Betrag der Funk-
tionaldeterminante gleich p ist.
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5.7 Herleitung von A = —4n §(r—7")

]

Vergleiche: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Sprin-
ger, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 34 und Seite 35.

‘ 1/1x-x'|
7 -

l
l
l
[
[
[
[
[
l
l
l
[
[
[
[
3

x'=3

Abb. 5.4 Die Funktion 1/|x — 2/| = 1/|x — 3|, also fiir 2 = 3. Zur Vereinfachung von
1/|7— 7" | wurden die y- und die z-Achse unterdriickt.

In dieser Herleitung werden wir die folgende Notation verwenden:

— —/ ’:»
r—r =7,

N

r—x =
= |7 =7.
Die gerade und stets positive Funktion 1/|7 — 7’| besteht aus zwei Asten, die sym-
metrisch liegen zu ihrer Polstelle bei 7= 7/ (vgl. Abb. 5.4). Die Funktion 1/|7 — 7|
ist folglich an der Stelle ¥ — ' = 0 nicht definiert und nicht differenzierbar. Die feste
Grofe 7" in 1/|7 — 7| bewirkt nur eine Verschiebung léngs der Achsen der variablen
Grofe. Wenn wir die y- und die z-Achse unterdriicken und nur die z-Achse betrachten,
ergeben sich durch Fallunterscheidung, wie in Abbildung 5.4 beispielsweise fiir 2/ = 3
dargestellt, die beiden Aste
1
1 — - fiirx <2’
= T (5.21)

o —a'| 1 3} ,
+—— firz>a".
T —x

Weiterhin stellen wir fest, dass x’ eine Verschiebung der Funktionséste langs der x-
Achse bewirkt, und zwar

bei 2’ > 0 nach rechts,

bei 2’ < 0 nach links.
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5.7.1 Betrachtungen fiir i # 7’

Betrachten wir den Gradienten von 1/|7— 7| fiir 7% 7'

]' / ! ! _%
VF\F—F’\ = VF[(x—x)2+(y—y)2+(z—z)2]
1 s [2(x—2)
:—5[(x—w’)“r(y—y’)2+(z—2’)2] N 2w-9) ],
2(z—2")
3 (x — ')
= —[(:v—fﬂ’)2+(y—y’)2+(2—2’)2} w-v)] .
(z = 2)
(5.22)
1 Fei & .
Vi === = =5 VIi#7 |, (5.23)
|7 — 7| |7 =773 72
1 s [ —2(zx—2)
Ve = g @y =P 20—
—2(z—2')
3 (x — ')
:+[(x—:v’)z—l—(y—y’)2+(z—z’)2] A w=v) ], (5.24)
(z = 2)
—)_—)/ -
VAT S ik A i VP
|7 —7"| |7 —7r"]3 72

Jetzt wenden wir den Laplace-Operator A = V - V = divgrad auf die Funktion
1/|7—7"| fiir ¥ # 7" an und gehen dabei von (5.22) aus. Zur Vereinfachung leiten wir
zunéchst nur die z-Komponente

9 1 _ / "2 "2 n2] 72
8:{:‘|F—F’|_ (z—2) [(z=2) +y—y) +(z—7)
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von (5.22) nach x ab:

0? 1

o [F—7'|

= —[@-aP+ -y + -2 4

3

5[(:c—x’)2+(y—y')2—|—(z—z')2] 2 (x —a')? (5.25)
B 1 3(z — a')?
EEIERREIE

Analog erhélt man die Ableitung der y-Komponente von (5.22) nach y und die Ablei-
tung der z-Komponente von (5.22) nach z. Die Summe dieser drei Ableitungen liefert
schlieflich

LR W U N

ox?  Oy? 022 |F—77’|_ r]F—F’]_
3(x—x’)2—|—3(y—y’)2~|—3(z—z’)2—3[($—x’)2+(y—y’)2+(z—z’)2

N |7 =75

0. (5.26)

Aus (5.24) bzw. aus

o) 1 ) 5 )] 73
@mzﬂx—x/)' [(x—x’) +y—y) +(z—74)
erhélt man auf die gleiche Weise Az e = 0, denn wie in (5.25) resultiert
r—7

o 1

0z [F—7'|

= —[@-aP+ -y + -2 T+
3
2

(NI

(NI

(=P =y + (=27 T 2e-a)?,  (G27)

sodass schlieflich gilt:

- AF’ ; - 0 \V/”I??é 7?, . (528)
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Unter Beriicksichtigung von (5.28) verallgemeinern wir diese Ergebnisse fiir den R3
und stellen fest

N NS N

7| T

DNp— T
= 7=

|7 — 7| T

sodass wir die Indizierung des Laplace-Operators bei seiner Anwendung auf die Funk-
tion 1/|7—7"| = 1/7 vernachléssigen kénnen und nur noch das Symbol A verwenden.

Dass A ﬁ fiir 7 # 7’ verschwindet, liegt an der 3-Dimensionalitét des betrach-
teten Raums. Dies erkennt man daran, wie die Exponenten bei der Differentiation der
Potenzfunktionen [>°7  (z; — 21)?]71/? fiir verschiedene Dimensionalitiiten n in die
Rechnung eingehen und schlieflich durch die Faktoren 3 den Zéhler von (5.26) ver-
schwinden lassen. Insofern ist (5.28) eine Eigenschaft des 3-dimensionalen Ortsraums.

Zur Veranschaulichung der Eigenschaften der Funktion 1/|7—#"| reduzieren wir diese
auf den eindimensionalen Fall mit den beiden Funktionen

— 1 —
N |z — ' | N

o(a') = % = g0, 2') .

f(x) f(z, xp)

T—x
mit
f(x, z5) = g(xo, o) fiir alle zg = z, .

Bilden wir den Gradienten dieser beiden Funktionen:

1 d 1 x—a x 1 x
z T dx T 13~ [~ T~ (5.29)
1 d 1 x—1a T 1 x
L N G
|z — | da! |x — 2| |z —a' |3 ’f’?’ |§|2 ‘:ﬂ
¥ —x —T 1 —T
- .1 (531)
=z |z |7
Wegen = — a2’ =7 & 2’ —x = —7 schlussfolgern wir daraus
T x—a x—a
— = sgn| ——)-€ mit sgn{———)=1>0firz>a,
|z | |z — 2| |z — 2! |

1

— T —x . ) T —x .
— =sgn| — )€y mit sgn|{— | =1>0firz" > x.
|z | |z — 2! |z — 2|

Wie wir sehen ist der Gradient nach 2’ entgegengesetzt gerichtet zum Gradienten nach
x entsprechend €, = —é, . Anders gesagt, die 2'-Achse ist entgegengesetzt gerichtet
zur x-Achse, zeigt also in die negative z-Richtung. Diese Tatsache spielt aber keine
Rolle fiir unsere Betrachtung, weil der Laplace-Operator A = V? unabhingig vom
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richtungsbedingten Vorzeichen des Gradienten ist. Dafiir liefern aber geméf (5.29)
und (5.31) die ersten Ableitungen

df (z, z5) d 1 B T —x)
de de|z—a)|  |z—a, P’

dg (zo, 2') d 1 B ' — 1z
do Ao’ |wo—a'|  |wo—a' P

identische Funktionsgraphen im Fall zq = x{, wie wir auch an den Abbildungen 5.5
und 5.6 sofort erkennen.

df/dx‘
4

! b e -
-1 4 6 7 x
1
2
-3
4
’ —
Abb. 5.5 Graphische Darstellung der ersten Ableitung df ((i;%) = % |x_1x6| = — ;7920'3 fiir
x(, = 3 entsprechend (5.29). Die Steigung beider Funktions3ste ist stets positiv.
dg/dx"
4
3-
2 -
1 4
. N SIS B
-1 4 6 7 X
1
2
-3
4
/
Abb. 5.6 Graphische Darstellung der ersten Ableitung % = % |x01x,‘ =— |f;:$?|3 fir

xo = 3 entsprechend (5.31). Die 2’-Achse zeigt konventionsgemaR in die positive Richtung und
die Steigung beider Funktionsiste ist stets positiv.
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Schliefslich bilden wir die zweite Ableitung von f(z) = 1/|x — 2’| bzw.
g(') =1/|xz — 2|, d.h. wir leiten (5.29) nach x und (5.31) nach z’ ab:

o*f 2 1
Ox?  da? |z —a/| 2 2

= = > 0. 5.32
0%g d? 1 |z — o' |? ‘:ﬂ?’ (5-32)

or'2  da? |z — 2|

Wiéhrend die ersten Ableitungen von 1/|z — 2’| nach x und auch nach z’ ungera-
de Funktionen sind, ist die zweite Ableitung 2/|z — 2’|® eine stets positive gerade
Funktion mit einem Pol bei z = 2’/ (Abb. 5.7).

d*f/dx? A d°g/dx'?
7 -

Abb. 5.7 Graphische Darstellung der zweiten Ableitung der Funktion f(z, x{) fir z, = 3 bzw.
der Funktion g(xq, 2’) fiir zyp = 3 entsprechend (5.32). Wie man sieht, sind die Graphen der
beiden Funktionen im Fall 2y = z{, identisch.

Dass die zweite Ableitung von 1/|z — 2’| nach x gleich der zweiten Ableitung nach
2’ ist, konnten wir bereits aus den Abbildungen 5.5 und 5.6 ersehen, denn identische
Funktionsgraphen besitzen identische Steigungen (Ableitungen).

Achtung!

Die in der Abbildung 5.7 dargestellte Funktion (5.32) ist nicht das Ergebnis der An-
wendung des Laplace-Operators auf die Funktion 1/| 7 — 7’| mit anschliefender Null-
setzung von y und z. Anders gesagt, (5.32) ist nicht das nur ldngs der z-Achse be-
trachtete Ergebnis der Anwendung des (dreidimensionalen) Laplace-Operators auf die
Funktion 1/|¥—7"|. Diese Darstellung soll nur als Analogie dienen, um das Verhalten
des Laplace-Operators hinsichtlich des Vorzeichens zu veranschaulichen.
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Die Anwendung des Laplace-Operators auf die Funktion 1/|7 — 7| ergibt ldngs der
x-Achse, also fiir den Fall

r—x
F—7 = 0 = |Fr=7'|=|z—2a
0
geméf (5.26) und (5.27) :
- 1 - )
A7 TF 7] |y
_ m =
L 4% =e0 3 _ /2_3 _ 2
! = (z =) /<§ 7) =0 fir |[z—2'|>0.
r 1 7 |z — 2|
D=
|’I"—T',’ y'=2'=0
- T y=2=0 )

Als skalares Feld im R? ist die Funktion 1/|# — 7’| nicht eine nur von z bzw. z’
abhéngige Funktion sondern eine Funktion von 7 bzw. 7¥'. Deshalb miissen wir zuerst
den Laplace-Operator Az bzw. Az auf die Funktion 1/| 7 — 7’| im dreidimensio-
nalen Raum anwenden und erst danach diirfen wir die Koordinatenwerte (hier z. B.
y=1vy =z=2 =0) einsetzen.

Der Vollstandigkeit halber und wegen der praktischen Bedeutung zeigen wir noch
fir |[7—7"|=r>0

in Kugelkoordinaten. Je nach Bedarf sind fiir die Radialableitung des Laplace-
Operators in Kugelkoordinaten beziiglich einer Funktion f = f(r) drei Schreibweisen
gebrauchlich:

L0 ([, 0f\ 20f (‘32f_1@_2
r23r<r '87’> - 7’8T+8T2 N 7‘87’2<r'f)'

Setzen wir also f(r) = 1/r ein:

1 1 02 1 1 02
N, — = —— = =-—= (1) =0.0
r r Or? (T r) r Or? < > 0
In Kugelkoordinaten benotigen wir hier nur die Radialableitung des Laplace-Operators,

weil die beiden anderen Ableitungen sofort verschwinden und weil sich sich die Radi-
alableitung wegen der Kugelsymmetrie iiber den ganzen R3? erstreckt.
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F, P|AUfpunkt

Q RErer -
\\\Fg\:\l‘z " AFr=AF
r1 \\\\\\
r P2
r2

° X

Abb. 5.8 Veranschaulichung des Vektors A7 = 7% — 7 = (fa —7') — (P —77) = o — 7 = AT
(zur Vereinfachung in zwei Dimensionen).

5.7.2 Betrachtungen unter Einschluss von 7= 7’

Wir bilden jetzt das Volumenintegral iiber die Funktion A mit den folgenden

7=
Substitutionen:

e 7’ bzw. 2’ sei eine gegebene Konstante und 7 bzw. x die Variable. Dann gilt fiir

die Komponente = (stellvertretend fiir die Komponenten y und z):
dz dz

~ L o~

r=x—1 = = 1, 1 dl :; dr = d:;2 .
w. Ax = Az (s. Abb. 5. — == — ===

bz x T (s. Abb. 5.8) = TG e am

e Wegen der Analogie zwischen den drei Raumkoordinaten gilt fiir den R?

AF=AF bzw. di =dr, drdydz=d* = d3F =didgdZ und

0? 0? 0? 0? 0? 0?
A_%—F@—Fw:a—ﬁ—@ﬁ-a—,ﬂ.

e Fiir den Integrationsbereich V' des Volumenintegrals schreiben wir jetzt folglich

V.
/A r—/A 437 .

Fiir 7 # 7 = 7 # 0 bzw. wenn 7’ nicht im Integrationsbereich 1% liegt, gilt

Wir erhalten somit

/A Pr=0, 7¢V.

Alle Volumina XN/, die den Nullpunkt 7 = 0 nicht enthalten, ergeben also das Integral
Null. Das aber bedeutet:
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Wenn das Integral iiber ein Volumen 1% existiert, welches den Nullpunkt 7 = 0 bein-
haltet, hingt der Wert des Integrals nicht von der Form des Volumens ab, sondern
sein Wert resultiert nur aus dem Punkt () gemaﬁ 7=7"bzw. 7= 0.V darf also auch
die Form einer Kugel mit dem Mittelpunkt 7" = 0 entsprechend 7 = 0 und dem Radius
R haben. Der Punkt @ in der Abbildung 5.8 entspriche dann dem Mittelpunkt dieser
Kugel mit dem Volumen V = Vi .

Diese Tatsache ermoglicht uns, das Integral in Kugelkoordinaten zu berechnen,
wobei wir auch tiber A (1/7) mit der Polstelle bei 7 = 0 integrieren. Dafiir benttigen
wir den Gradienten in Kugelkoordinaten:

8@4%_16@4_’_ 1 09
o T 99 T v sinw Oy “
das Volumenelement in Kugelkoordinaten:

dV =d®r =dA-dr =r* sind drdddy ,

grad &(r, 0, ¢) =

das Fléachenelement auf der Oberfliche S einer Kugel mit dem Radius R, dem Ku-
gelvolumen Vi und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung:

dA = R* sind dddy = dA = R?sind dddy - &,

/divﬁd3r: fﬁdﬁ.

1% S(V)

sowie den Gauls’schen Satz

Unter den genannten Bedingungen fiir das Volumen V bzw. das Kugelvolumen Vi
und mit (5.23) gilt

1 1 1
Vi——— =grad, = = — = €7,
|7"—T',| r T2
sodass
Lo . 1\ 5o 1 ;
/A:d3r = /dw (grad:) r = j{ <_~_€F> dA
r T R2
v Vi S(Vic)

Hiillenintegral iiber die Oberflache S der Kugel mit Radius R

= / ( 5;) ‘R? sind dd dp - &

=0 9=0
2

s ™
™

9¥=0

= / dy [ sind d¥ = — 27 - [— coS 19}
=0

@ 9¥=0

= —2r1- {1 - (—1)}

e 1
/A:d?’?“ = —dn z/Aﬁd% fiir 7 € V.
|7 — 7|
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Zusammenfassend stellen wir fest:

0 falls 7 ¢ V

— /A :/5(?-?’) &
o 7= 1falls eV ) ¢
Der Vergleich der Integranden liefert
1 > =
N ——— :—47T5(T—7")
7=
Analog zu
1 - >
A|F—F’| —A?:—47T(5(7”—7“/):—47T5(7”)
findet man fiir 7' = 0
AN —=—A4n (7
= —4n 3(7)

5.8 Herleitung von (A + k?) M = —4dn §(r—7")

Siehe: Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4.Auflage, Elsevier,
Miinchen, 2009, Seite 26.

In Kugelkoordinaten ist

1 02
By (r) = = = |- 0(r)
Damit erhalten wir im Fall r # 0
eiikr iikr eiikr
(A + k) =A, + K
r r r
1 1 .
== (k) e P =0. 0 (5.33)
r r
Jetzt schlieRen wir den Fall r = 0 in unsere Uberlegungen ein. Mit der Taylor-
Entwicklung
. 1 1 1
e =1+ ikr — §k2r2i6ik3r3 — ﬁk4r4j:
an der Stelle r = 0 konnen wir
:I:zkr 1
(A + 1) — (A+k2)( izk——k2ri6k32 4k:47"3j:---)
r

:AliA(ik)—A(1k2r>iA(6zk3 2) —A(;—4k4r3)i

k? 3 4 L. 5o 1 63
+—:|:2k ——k:r:l: ik°r —ﬂk‘r +

6
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schreiben. Nach Anwendung des Laplace-Operators gemélis

1 2
A==—4x8(F), Ar==, Ar*=6, Ari=12r

r r

resultiert dann
e:l:ikr ]{?2 1
(A + k) :—47r5(77)i0——iik:3—§k4ri---
r r
k2 1 1 1
+— 4k — kYt ik — — kS
r 2 6 24
e:tikr
(A +E) = —4m 0(F) £ 2ik* — k'r £ - . (5.34)
r

Das Integral von (5.34) iiber den ganzen Raum mit dem Volumenelement
d3r = r?sin?¥ drddde in Kugelkoordinaten kann nur an der Stelle 1 = 0 einen
Betrag liefern, da der Integrand fiir r # 0 geméf (5.33) verschwindet. Wir integrieren
deshalb iber den ganzen Raum einschlieflich » = 0, also von r = 0 bis r = ¢ > 0,
nachdem wir (5.34) mit einer beliebigen Testfunktion® f(7) multipliziert haben:

/d% FF) - (D + k) ei;kr - /d?’r f) - [—47r5(77>}
7 +/d3Tf(F)-[i2ik3—k4ri---}
/d% FE) - (A +#) ei;kr = —élwf(o) + O0E)+0() +--- . (5.35)

r<e

An der Stelle r = 0, also fiir e — 0, verschwinden aber in (5.35) die Terme O(g?)
und héherer Ordnung, sodass an der Stelle 7 = 0 nur der Term —47 f(0) verbleibt.
Es gilt also tatséchlich

) eiikr
A+k = —4Am (1) .
(& + k) . 7 (7)
Fiir r schreiben wir |77 — 7’|, sodass schlieflich
o XM= L

6Testfunktionen sind eine spezielle Klasse von Funktionen, d.h., Testfunktionen haben besondere
Eigenschaften. Insbesondere darf die Testfunktion f(7) in unserem Fall bei r = 0 keinen Pol besitzen.
Die Funktion f = 1/r* z. B. wire keine Testfunktion.
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5.9 Die §-Funktion in der Elektrostatik

Vergleiche: Torsten Fliefbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage,
Elsevier — Spektrum, Miinchen, 2005, Seite 43 bis Seite 47.

o

Zur Vereinfachung sei im Folgenden [ := [ .

—00

Ladungsdichte fiir eine Punktladung ¢; am Ort 775 :
o(r) = ¢io(F = 73) .

Ladungsdichte fiir N Punktladungen ¢; an den Orten 77 :
N
o(F) =Y 4 0(F =) .
i=1
Punktladung ¢; am Ort 7; :
o) = /Q(f) dr = /qia(f—m &r |

Diskrete Ladungsverteilung Q(r;) der Gesamtladung @ , bestehend aus N Punkt-
ladungen ¢; an den Orten 7; in einem Raumbereich mit dem Volumen V :

N N
Q) =Y = [ o -r) ¢r=q.
=1 =1 g(?)

———

Néherung der Ladungsdichte einer stetigen Ladungsverteilung durch eine dis-
krete Verteilung von N Punktladungen in einem begrenzten Raumbereich mit
dem Volumen V:

Der Raumbereich wird in N Teilvolumina AV; aufgeteilt und die Ladung in
den einzelnen Teilvolumina wird jeweils durch eine Punktladungen ¢; an einem
Ort 7; ersetzt. Je kleiner die Teilbereiche AV, gewéahlt werden, desto kleiner ist
am Ende der Fehler.

o) = [ ear—r) @ :i [ i s
Nl |:/AV & Q(F/)} o(r=1i) = iq 3(F = 7). (5.37)

1= e

Q

/

-~

=4

Wir {iberpriifen (5.37) durch die Berechnung der Gesamtladung @) im Gesamt-
volumen V:
N

N N
/Q(F)d?’r:/Zqi (D) d3T:Z/Qi6(F_f;) dST:ZC]i = Q.U
Vo=l =1y, i=1

|4
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6 Das Coulomb-Feld als Losung von divD = 0

Quellen:

Rainer J. Jelitto, Studientext, Elektrodynamik — Theoretische Physik 3, 3. Auflage, Aula-Verlag,
Wiesbaden, 1994, Abschnitt 3.2.1 Das D-Feld einer Punktladung, Seite 50 bis Seite 52.

Prof. Ursula van Rienen, Vorlesungsskript Theoretische Elektrotechnik, Universitdt Rostock, Institut
fiir Allgemeine Elektrotechnik, 27.06.2018, Abschnitt 2.1.8 Die Potentialgleichung, Seite 20 bis Seite
21,
https://www.igs.uni-rostock.de/storages/uni-rostock/Alle_IEF/IAE/Lehre/ThET_Skript.
pdf

Zur Erinnerung an die Losung von Differentialgleichungen (kurz DGLn) siehe u. a.:

Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, 10. Auflage, Verlag
Vieweg, Braunschweig, Wiesbaden, 2001, Teil V' Gewdhnliche Differentialgleichungen, Seite 433 bis
Seite 625.

Die Losungen gewdhnlicher DGLn héngen nur von einer Variablen ab. Inhomogene gewdhnliche
lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten a; haben die Form

i=0

wobei die Inhomogenitit g(x) auch eine Konstante sein kann. Die allgemeine Losung y(z) einer der-
artigen DGL ist die Summe aus einer partikuléren Losung yp,(z) dieser DGL und aus der allgemeinen
Lésung yo(z) der zugehdrigen homogenen DGL > a; ¥y =0

y(x) = yp(x) +yo(2) .

Die allgemeine Losung yo(x) besitzt dabei n unabhéngige Parameter, die durch die Randbedingungen
oder durch die Anfangsbedingungen bestimmt werden.

Die Losungen partieller DGLn hédngen von mehreren Variablen ab. Bei den Maxwell’schen Gleichun-
gen handelt es sich um partielle lineare DGLn. Diese sind leider nicht so bequem zu 16sen wie die
gewohnlichen DGLn. Ein Ansatz zur Losung von linearen partiellen DGLn ist der Produkt- oder
Separationsansatz.

Fiir Losungen von linearen DGLn gilt das Superpositionsprinzip.

Im einfachsten Fall, also im Fall einer DGL vom Typ 3™ = g(x), kann die allgemeine Losung y(z)
durch n-fache unbestimmte Integration ermittelt werden. Danach werden die n Integrationskonstan-
ten durch die jeweiligen Rand- oder Anfangsbedingungen bestimmt. Wir zeigen dies an einem sehr
einfachen Beispiel:

Das Potential @(r_’ ) einer elektrischen Punktladung ¢ im Koordinatenursprung ist kugelsymmetrisch
und wird deshalb am bequemsten in Kugelkoordinaten r, 9, ¢ beschrieben. @ héngt also nicht von
den Winkeln 9 und ¢ ab, sondern nur von 7:

0P 0P
35 =" und 9= 0 = o&F)=90(r). (6.1)
Da der gesamte unbegrenzte Raum aufserhalb der Punktladung ladungsfrei sein soll, gilt fiir das
Potential der Punktladung nicht die Poisson’sche Potentialgleichung A® = — é o sondern die
Laplace-Gleichung
AP = 0.

Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten, also

10 /,0 10 0 1o
A = a3 (P ) T aag g sV o0 |+ 5= o
(.9, ) r2 or (T 37’) * r2 singd 09 (smﬁ 319) - r2 sin® 9 dp?’
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angewandt auf @ liefert unter Berticksichtigung von (6.1) eine homogene gewohnliche DGL 2. Ord-
nung der Form %(TZ 42) = 0 bzw. ¢" + f(r)®' = 0 (siche (6.2)), nimlich

dr
1 P
AD(r) = d (r2d ) =0,

r2dr \| dr
die sich durch zweimalige Integration leicht 16sen lésst:
1 d [ ,dP) 9
2 dr < dr> =0 o
d do
5 <'I"2 d’r> =0 Integration (62)
do
2 2
— =0 :
" dr ! "
@ = ﬁ Integration
dr 72 &
. .. 1
allgemeine Losung &(r) = —C4 ~t Cs .

Die Integrationskonstanten C; und C5 sind die beiden unabhéngigen Parameter der allgemeinen
Losung. Sie werden bestimmt durch die Randbedingungen fiir @. Als eine Randbedingung legen wir
fest, dass @ im Unendlichen verschwindet:

1
lim &(r) = lim <— Cl—l—Cg) =0 =
T—00 rT—00 T

Cy=0.

Die andere Randbedingung ist die Groe der Punktladung ¢ (die Ursache des Potentials) im Koor-
dinatenursprung r = 0, was uns sofort an das Gauft’sche Gesetz

s 1
%E'ﬁod‘s’ = ~ {innen
€o
S

= 1
denken lésst, wobei das E-Feld und das Potential ¢(r) = — C;— durch
r
E=— grad® =

_ 1 d 1 C
E = (E,,7O,O) = —grad®(r) = —grad, (-C1—- ] = —— [-C1— | €. = ——1€r:Eé}
r dr r r2
| —
miteinander in Beziehung stehen. Wir konnen jetzt E = E&  unter Beriicksichtigung von

70 = €, (wegen der Kugelsymmetrie!) und dS = r2? sin9dd dy in das Gauk’sche Gesetz einsetzen

und erhalten

1

fEér-érdS = %—%wz sinddddy = —Cljgsinﬁdﬂdcp = — 4710y = —q ©
T
S S S 0
N— ———
4
q
C, = — .
! 4meg

Das Potential als Losung der Laplace-Gleichung fiir eine Punktladung ¢ im Koordinatenursprung ist

somit
1

P = £
(r) dmeg T

Wir gehen aus von einem einfachen Beispiel, ndmlich von der dielektrischen Verschie-
bung bzw. dem D-Feld einer Punktladung ¢ im unbegrenzten Vakuum als Lésung
der Maxwell’schen Gleichung (fiir die Elektrostatik):

divD = o = qo(7) . (6.3)
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Hierbei soll sich die Punktladung im Koordinatenursprung v = 0 befinden. div D ist
also die lokale Quelldichte mit

q6(F) =o fir =0, q¢&(F)=0 fir 7#0.

» Jetzt werden wir aber zusdtzlich von einer physikalisch sinnvollen Losung verlangen
missen, daf sie im Limes ¥ — oo asymptotisch hinreichend schnell verschwindet.
Denn es widersprache jeder Erfahrung, daf eine endliche Punktladung in unendlich
groffem Abstand irgendwelche Felder und damit nach dem Lorentzschen Kraftgesetz
auch Kréfte erzeugt.

Spater wird es sich zeigen, daf die homogenen Gleichungen keine Losung D £0
besitzen, die diesen ,, Randbedingungen im Unendlichen® geniigt.

Wir miissen jetzt nach einer Losung der inhomogenen Gleichung suchen, die ,nach
aufen hin“ abfillt !

Das D-Feld einer Punktladung ist isotrop geméf
D(¥) = D(r)é, mit D=|D| und r=|7].
Felder dieser Gestalt sind konservative Zentralfelder. Deshalb erfiillt das Feld E(F )
auch die homogene Maxwell’sche Gleichung der Elektrostatik
rotD = 0.

In welcher Form (als Funktion) D die inhomogene Differentialgleichung bzw.

Maxwell’sche Gleichung (6.3) erfiillt, sehen wir wie folgt:

Fiir den Fluss? von D aus einer Kugel K mit der geschlossenen Oberfliche 0K und

dem Radius 7 gilt mit dem Gauft’schen Satz und mit dem Einheitsnormalenvektor
= €, auf der Kugeloberflache :

%D n’dS = ](D(r)eﬂ-eﬂdS = %D(r)r%inﬁdﬁdgp = 47r® D(7)

= /divl_jdV ) /ng = /qé(f’)d?’r = q = 47r* D(r) .
K K K e
(6.4)
Damit haben wir Losungsfunktion fiir (6.3) gefunden, ndmlich das
q
lomb-Feld D(r) = b D
Coulomb-Fe (r) py ZW. (7) = il

Wie man sieht, erfiillt das Coulomb-Feld die Bedingung bzw. die Forderung

1
lim D(r) = 4 him o= 0.

r—00 A r—oo 12

1Zitiert aus: Rainer J. Jelitto, Studientext, Elektrodynamik — Theoretische Physik 3, 3. Auflage,
Aula-Verlag, Wiesbaden, 1994, Seite 51.

2Der Fluss von D durch eine beliebige geschlossene Flache entspricht dem Fluss § des elektrischen
Feldes E durch diese geschlossene Fliche geméfs dem

1
Gauf’schen Gesetz F = fE ndS = — Ginnen
0

wobei Ginnen die Gesamtladung innerhalb der geschlossenen Flache ist.
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Wir betrachten das D-Feld einer Punktladung und bilden dessen Rotation in kartesischen Koordi-
naten:

. 0/0x s, [T
rot D = 4i /oy | x (2 +y*+2) 2|y
T \0/0z z
222+ 2+ 2%) 7 2p2] - |3 (@2 y? 4 22) 7 2y 0
_ 4 3 -3 3 -3 _ 4
= 1 [—§(x2+y2+22) 2 -Qzac] — {—§(x2+y2+z2) ? -23:4 = 1 0f,
_3 _s
[—%(z2+y2+22) : Q:Ey} - [*%(:ﬂ2+y2+z2) ’ ~2yfﬂ] 0
rotD = 0.

Jetzt bilden wir die Divergenz des D-Feldes einer Punktladung unter Verwendung von
(x2+y2+22) — 2.

wp - (L _ 32 1 32 1 32
divD = (7‘3 2 b :v) + <r3 2 rd y> + <7‘3 2 rd Z)
B (7'2 — 3:172) + (1"2 — 3y2) + (T2 — 322) B 3r? — 3(9:2 + y2 + 22)
- 5 - 5

divD = 0. (6.5)

)

Das Ergebnis (6.5) steht nicht im Widerspruch zu (6.3) :

Betrachten wir namlich ein Gebiet des E—Feldes, das den Ort der Ladung nicht
enthilt, so ist dieses Gebiet 2-zusammenhiingend®. In einem derartigen Gebiet gilt
div.D = 0, sodass das Volumenintegral (6.4) dann die Form I divD dV = 0 hat.

Betrachten wir jedoch ein Gebiet des D-Feldes, das den Ort der Punktladung ¢
beinhaltet, so ist dieses Gebiet nicht 2-zusammenhéngend, weil das D-Feld am Ort
der Punktladung divergiert, also am Ort der Punktladung eine Singularitiat besitzt.
Wir miissen dann fiir die Divergenz die inhomogene Maxwell’sche Gleichung (6.3)
verwenden, sodass das Volumenintegral (6.4) die Form fv divDdV = ¢ annimmt.
Man stellt fest, dass der Beitrag zu diesem Volumenintegral allein aus der Singularitéit
stammt.

4 Da das Problem nicht nur isotrop sondern auch homogen ist, kénnen wir auch
sofort die Losung fiir den Fall angeben, daf die Punktladung nicht in 7 = 0, sondern
in 7 = 7 liegt; wir erhalten dann einfach

e q — —

D(r) = ————=(F—7),

47 |r — 'r'o‘

und aus dem Superpositionsprinzip folgt weiter das D-Feld fiir endlich viele Ladungen
¢; an den Orten 7; zu

Lo 1
D(r) = gz%‘—ﬂa(’“—ri) “

-
i L

3Ein Gebiet im R? ist 2-zusammenhingend, wenn sich jede geschlossene Fliche innerhalb dieses
Gebiets auf einen Punkt zusammenziehen lésst, ohne dabei das Gebiet zu verlassen.

4Zitiert aus: Rainer J. Jelitto, Studientext, Elektrodynamik — Theoretische Physik 3, 3. Auflage,
Aula-Verlag, Wiesbaden, 1994, Seite 52.
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7 Selbstwechselwirkung, Selbstkraft, Selbstenergie,
Energieinhalt einer Ladungsverteilung

Quelle:

Rainer J. Jelitto, Studientext, Flektrodynamik — Theoretische Physik 3, 3. Auflage, Aula-Verlag,
Wiesbaden, 1994 :

Abschnitt 8.2 Punktladungen im Vakuum, Seite 50 bis Seite 56,

Abschnitt 8.4 Energiebetrachtungen; die elektrische Feldenergie, Seite 60 bis Seite 64,

Losung L3.2, Seite 322.

Wir diskutieren die Begriffe Selbstwechselwirkung, Selbstkraft und Selbstenergie an-
hand der Elektrostatik, namlich am Beispiel positiver Punktladungen im Vakuum.
Die Argumentation gilt analog auch beispielsweise fiir Verteilungen ungleichnamiger
Punktladungen und fiir Verteilungen von Punktmassen.

Das Coulomb’sche Kraftgesetz lautet

1 Ty — T 1 .
2 1 q2 - q1 é (7'1)

477'60 @ |'F2 — ’f"1|3 47'('60 |'F2 — 'Fl|2 2

—

1321 = QQ'E('F2) = 42

Es beschreibt die Kraft, die das E-Feld der am Ort 7, gelegene_I} Punktladung ¢; auf
eine Punktladung ¢z am Ort 7, ausiibt. Umgekehrt {ibt das E-Feld der am Ort 75
gelegenen Punktladung ¢o auf die Punktladung ¢; am Ort 7 die Kraft

1 T — T 1 Q192

—

ﬁlz = Q1'E(F1) = q1-

= _F21

= e
477'60 @ |’F1 — ’F2|3 477'60 |'F1 — ’FQ|2 12

aus. Wie wir sehen, gilt hier das 3. Newtwon’sche Axiom
actio gegengleich reactio = 14:"12 = —ﬁgl )

Und wie wir an (7.1) erkennen, ist das E-Feld, das eine am Ort 7 gelegene Punktla-
dung ¢; an einem Ort 7, # 7] erzeugt

E(r,) =

1 Ty — T 1 q1

% . (7.2)

47T€0 % ‘FQ — 7?1|3 - 47T€0 ’772 — 7?1‘2 €21

Wie sieht dieses E-Feld aber am Ort der Ladung ¢; selbst aus? Betrachten wir also
den Fall

Ty =T] =
(7.2) erhélt dann die Gestalt

(7.3)
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Dieser Ausdruck ist nicht definiert und kann wie folgt gedeutet werden:

e Betrachten wir allein den Nullvektor im Zéahler, so besitzt das E-Feld am Ort der
felderzeugenden Punktladung keine definierte Richtung, d.h, die Gerichtetheit des
Feldes geht im Grenziibergang |7y — 71| — 0 verloren.

e Betrachten wir allein den Nenner |0]*> = 0, so divergiert der Betrag des E-Feldes
am Ort der felderzeugenden Punktladung, d.h., der Betrag des E-Feldes wird dort
unendlich grofs.

Jetzt konnte man argumentieren, dass das von der Punktladung ¢; erzeugte E-Feld
auf ¢; im Sinne einer Selbstwechselwirkung einwirkt, also eine Kraft im Sinne einer
Selbstkraft auf ¢; ausiibt gemaéfs

1 7 — T 1 ,0

N 47TEOQI@'

Fi, = ¢ 'E(’F1) = 41 Areq a1 EARAE
Beriicksichtigen wir jedoch die Deutung von (7.3), so kann diese Selbstkraft phy-
sikalisch nicht relevant sein. Eine unendlich grofe Kraft ohne definierte Richtung ist
physikalisch nicht sinnvoll. Sie wére ndmlich unter den Gesichtspunkten der Statik mit
einer unendlich grofsen potentiellen Energie verkniipft und unter den Gesichtspunkten
der Dynamik wegen ihrer nicht definierten Richtung wirkungslos.

Die Erzeugung eines E-Feldes am Ort 7 durch mehrere Punktladungen ¢; an den
Orten 7; geschieht nach dem Superpositionsprinzip wie folgt:

—

B(f) = anhf_—r” fiir 7, £ 7. (7.4)

477'60 - 'Fn|3

Das E-Feld (7.4) liefert das Potential ®(7) einer Verteilung von Punktladungen g, (7,)
ebenfalls nach dem Superpositionsprinzip:

1 1
Q(F) = n———=— fir 7, #7. 7.5
Der Zusammenhang zwischen (7.4) und (7.5) ergibt sich aus dem Poisson-Integral
1 1
O(r) = 7)) ———— dV’ 7.6
7 = o [ o) (7.6

mit der Gesamtladung
g / o(7) dV (7.7)

einer kontinuierlichen Ladungsverteilung und mit der beschriankten elektrischen
Ladungsdichte o(r) wie folgt:

- _, 1 . 1
E = —gradfﬁ('r) = —V. (47T50 /dV’Q(T/) m)

1 1
— dvl —/ -V,
47r50/ o(™) ( v |F—F’])

——N—

!/

1 N T—T
— /dV’Q(TI)W

47’(’60 |3 .
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Der Energieinhalt E eines Punktladungssystems wird definiert als die Arbeit,
die erforderlich ist, um dieses System aus Punktladungen zu installieren. Dabei werden
die Ladungen ¢, aus dem Unendlichen kommend nacheinander zu ihrer Position 7,
im System verschoben. Wie iiblich wéhlen wir fiir das Potential @(c0) = 0.

Bei der Verschiebung der ersten Ladung ¢; an den Ort 7} wird noch keine Arbeit
verrichtet, weil am Ort r; noch kein E-Feld existiert. Dieses etabliert sich erst bei
Vorhandensein der ersten Ladung mit dem daraus resultierenden Potential @ . Fiir
q1 erhalten wir also den Energiebeitrag

E1:O.

Bei der Verschiebung der zweiten Ladung ¢, an der Ort 75 im Potential @; wird dann

schon die Arbeit
- q2 q1
EQ = Q9 - @1 (T’Q) = 47T€0 (|F2 — F1|)

verrichtet. Aus der Anwesenheit von ¢; und ¢o resultiert das Potential

81 (7) + By (F) = — <|ﬁqz L )

ey \ ¥ — 71|  |F— 7%

in dem dann die dritte Ladung g3 unter Verrichtung der Arbeit F3 an den Ort 73
verschoben wird:

Ey = Q3'<¢1(F3)+¢2(F3)> _ @ <qQ1q n qQ2q > .

dreg \ |73 — 71| |75 — 74

Fiir die Verschiebung der Ladung ¢, nach 7, benotigt man schliefslich die Energie

. In
E, = qn Z @m(rn) - dmeg Z |’I“n—’l"‘m|

(m@n) (m<n

Der Energieinhalt eines Punktladungssystems, installiert aus N Punktladungen, ist
damit

=

1
WE

ey

N
=D ) 9
n=2 (mn<1

n)

3
[|
N

N
B 47?50 ; ; —rm| (78)
m<n

Diese Doppelsumme lasst sich vereinfachen, wenn wir auch in der vereinfachten Schreib-
weise dafiir sorgen, dass die Terme n = m unterdriickt werden:

1 il 1 N Gn q
EF = - P () = E e 7.9
2 m,n=1 ! (r ) 87T€0 m,n=1 |,rn o ’I“m| ( )
(m##n) (m##n)
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Wir veranschaulichen (7.9) fir N = 4, indem wir alle sich aus (7.9) ergebenden

Summanden auflisten. Aus Bequemlichkeit vernachlassigen wir dabei den Vorfaktor
1

8meo :
q1 G2 q1 43 q1 44
|71 — 7% |71 — 75| |71 — 74
q2q1 42 g3 q2 44
|7 — 71 |7 — 75| |7 — 74
q3 41 q3 q2 q3 44
|73 — 71 |75 — 7% |75 — 74
411 44 42 44 43
|7y — 71| |74 — 75| |7y — 75|
Mit e = 2l erklirt sich der in (7.9) aufgetretene Vorfaktor 1, denn in

(7.8) werden nur die Summanden links-unterhalb der Hauptdiagonalen beriicksichtigt.
Die grau hinterlegten (n = m)-Terme divergieren und werden ignoriert, weil sie in
Analogie zur Selbstwechselwirkung bzw. Selbstkraft die physikalisch nicht sinnvolle
Selbstenergie beschreiben.

Unter Anwendung von (7.7) auf (7.9) ist der Energieinhalt einer kontinuierli-
chen Ladungsverteilung mit beschrankter Ladungsdichte wie folgt definiert:

P /dv/dv’%z ! /dVQ(F)/dV’LF/) (7.10)

8meg 8meg 7 =7

Im Fall einer kontinuierlichen Ladungsverteilung ist die Selbstenergie endlich und im
Integral (7.10) mit inbegriffen.

Wir zeigen, dass das Integral (7.10) existiert, also endlich ist bzw. nicht divergiert, obwohl es die
Selbstenergie beinhaltet. Dazu betrachten wir eine kontinuierliche Ladungsverteilung, die vollsténdig
im Innern einer Kugel L mit dem Radius R um den Nullpunkt liegt. Wenn die zugehorige Ladungs-
dichte absolut beschrénkt ist, konnen wir unter der Annahme, dass (7.10) nicht divergiert, fiir (7.10)

E| < — [ (*)}Q/dv/dv’; <
- 87750 axelr K K |7'_"—7_",| >

schreiben. Die Verwendung von Kugelkoordinaten mit |#| = r und |#’'| = v/ und des

Kosinussatzes ¢ = /a2 + b2 — 2ab - cos~y

mit €=a—b, |d=a,|b|=0,|¢|=c, <(db)=1

-
i

= a-b=r-7', a=r, b=r", <(F;7")=9 = 7= 7' =Vr2+ 12 = 2r1 - cost
liefert daraus unter Beachtung von r < 0 und 1’ £ 0

1
871'60

2 1
{Max g} / r?sin® drdvdep / 2 sind’ dr’d'dy’ < 0.
K K V2412 =277 cos V!

Der Winkel ¢ ist hier 0.B.d.A. der von ¥ und 7’ eingeschlossene Winkel. Im Folgenden vernachlés-

|E] <

sigen wir aus Bequemlichkeit den Vorfaktor ﬁ [Max Q] ? und betrachten nur den Integralausdruck

2m ™ R 2m 7T R
_1
/d(p/siru?dﬁ /rgdr/dgo’ /sinﬁ’dﬁ'/r’er'(r2+r'2 —2rr’-c0519'> ’
0 0 0 0 0 0
—_— ~——
— 47 =27
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R R T
= 8772/r2dr/r'2d7" /sinﬂ’dﬁ’(r2+r’2 —27“7“’-cos19’>7E : (7.11)
0

0
Durch die Substitution cos?’ = 1 bzw.
d cos . .
—qg = o ¥ & sin? d¥ = —dcos?’
™ -1 +1 +1
= /...sinﬁ’dﬂ’ = — / .dcos? = .dcos? = /...dn
W'=0 cos ¥’ =1 -1 —1

vereinfacht sich das Integral (7.11) zu

+1

R R
8772/r2d7"/r’2d7“’/(7‘2—1—7“/2—27“7“/'77) dn .
0 0

-1

Nl

Die Teillosung dieses Integrals beziiglich n erfolgt geméfs

/ dx 2vax + b

vaxr+b a

(Siehe Integraltabelle) :

+1
+1
dn 2-\/(—2rr’)77+(7"2+7"’2)
_ 2 2 —2rr!
/| \/( 2rr')n+ (r2 4r7?) .
77\/r2+r’272rr’n o 77\/(Tfr’)2+\/(r+r)
- rr! o rr! rr!
n=-—1
! ==
o ror! ’

Einsetzen dieser Teilldsung in (7.11) verifiziert unsere Annahme:

R R , , R 7
87r2/r2dr/r’2dr' |7“+T\_/|7“_T‘ - 8W2/rdr/r’dr'(|r+r’|—|r—r’|) < o0o. DO
rr
) 5 0 0

Interessehalber 16sen wir das Integral vollstdndig. Wegen der Absolutbetrdge im Integranden l&dsst
sich das Integral leider nicht ohne weiteres 16sen. Wir miissen deshalb fiir den Integranden die Fall-
unterscheidung

(r+r)—=(r—7)=2r" fir o <r,
/_ _ / _
v = =] =
(r—i—r/)—(r’—r):Qr fir » >7r bzw. r <9/

vornehmen und das Integral hinsichtlich des Integrationsbereichs geméf

7—7

R R r=r' R
/dr---/dr'-~ /dr /dTQr /dr2r~-/d7"---
0 0 r=0 0

r'<r r<r’
in zwei Glieder aufspalten:
R r'=r R
/ 2 / o0 2 2 3 2 2 1 5
r'<r = 8r° [ rdr r'dr’2r’ = 8n rdr-gr :87T-§-5~R
0 0 0
167
15

76



und vollig analog

R r=r’

r=r R =
r<r = 8’ / Tdr/r’dr’2r = 87r2/7"'d7” / rdr2r
0 0 0 0
- 16 72
15
Es gilt also in der Summe
8W2jrdrjr'drl (|7’+7“/| - |r—r’|) _ 16x° R® + 167> R’ = 32 R®
/ / 15 15 15

und damit letztlich fiir den Energieinhalt der kugelférmigen kontinuierlichen Ladungsverteilung mit
dem Radius R

4 5
B| < F (Max o) /dv/dv’ - 15; (Max)*R® < oo. O

Mit dem Poisson-Integral (7.6) ldasst sich (7.10) vereinfachen zu

E = %/dVQ(F)QS(F)
und mit der Poisson-Gleichung
ND(F) = ——o(7F)

schliefslich zu
E = dV &(7) AB(7F) | (7.12)

wobei liber den gesamten unbegrenzten Raum integriert wird. Wegen der Isotropie
des Potentials @ bietet sich dabei die Integration in Kugelkoordinaten an.

Abb. 7.1 Eine beschrinkte kontinuierliche La-
dungsverteilung mit der Ladungsdichte o(7) = o(7”)
erstreckt sich um den Koordinatenursprung und voll-
standig innerhalb einer Kugel K mit dem Radius
‘R‘ = R. Der Kugelmittelpunkt soll dabei mit dem
Koordinatenursprung zusammenfallen.

Man integriert also zuerst iiber eine Kugel K mit dem Radius R und bildet an-
schliefend den Grenzwert fiir R — oo (sieche Abbildung 7.1). Dazu wenden wir die
1. Green’sche Identitat

j{(évw)-w = /(@AW+V(I)-VW) dv
ov \4
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mit ¥ = @ und

orad @ - 7t _ o gradgza.dgzgrad@-ﬁodsz@ds
" On on

auf (7.12) an, sodass schliefslich

[
E = lim ——f 0 ds + —/grad@ grad @ dV (7.13)
R—o00 871
oK

resultiert.

Wir zeigen, dass in (7.13) das Fliachenintegral {iber die geschlossene Kugeloberfliche K im Limes
R — oo verschwindet. Dafiir bendtigen wir die Taylor-Entwicklung

- \2
. 1 7y 1 3(Fry)” —r?rd q 1 L
T)= — — - “e - — = —7r
SO( ) (6% 7"0 + Tg + 2 ’]"8 471'50 |,F‘_,F‘O| ( 0)

aus dem Kapitel 4. Allerdings miissen wir einige Anpassungen an den Kontext vornehmen. Wir
schreiben fiir das Potential nicht ¢ sondern ¢ und verwenden statt des Index 0 den Strichindex. Au-
ferdem entwickeln wir @ nicht nach # an der Stelle ¥ = 0 sondern nach #’ an der Stelle ¥/ = 0. Das
bedeutet, dass sich jetzt die Punktladung ¢ im Koordinatenursprung befindet. Auch wenn diese Ent-
wicklung nicht das Potential einer Ladungsverteilung sondern das Potential nur einer Punktladung
beschreibt, diirfen wir sie hier dennoch verwenden, weil sowohl fiir ein System aus Punktladungen
als auch fiir kontinuierliche Ladungsverteilungen das Superpositionsprinzip gilt und weil fiir ver-
gleichsweise grofe R die Abstidnde zwischen den Punktladungen bzw. die rdumliche Ausdehnung der
Ladungsverteilungen vernachléssigt werden kénnen.

Bei dieser angepassten Taylor-Entwicklung stellen wir eine Symmetrie beziiglich der Vertauschung
7 <> 7' fest und erhalten

3(7?"77)2—7"’27“2 . q

1 7er 1
&(7 — 7' - - .
( ) 73 + 2 rd @ 4meg

:af—"—
r

Unter Berticksichtigung von r im Zahler der Entwicklungsglieder hat das Potential ¢ die Form
b = g + 0(7”72) 3
r

sodass bei hinreichend groffem R wegen 71° = €, auf der Kugeloberfliiche 0K

o 0P« _3
= a - ol

gilt. Setzen wir jetzt

042

—=—0(r™)

r

0P

002 - [gr0t ) [-5vor] - -

in das Oberflachenintegral von (7.13) ein und benutzen wir dabei das Kugeloberflichenelement
dS = R?sin¥dd¥dy mit r = const = R, so sehen wir, dass das Oberflichenintegral im Limes
R — oo verschwindet:

. 0P T €0 o? 4 2 .
Rh_r}r;O > ][fﬁa— ds| = Rh_r}réo —2}1{[——(’)(1% ) R* sinddd dy
oK oK
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Weil das Oberflichenintegral in (7.13) keinen Beitrag zum Energieinhalt der Ladungs-
verteilung leistet, verbleibt schliefilich

Lo 1 Lo
E=20 dVgrad@-grad@:%/dVE.E:§/dVE-D:/w(fF)dV

2

(7.14)

mit der ]
Energiedichte w (7‘") =3 E (7‘") .D (F) )

Auf dem Weg von (7.10) nach (7.14) sind die Ladungen bzw. die Ladungsverteilung
als Quelle der Energie ,verloren gegangen“. Das bedeutet, dass die Felder selbst als
Energietrager angesehen werden und auch in Gebieten bzw. Raumbereichen eine Ener-
giedichte w # 0 besitzen kénnen, wo keine Ladungen vorhanden sind.

Wir vollenden dieses Kapitel mit einem Zitat' zum Wesen der Energiedichte des
E-Feldes:

» Wegen w = % €0 E- E kann sie dariiberhinaus sicherlich nirgends negativ
werden und damit muf auch der Energieinhalt selbst stets £ > 0 sein. Das
scheint zunéchst ein eklatanter Widerspruch zu unserem urspriinglichen
Befund zu sein, daft der Energieinhalt eines Systems aus zwei ungleich-
namigen Punktladungen negativ ist: Man erhdlt Arbeit aus dem System,
wenn man den Abstand der Ladungen vermindert.

Aber bei dieser Betrachtung haben wir die Selbstenergie im Gegensatz zu
den Formeln im kontinuierlichen Fall nicht beriicksichtigt. Deren Beitrag
ist es, der die Energiedichte permanent nicht-negativ macht.

Lassen Sie uns zur Veranschaulichung das Energieintegral im Falle einer
Punktladung ¢ im Ursprung explizit ausfiihren. Wenn unsere Argumenta-
tion richtig ist, mufs es divergieren. Das tut es auch tatséchlich, denn es
ist proportional zu

— — [e’s) 0
/dVi-L = /dQ/ drr?r™* = 4zt
r3 73 0 o0

und divergiert an der unteren Grenze.?

Fiir kontinuierliche beschrinkte Ladungsverteilungen hingegen liefert es
einen endlichen Wert.*

1Zitiert aus: Rainer J. Jelitto, Studientext, Elektrodynamik — Theoretische Physik 3, 3. Auflage,
Aula-Verlag, Wiesbaden, 1994, Seite 64.

2Auf einen Blick: [dV & . T = [AV Ty = [sinddddyp [r2drTy = 4n [r~2dr = —dmr~! .
0 0
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8 Maxwell’sche Gleichungen, Lorentz-Kraft,
Induktionsgesetz

Der schottische Physiker James Clerk Maxwell erarbeitete die theoretischen Grund-
lagen der Verkniipfung von Elektrizitdt und Magnetismuns, der Elektrodynamik, und
fasste sie zu einem Satz aus vier Differentialgleichungen zusammen, welche er 1864
erstmals verdffentlichte. Diese vier Grundgleichungen der Elektrodynamik sind die
heute nach ihm benannten Maxwell’schen Gleichungen, auch kurz Maxwell-Gleichungen
genannt. Sie lauten in der kompakten Differentialform fir das Vakuum!:

(1) V- B - 0
(2) vxi+ B
ot |

(3) V- E = —
. 10E .

(4) VXB =55 = Hj

(1) und (2) sind homogene und (3) und (4) sind inhomogene lineare partielle Differen-
tialgleichungen erster Ordnung. Das Vektorfeld E (7, t) bzw. E-Feld ist die elektrische
Feldstéirke, das Vektorfeld B (7, t) bzw. B-Feld das Magnetfeld?. o ist die elektrische
Ladungsdichte (elektrische Ladung pro Volumen), eine lokale Grofe bzw. ein skalares
Feld im Raum. j(7, t) ist die elektrische Stromdichte (elektrische Ladung pro Fliche
und Zeit), eine lokale und momentane Grofe. Die Stromdichte ist ein Vektorfeld, de-
ren Vektoren in Driftrichtung der Ladungstréiger zeigen. Der Betrag von j entspricht
der Ladungsmenge, die in einem bestimmten Raumpunkt pro Zeiteinheit durch die
senkrecht zur Driftrichtung ausgerichtete Flacheneinheit transportiert wird.

Die ,fiinfte Grundgleichung® der Elektrodynamik ist die Lorentz-Kraft?, die Kraft,
die E- und B-Feld auf eine Ladung ¢ ausiiben:

(5) FL=q(E+7xB).

Um uns iiber die wesentlichen Aussagen der Maxwell-Gleichungen etwas mehr Klarheit
zu verschaffen, tiberfithren wir sie von der Differentialform in die Integralform. Dabei
verwenden wir zwei wichtige Sétze der Vektoranalysis, den Stokes’schen Satz

/rotﬁ-dﬁzjfﬁ-df

A C

'Diese aus didaktischen Griinden vorgenommene bzw. vereinfachende Beschrinkung auf das Vaku-
um werden wir im Kapitel 9 aufgeben.

2B = ,uﬁ ist die magnetische Flussdichte mit der magnetischen Permeabilitdt ;1 und der magneti-
schen Feldstirke H. Ublicherweise wird aber das B-Feld als Magnetfeld bezeichnet.

3Lorentz-Kraft, Lorentz-Kontraktion und Lorentz-Transformation sind benannt nach dem nieder-
landischen Physiker Hendrik Antoon LORENTZ (1853-1928).

80



und den Gaufi’schen Satz

/divﬁdvzjfﬁ.d/i’.

\%4 A

fc @ - dr ist ein sog. Umlaufintegral bzw. die Zirkulation von #. Es handelt sich hier-
bei um das Linienintegral von  entlang des gesamten Randes C der Flache A. Das
Linienelement auf der Kurve C' wird mit dr’ bezeichnet.

¢ U -dA ist ein sog. Hiillenintegral. Es liefert den Vektorflufs von @ durch den Rand A
des Volumens V' bzw. durch die das Volumen V' einhiillende Fliche A . Das vektorielle
Flichenelement auf der Fliche A wird mit dA bezeichnet.

(1) divB=0 =

Es gibt keine magnetischen Ladungen bzw. Monopole, d.h., magnetische Feldlinien
haben keinen Anfang und kein Ende. Daraus folgt, dass der magnetische Fluss durch
die das Volumen V' einhiillende Flédche gleich Null ist.

/divédV:%E-dfT:O.

v A
. 0B : :
(2) rotE + i 0 = Faraday-Induktionsgesetz U = —&,,,,
tE-dA=¢Q E-dr=U= | — -dA=—— [ B-dA=——®,,4, .
/ ° f{ ' / ot dt / de- ™
A c A A

Die Zirkulation von E auf dem Rand C' um die Fliche A ist gleich der induzier-
ten Spannung, die an einer in diesem Rand gelegenen Leiterschleife messbar wére.
Die induzierte Spannung wiederum ist gleich der negativen zeitlichen Anderung des
B-Feld-Flusses durch die Fliche A, hervorgerufen durch die zeitliche Anderung von
B oder/und A.

_ 1
(3) divE=—p = Gaul’sches Gesetz
€0
Elektrische Ladungen sind Quellen des FE-Feldes bzw. Ursprung oder Ende der

E-Feld-Linien. X '
/divﬁdv_fﬁdﬁ_—/gdv_—@
o o

1% A \%

Der Fluss des E-Feldes durch die geschlossene Flache um ein Volumen V' liefert die
Gesamtladung () in diesem Volumen.

_  10E .
(4) rotB — 2o toj = Maxwell-Ampére-Durchflutungsgesetz
c

Elektrische Strome und zeitlich verinderliche E-Felder erzeugen Magnetfelder.

— — — — — 1 — —
/rOtB'dA:fB‘dF:#Q/j‘dA+_2£ E-dA.
c? dt
A c A A
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Das Umlaufintegral in einem B-Feld liefert die Stromstiirke I = IR - dA durch die von
C eingeschlossene Fliche A, falls elektrische Ladungstriger entsprechend der SErom;
dichte j die Flache A durchstréomen, und den sog. Verschiebungsstrom % f L E-dA

entsprechend der zeitlichen Anderung des Flusses des E-Feldes durch die Fliche A.

Der Maxwell-Gleichung (3) entnehmen wir, dass im Laborsystem ruhende elektrische
Ladungen nur elektrische Felder hervorrufen. Die Maxwell-Gleichung (4) zeigt uns,
dass zeitlich veranderliche elektrische Felder und beziiglich des Laborsystems entspre-
chend der Stromdichte j bewegte Ladungen im Laborsystem Magnetfelder erzeugen.

Auf Grund experimenteller Erfahrung kénnen wir davon ausgehen, dass die Lorentz-
Kraft (5) in jedem Inertialsystem gilt. Betrachten wir eine Ladung ¢, die sich mit
der Geschwindigkeit v durch ein B-Feld im Labor- bzw. Ruhesystem bewegt, dann
wirkt dort mit £ = 0 die Lorentz-Kraft Fj, = ¢ (7 x B) auf die bewegte Ladung . Im
Ruhesystem der Ladung ist deren Geschwindigkeit jedoch v = 0, so dass in diesem
Fall die Lorentz-Kraft auf die Ladung anscheinend verschwindet. Wir haben hier einen
Widerspruch zum Relativitatsprinzip konstruiert, der offenbar nur zu losen ist, wenn
man annimmt, dass E- und B-Feld vom Bezugssystem abhangen.

Stellen wir uns vor, im Laborsystem S existieren das elektrische Feld E und das
Magnetfeld B . Weiterhin bewege sich eine Ladung ¢ geradlinig-gleichférmig mit der
Geschwindigkeit v relativ zu S. Dann wirkt im Laborsystem S auf die Ladung ¢ die
Lorentz-Kraft ﬁL :

S (Laborsystem) : E, B, q bewegt mit 7 =
F,=q(E+7xB). (8.1)

Jetzt gehen wir in das momentane Ruhesystem S’ dieser Ladung ¢. In S” wirkt auf
die Ladung ¢ die Lorentz-Kraft FY :

S" (Ruhesystem von q) : E', B', g ruht gemidR ¢’ =0 =
ﬁﬁzq(ﬁ'%—ﬁ’ X é’) :qE_j’.
Nichtrelativistisch betrachtet, also fiir v < ¢, gilt in diesem Fall fiir die Lorentz-Kraft
F =F, (v<e)
und folglich die Transformation
E'=E+7xB (v<e).

Diese Transformation zeigt fiir v < ¢, wie sich die Felder zueinander verhalten, wenn
das elektrische Feld in einem anderen Inertialsystem gemessen wird als das Magnet-
feld. Relativistisch betrachtet taucht in den Transformationsgleichungen der Lorentz-
Faktor v = (1 — Z—;)_l/ 2 auf. Ein Beispiel: Wenn sich das Inertialsystem S’ geradlinig-
gleichféormig mit der Geschwindigkeit v langs der x-Achse des Inertialsystems S be-
wegt, gilt fiir die y-Komponente des E'-Feldes die Tansformation E, =~ (E,—vB.).
Im Kapitel 11 werden wir darauf naher eingehen.
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Betrachten wir jetzt einen Stabmagneten und einen elektrischen Leitungsdraht im
Laborsystem:

Fall 1:

Magnet bewegt = Um den Magneten entsteht elekromagnetisches Feld (B + E)

Leiter ruht = F erzeugt nach dem Induktionsgesetz eine elektrische
Spannung im Leiter und ggf. einen , Kreisstrom®, falls der
Leiter einen Stromkreis bildet.

Fall 2:

Magnet ruht = Um den Magneten besteht nur ein E—Feld, kein E-Feld.

Leiter bewegt = B erzeugt die Lorentz-Kraft auf die mit dem Leiter
bewegten Ladungen und ggf. einen , Kreisstrom®, falls der
Leiter einen Stromkreis bildet.

,, Das heifst aber: In dem zeitlich konstanten und raumlich variablen Feld B wird durch
die Bewegung der freien Ladungstriager mit dem Draht auf Grund der LORENTZ-Kraft
auf diese Ladungstriager ein solcher Strom erzeugt, welcher mit dem Strom identisch
ist, der durch die Spannung nach dem Induktionsgesetz bei bewegtem Magneten
und ruhendem Draht hervorgerufen wird. Die Entwirrung dieser seltsam asymme-
trischen Erklarung fiir einen experimentell vollkommen symmetrischen Effekt war fiir
EINSTEIN der entscheidende Antrieb fiir seine Spezielle Relativitéitstheorie. ¢4

Den Maxwell-Gleichungen (1) bis (4) ist nicht anzusehen, wie sie sich unter Lorentz-
Transformation verhalten. Tatséchlich kann man aber durch Umformulierung der
Maxwell-Gleichungen auf der Basis sog. elektromagnetischer Potenziale zeigen, dass
sie unter Lorentz-Transformation forminvariant (kovariant) sind, d.h., dass sie ihre
Form bei einem Wechsel des Bezugssystems nicht dndern. Die Maxwell-Gleichungen
sind also von relativistischer Natur. Dem Relativitatsprinzip entsprechend gelten sie
in jedem Inertialsystem.

Der Vollstéandigkeit halber zeigen wir noch, wie sich die Kontinuitatsgleichung aus
den Maxwell-Gleichungen ergibt. Mit der Ableitung der Maxwell-Gleichung (3) nach
der Zeit und mit der Divergenz der Maxwell-Gleichung (4) sowie unter Beriicksichti-
gung von 1/c? = g¢ yg erhalten wir

0 - J o
3 —divEk = — —
B) = HvE=g5
. . OE - o . =
(4) = div <r0tB — Eolto E) = div <u03> = —&ollo 5 divE
N 1 -
& %divE = —% divy ,
sodass
% = —divj & % +divj =0 Kontinuititsgleichung .

4Zitiert aus: Helmut Giinther, Spezielle Relativititstheorie — Ein neuer Einstieg in Einsteins Welt,
1. Auflage, Teubner Verlag, Wiesbaden, 2007, Seite 173.
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8.1 Induktionsgesetz bei Relativbewegung zwischen Leiter
und Magnet

Nach:

Wolfgang Nolting, Springer-Lehrbuch, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage,
Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 202 bis Seite 206,

Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum, Miinchen, 2009, Seite 145 bis Seite 149.

Siehe auch die veranschaulichenden Gedankenexperimente zum Induktionsgesetz im Springer-Lehrbuch
Gerthsen — Physik und entsprechende Abbildungen zum Induktionsgesetz im Internet.

Zu Beginn dieser Uberlegungen vergegenwirtigen wir uns einige wichtige mathemati-
sche Zusammenhénge:

e Ein ruhendes (rdumliches) Vektorfeld B(7) kann sich in jedem Raumpunkt 7
zeitlich dndern. Es ist dann explizit zeitabhingig geméf

— — Ba:(x?y?Z? t) d . a .
B =B(r,t) = | By(z,y,z, 1) = &BZEB'
B2<x7y7 Z, t)

e Bewegt sich dieses Vektorfeld auferdem noch mit der Geschwindigkeit
v = dr/dt, so ist es zusétzlich auch noch implizit zeitabhingig geméifs

— — Bff(x<t>7 y(t)a Z(t)a t d - . dr o -
B = B(r(t), t) = | By(z(t), y(t), (1), t = EB =(VB)-—+ =B
B, (x(t), y(t), 2(t), )

e Der Unterschied zwischen partieller und totaler Ableitung am Beispiel der ska-

laren Feldfunktion f(7(t), t) bzw. f(f', t):

partielle Abl. : % (F(t), t) ,
~—
7(t) fest
‘ d . 0 'df’(t) 2 .
totale Abl.: (7(t), t) = a—Ff(r, t) T +atf(r(t), t) .
t fest 7(t) fest
Mit f(7(t), t) = f(z(t), y(t), 2(¢), t) = f(F, t) = f(x,y,z, t) ist dabei
< dr(t)
o/ 00—
0z dx dy 0 = dz
_% ("L‘yyazvt) E_’_ f( y7Z7t)E+af(x7yvzat)E

= gradf - 0 =7 gradf = ( V) f .

Wie in der Physik iiblich, setzen wir vereinfachend f = f und schreiben fiir die
totale Ableitung von f(7(t), t) kurz

47 _
dt

~@vr+
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e Wir werden in diesem Abschnitt die folgende Beziehung aus der Vektoranalysis
verwenden fiir ¥ = const (in Richtung und Betrag) und unter Beriicksichtigung
von divB = 0:

rot(B x ) = (¢-V)B — (B - V)7 +B divi —v divh
( )= (V-V) (_/_)/ SV
=0
= (7-V)B=rot(B x7),
sodass
dp - (ﬁ.v)§+2§ = rot(§x5)+2§. (8.2)
dt ot ot

e Eine Flache A mit dem zugehorigen Flachenvektor A wird definiert durch den
Ortsvektor 77, der in einer fiir A charakteristischen Weise von zwei voneinander
unabhéngigen Parametern (Raumkoordinaten) v und w abhéngt:

—

A =7 (u,w) = | y(u,w

Die zeitliche Verinderung dieser Fliche erfolgt durch die zeitliche Anderung
bzw. durch die Zeitabhdngigkeit der beiden Flachenparameter v und w:

x (u(t),w(t))
At) =7 (u(t), w(t)) = | y (u(t), w(t))
z (u(t),w(t))

e Flichenintegral:

/é-d/{’— /é(f(u,w)) : (8775;211)) x afgf;w)) dudw (8.3)

A A N -— .

Es handelt sich hierbei um den Fluss des Vektorfeldes B durch die Fliche A .

e Zeitliche Ableitung eines Flachenintegrals, wobei B explizit zeitabhéngig und A
zeitunabhéangig ist:

d — > 0 =, L
T B(r(u,w),t)-dA = /aB(r(u,w),t)-(ruxrw)dudw,
A A
o~ -
A

In diesem Fall darf die partielle Differentiation vor der Integration erfolgen.
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Befindet sich eine Leiterschleife in einem Magnetfeld B und dndern wir das E—Feld,
so wird nach der Maxwell-Gleichung (2), dem Induktionsgesetz, in der Leiterschleife
eine elektrische Spannung U induziert. Hierbei bildet die Leiterschleife den Rand C
der Fliche A und &,,,, ist die zeitliche Anderung des (magnetischen) Flusses von B
durch diese Flédche A.

Das Induktionsgesetz verlangt, dass die induzierte Spannung bzw. die entsprechende
Feldstiirke E immer im momentanen Ruhesystem der Leiterschleife gemessen werden,
und zwar am Ort 7 des Laborsystems, wo sich die Leiterschleife zum Zeitpunkt der
Messung befindet.

Beginnen wir zunéchst mit dem einfachsten Fall, dass sowohl die Leiterschleife als
auch der Magnet im Laborsystem ruhen, d. h. ortsfest sind:

e Das Magnetfeld sei ortsfest und explizit zeitabhingig gemif B (7, t).

e Die Leiterschleife sei stationér, d. h. sowohl ortsfest als auch forminvariant.
= (' und A sind zeitunabhéngig.

e In der L_e;iterschleife werden die Induktionsspannung U bzw. die elektrische Feld-
stirke F gemessen.

In diesem Fall lautet das Induktionsgesetz

q L B(F ,
C A A

Das Induktionsgesetz in dieser Form (keine Relativbewegung zwischen Leiterschleife
und Magnet) ist kovariant. Das bedeutet, dass es in dieser Form auch bei relativisti-
scher Betrachtungsweise exakt ist, also in jedem Inertialsystem gleichermafsen gilt.

Jetzt sollen sich der Magnet mit seinem explizit zeitabhéngigen Magnetfeld und die
Leiterschleife relativ zueinander geradlinig-gleichférmig bewegen. Dabei sind die bei-
den folgenden moglichen Félle dquivalent und symmetrisch zueinander:

e Das explizit zeitabhédngige Magnetfeld B (7, t) ist im Laborsystem ortsfest. —
Die Leiterschleife bewegt sich geradlinig und gleichférmig mit der Geschwindig-
keit ¥ im Laborsystem und damit relativ zum B-Feld.

e Die Leiterschleife ist im Laborsystem ortsfest. —
Das explizit zeitabhéngige Magnetfeld B(7, t) bewegt sich geradlinig und gleich-
formig mit der Geschwindigkeit —¢'im Laborsystem und damit relativ zur Leiter-
schleife.

Mit der Abbildung 8.1 wird diese Symmetrie veranschaulicht und erlautert:
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y
v
b
y r=dr=vdt
X
a ZeItpunKE £ oeoeeeeeeeeee > Zeitpunkt (t+dt)
y
0 X
c
Leiterschleifenelement
r=dr=vdt
-V X

Abb. 8.1 Das x,y-Koordinatensystem sei das auf zwei Dimensionen eingeschrankte rdumliche
Ruhesystem des explizit zeitabhingigen Magnetfeldes B= é(f’, t).

a) Zum Anfangszeitpunkt ¢ befinde sich das Leiterschleifenelement im Ursprung der rdumlichen
Koordinaten des B-Feldes.

b) Die Leiterschleife bewege sich mit der Geschwindigkeit 7 = d7/d¢ relativ zu B . Nach der Zeit
dt befindet sich das Leiterschleifenelement am Ort 7 = 7(t) im Ruhesystem von B und sieht"
dort das Feld B((t), t) . An diesem Ort 7(t) stell das Leiterschleifenelement (in seinem eigenen
Ruhesystem) die zeitliche Anderung dB (7(t), t) /dt = (5-V)B+0B/dt des Magnetfeldes gemaR
(8.2) fest.

c) In Umkehrung zu b bewege sich jetzt das explizit zeitabhingige Magnetfeld B = g(f’, t)
mit der Geschwindigkeit —° = —d7/dt relativ zur Leiterschleife. Wie in b befindet sich das
Leiterschleifenlement nach der Zeit dt am Ort # = #(t) im Ruhesystem von B und ,sieht"
dort das Feld E(F(t), t) . An diesem Ort 7(t) stell das Leiterschleifenelement (in seinem eigenen
Ruhesystem) die zeitliche Anderung dE(F(t), t)/dt = (7-V)B+8B /0t des Magnetfeldes gemiR
(8.2) fest.

In beiden genannten Féllen werden in der Leiterschleife (experimentell) die gleiche
Spannung U bzw. die gleiche Feldstérke E gemessen und in beiden Fallen erscheint
das induzierende B-Feld nicht nur explizit zeitabhéngig sondern wegen der Relativ-
bewegung zwischen Leiterschleife und Magnetfeld auch implizit zeitabhéngig. Mit der
totalen Ableitung (8.2) nimmt das Induktionsgesetz folglich in beiden Fillen die glei-
che Form an:
d o d S -
U=—— Py :%Edr = — — B(r(t), t) -dA

dt
c
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Die Aufteilung des Integrals ergibt

. B . - .
7§E.df— —/aa—t-dA—/rot(Bxﬁ).dA
A A

C
%E’~df+7{(ﬁx§)~df

C

d S
U:—E@mag:%Edr:%

C C

Demzufolge ist die Transformation zwischen der in der Leiterschleife gemessenen elek-
trischen Feldstdrke E und dem relativ dazu bewegten Magnetfeld B (F(t), t)

Q

—

E+#xB)-df (v<e). (8.5)

~—~

E=FE +0xB bww. E—FE =0xB (v<c). (8.6)

In der Transformationsgleichung (8.6) ist E' der Anteil des induzierten elektrischen
Feldes E der allein aus der zeitlichen Anderung des Magnetfeldes in seinem Ruhe-
system resultlert Der Anteil ¥ x B = E, von E hingegen entsteht allein aus der
Relativbewegung zwischen Leiterschleife und Magnet. Wie wir sehen, ist das elektri-
sche Feld E' in (8.5) gleich dem elektrischen Feld E in (8.4), wo sich Leiterschleife
und Magnet gemik ¢ = 0 relativ zueinander ruhten.

Allerdings gelten (8.5) und (8.6) nur fiir v < c¢. Im relativistischen Fall, also bei
grofen Relativgeschwindigkeiten v (insbesondere bei v nahe ¢) zwischen Leiterschleife
und Magnet ist in den Transformationsgleichungen der Lorentz-Faktor

1

V=
[1 w2
v

zu berticksichtigen. Wir werden darauf im Kapitel 11 zuriickkommen.
Das in der Leiterschleife induzierte elektrische Feld treibt aber die dort befindlichen
freien Ladungen ¢ an mit Kraft

q-Ezq-[E’—f—(UXé)] :ﬁL,

der Lorentz-Kraft. Hier wird der Zusammenhang zwischen der Maxwell-Gleichung
(2), dem Induktionsgesetz, und der Lorentz-Kraft deutlich.

Das iri der_)LeiteEschleife C mit dem Ohm’schen Widerstand R induzierte elektrische
Feld £ = E’ + E, bewirkt dort einen elektrischen Kreisstrom der Starke

1 1 [
[= - U=>¢E.aF
rY R}'{ T

C

falls die Leiterschleife ,kurzgeschlossen” ist. Dieser induktionsbedingte Kreisstrom [
wiederum erzeugt in Ubereinstimmung mit der Lenz’schen Regel ein Magnetfeld,
das seiner Ursache, dem Induktionsmagnetfeld, entgegenwirkt bzw. entgegengerichtet
ist.
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Als Beispiel wenden wir jetzt das Induktionsgesetz auf eine bewegte kreisférmige
Leiterschleife an:®

e Das Magnetfeld sei im Laborsystem ortsfest und explizit zeitabhéngig geméfs
B(7, t).

e Die Leiterschleife sei forminvariant kreisformig und bewege sich geradlinig und
gleichférmig mit der Geschwindigkeit ¢’ im Laborsystem und somit auch beziig-
lich des Magnetfelds.
= (' und A sind zeitabhéngig gemaf A(t) .

e Im Ruhesystem der Leiterschleife wird die Induktionsspannung U bzw. die elek-
trische Feldstiarke E gemessen.

Aufgrund der Tatsache, dass sich die von der Leiterschleife eingeschlossene Kreisflache
A bewegt, ist diese zeitabhéngig. Die Integralform der Maxwell-Gleichung (2) besitzt
deshalb die Form
d ~ d B.dA d = -
== QP FE-di = —— -dA = B(r, t)-dA(t) . .
U= = s = P Eodi= = ~S [ Br-adn. @)
C A(t) A(t)

Das in der Leiterschleife induzierte elektrische Feld E besteht wieder aus zwei Antei-
len, dem Anteil £ allein aus der zeitlichen Anderung des Magnetfeldes B(7, t) bei
ortsfester Leiterschleife geméf (8.4) und dem Anteil E, allein bedingt durch die Posi-
tionsdnderung der Leiterschleife im Magnetfeld B (7, t) . Bei der Bestimmung von E,
stiitzen wir uns auf die Abbildung 8.2.

Leiterschleife C

Abb. 8.2 Die Leiterschleife C' bewege sich mit der Geschwindigkeit ¥/ relativ zum B-Feld.
(nach FlieBbach 2009)

Wir sehen dort, dass jedes Linienelement dr* der Leiterschleife C' in der Zeit dt¢ seine
Position um die Strecke vdt andert und dabei das vektorielle Flachenelement

dA = dF x 9dt iiberstreicht. Die von der Leiterschleife in der Zeit dt iiberstrichene
Flache § A ist dann die Summe der Fliacheninhalte aller vektoriellen Flachenelemente
entlang C', d. h. die Mantelflache eines Zylinders. Die von der Leiterschleife eingeschlos-
sene ebene Flache bildet zum Anfangszeitpunkt ¢ die Bodenplatte und zum Zeitpunkt
t + dt die Deckplatte dieses Zylinders. Fiir die Induktion einer Spannung ist aber

5Siehe auch: Helmut Giinther, Spezielle Relativititstheorie — Ein neuer Einstieg in Einsteins Welt,
1. Auflage, Teubner Verlag, Wiesbaden, 2007, Seite 173.
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nicht die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses d®y;/dt durch die Mantelfliche
verantwortlich sondern die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses

APrag Dot + dt) — Py (1)

dt dt

durch die Leiterschleife. @, ist dabei der magnetische Fluss durch die von der Leiter-
schleife begrenzte Fliche zum Zeitpunkt ¢ 4+ d¢ und &; ist der magnetische Fluss
durch dieselbe Flache zum Anfangszeitpunkt ¢. Nun verschwindet aber wegen der
Quellenfreiheit magnetischer Felder geméafs divB = 0 stets der gesamte magnetische
Fluss durch die (geschlossene) Oberflache eines Kérpers, unabhéngig von seiner Ge-
stalt und Ausdehnung. Folglich muss auch die zeitliche Anderung des Gesamtflusses
identisch gleich Null sein. Das bedeutet fiir den magnetischen Fluss durch unseren
Zylinder

d d ~ d
— Pgesamt = 37 Pma — Py =0
g Leesamt = Gy Pmag T O
d ~ d
o e Py = —
dr me g M

Um den Spannungsanteil aus der Positionsédnderung der Leiterschleife zu erhalten,
brauchen wir demzufolge nur die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch
die Mantelfliche zu berechnen. Dafiir greifen wir zuriick auf (8.3) und schreiben hier
mit den Flachenparametern v und ¢ fiir das vektorielle Mantelflichenelement

dA(u,t) = iy x dFfy = 8rg;, D u x 87“(81;’ D gt — <% x %) du dt

= dﬁu) X 17(25) dt

dA(u,t) = (% x 17(t)> dudt .

Mit diesem vektoriellen Flichenelement ist bei stationirem B-Feld und der Geschwin-
digkeit ¥ der Leiterschleife die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch die
Mantelflache

— &y =— | B-dA(u,t
at M T at (%)
A

d - (or
A
d - (or
C

Weil nur noch der Parameter u als Kurvenparameter verblieben ist, konnen wir in der
verallgemeinerten, parameterfreien Schreibweise auf die entsprechende Indizierung des
Linienelements verzichten und schreiben di”statt dr,) . Damit und durch Anwendung
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der zyklischen Vertauschung auf das Spatprodukt erhalten wir schlielich fiir (8.8) das
folgende Umlaufintegral:

C C C

d LA d ~
&@M:f(UXB)dT:_EQSmag
C

Ausgehend von (8.4) und (8.7) ist die in der bewegten Leiterschleife induzierte Span-
nung in Ubereinstimmung mit (8.5) schlieklich

d — d — —
U= -, =dE-dFf = — = [ B t)-dA@
P 74 F= < [ B n-adn
C no
. d ~
— E/ d_’ __djma
7’—1-( T g>

U:——%MZfﬁdﬂi%@%ﬂxéyﬁ’ (v<c). (8.9)

Wie zu erwarten war, gilt auch in diesem Fall die Transformationsgleichung (8.6)
E=F+E,=E +txB (v < c)

und wir stellen abschliefsend noch einmal fest, dass die Induktionsspannung nicht da-
von abhéngt, ob wir die Leiterschleife als ortsfest annehmen und den Magneten als
bewegt oder umgekehrt. Entscheidend fiir die Induktion ist die Relativbewegung zwi-
schen Leiterschleife und Magnet, d. h., wie schnell sie sich ndhern oder voneinander
entfernen. Vollig analog lassen sich diese Uberlegungen hinsichtlich der Zeitabhéingig-
keiten auf das Maxwell-Ampére-Durchflutungsgesetz tibertragen.
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8.2 Kraft durch elektrischen Strom

In Anlehnung an: Bernd Sonne und Reinhard Weifl, Einsteins Theorien, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, 2013, Abschnitt 8.3 Kraft durch elektrischen Strom, Seite 108 bis Seite 110.

In diesem Abschnitt veranschaulichen wir an einem sehr einfachen Beispiel, wie man
die elektromagnetischen Kréafte mit der Langenkontraktion aus der SRT herleiten
kann. Zur Vereinfachung benutzen wir dafiir einen unendlich langen, diinnen, geraden
elektrischen Leiter. Wenn sich die Elektronen (—) gegentiber den positiven Ladungen
(4) mit der Geschwindigkeit v bewegen, fliefit in diesem Leiter ein elektrischer Strom.
Die Elektronen bewegen sich im Leiter mit einer nur dufserst geringen Geschwindigkeit
von ca. v = 1 mm/s . Wir verwenden den Lorentz-Faktor v = 1/4/1 — 52 mit § = v/c.

a) im Laborsystem ruhender stromdurchflossener Leiter

+
R
Testladung Qé—v'

b) stromdurchflossener Leiter von Q aus betrachtet

— - .

-t gyt +

x— + |

Testladung Qé

Abb. 8.3 Ein unendlich langer, diinner, gerader stromdurchflossener Leiter ruhe im Laborsys-
tem. Die Elektronendriftgeschwindigkeit sei v = 1 mm/s. Eine positive Testladung ) bewege
sich mit der gleichen Geschwindigkeit v im Abstand R parallel zu diesem elektrischen Leiter.

a) Darstellung ,,aus Sicht" des Laborsystems, b) Darstellung ,,aus Sicht" der Testladung.

Im Laborsystem, dem Ruhesystem des elektrischen Leiters (vgl. Abb. 8.3a),
sei [ der Abstand zwischen den positiven Ladungen. Weil ein elektrischer Leiter und
insbesondere auch ein stromdurchflossener Leiter im Laborsystem nach aufen ladungs-
neutral erscheint, miissen die Elektronen hier den gleichen Abstand [ wie die positiven
Ladungen besitzen. Die Elektronen stromen aber mit v relativ zu den positiven La-
dungen durch den Leiter, so dass wir fiir ihren Abstand /_ in ihrem Ruhesystem wegen
der Lorentz-Kontraktion I = I_+/1 — 32 nach Aquivalenzumformung I_ = 1//1 — 32
erhalten.

Im Ruhesystem der Leitungselektronen und der Testladung ) (vgl. Abb. 8.3b),
haben die Elektronen folglich den Abstand

[

L= ioe

und die jetzt mit —v bewegten positiven Ladungen des Leiters geméfs der Lorentz-

Kontraktion® den Abstand
L= 1/1= 5.

5Die winzige Léngen- oder Lorentz-Kontraktion infolge des Faktors /1 —v2/c2 = /1 — 1023
kann nur deshalb eine vergleichsweise grofie und gut messbare Kraft bewirken, weil die Leitungselek-
tronendichte mit ca. 102* Elektronen pro Kubikzentimeter sehr grof ist.
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Wir kénnen diesen Sachverhalt auch anders erkléren: Die positiven Ladungen und die mit v bewegten
Elektronen haben im Laborsystem den gleichen Abstand [. Das Laborsystem ist das Ruhesystem der
positiven Ladungen. Diese haben aus Sicht des Ruhesystems der Elektronen den kontrahierten Ab-
stand 1 = [4/1 — v2/c? . Die Messereignisse ,,Anfang” und ,Ende* fiir den Abstand [ der Elektronen
sind im Laborsystem gleichzeitig. Ein Objekt erscheint aber immer in dem System um den Faktor
v/1 — 32 kiirzer, wo die Messereignisse ,Anfang* und ,Ende* des Objekts gleichzeitig stattfinden.
Deshalb gilt fiir den Abstand [ der Elektronen im Laborsystem [ = [_+/1 — 32 und folglich fiir den
Abstand [_ der Elektronen in ihrem Ruhesystem [_ =1//1 — 2.

Auf die Testladung ) im Abstand R senkrecht zum Leiter, die sich mit der gleichen
Geschwindigkeit wie die Elektronen (Ladungen ¢) bewegt, wirkt deshalb (,aus Sicht“
der Testladung Q) eine Netto-Linienladungsdichte A (Ladung pro Lénge) von

=4 a_af L am|_e
Iy 1o 1\ /1-p2 [ \/1— 2
q v* .
)\:775 mit v=0= =1 und v—c = v—>00. (8.10)

Das elektrische Feld einer unendlich ausgedehnten Linienladung” ist im Abstand R

1 A

:271'80 R

E(R

Wenn wir fiir A die Nettoladungsdichte aus (8.10) einsetzen, ist das elektrische Feld,
das auf die Testladung @ wirkt:

1 q v?

:727”50 Rl ¢

E(R)

Mit den Beziehungen qu/l = I fiir die Stromstirke und 1/c¢* = goug erhalten wir
schlieflich die elektrische Kraft (Coulomb-Kraft), die auf die Testladung @ wirkt,
und zwar

im Ruhesystem von ) : Fg(R)=Q -FE = ’y'g—o % . (8.11)
T

Falls die Testladung () positiv ist, ist diese elektrische Kraft radial vom elektri-
schen Leiter weg gerichtet, weil auch die Nettoladungsdichte A positiv ist. Mit dem

Biot-Savart-Gesetz -

L Idl x -

dB="—= ——1T"

4 72

Aufpunkt N
konnen wir das B-Feld® berechnen, das von einem stromdurch-
flossenen Leiter hervorgerufen wird. Hierbei ist 7 der Verbin-
dungsvektor von einem herausgegriffenen Leiterelement dl zum
betrachteten Magnetfeldpunkt (Aufpunkt) und T ist der zugeho-
rige Einheitsvektor. Wenn wir nur den Betrag des Magnetfeldes

"Die entsprechende Herleitung findet man im Spektrum-Lehrbuch Physik von Tipler und Mosca
2009.

8Ublicherweise wird das B-Feld als Magnetfeld bezeichnet. Aber eigentlich ist B = ,uﬁ die magne-
tische Flussdichte mit der magnetischen Permeabilitdt g und der magnetischen Feldstirke H .
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betrachten und 6 der Winkel zwischen 7 und dem Lot vom Aufpunkt zum Leiter ist,
erhalten wir?

o I dl-cosf
dB="— ——M .
Binget 47 72
insetzen von
R 1 cos’f
[=R-tanf = dl:cos29d9 und R=17r-cosf = ﬁ: 7

ergibt
1
dB = Z—; = cosdf.
Fiir den unendlich langen, geraden, diinnen, stromdurchflossenen Leiter resultiert da-
mit im Laborsystem das zylindersymmetrische, also das vom Abstand R zum Leiter

abhéngige Magnetfeld
+7/2

B(R) =

—m/2

+7/2
Ho icos@dé’ — Ho isim@

Ho _ Hol
4 R 4 R B

/2 2R
Die Magnetfeldlinien bilden konzentrische Kreise um den Leiter. Die Richtung des
Feldes ergibt sich mit der Rechte-Hand-Regel, wobei der Daumen konventionsgeméfs
entgegengesetzt zur Bewegungsrichtung der Elektronen zeigt. Die magnetische Kraft,
die ein B-Feld auf eine Ladung @, die sich mit v in diesem Feld bewegt, ausiibt, ist

Fu=QuxB.
Da die Geschwindigkeit ¢ der Ladung ) und die Magnetfeldlinien in unserem Fall stets
senkrecht aufeinander stehen, diirfen wir mit den Betrdgen von v und B weiterrechnen

und erhalten fiir die magnetische Kraft F}; im Vergleich zur elektrischen Kraft Fy in

(8.11)

po Qlv 1
Fy = B=——"—=—-FHF =
M=Qu 2r R vy "

Entsprechend der Rechte-Hand-Regel wirkt die magnetische Kraft Fy; auf die positive
Testladung () radial vom Leiter weg und besitzt somit die gleiche Richtung und die
gleiche Orientierung wie die elektrische Kraft Fy.

In der alltdglichen, nichtrelativistischen Praxis mit v < ¢ = < = 1 kann der
Lorentz-Faktor v vernachlédssigt werden, sodass dann in unserem Beispiel Fy = Fy
gilt. Dabei ist Fy die magnetische Kraft, die das B?—Feld7 welches vom Elektronenstrom
im Leiter erzeugt wird, im (ruhenden) Laborsystem auf die bewegte Probeladung
() ausiibt. Dieselbe Kraft interpretiert aber ein mit () im Laborsystems bewegter
Beobachter als die elektrische Kraft Fiz. Ob eine Beobachter ein Magnetfeld oder ein
elektrisches Feld feststellt, hdngt folglich vom Bezugssystem ab. ,, Das Magnetfeld
ist also keine prinzipiell vom elektrischen Feld unabhéngige Eigenschaft geladener
Materie, sondern ist im Sinne der Relativitétstheorie eigentlich eine Anderung des
elektrischen Feldes bewegter Ladungen infolge der Lorentz-Kontraktion. Man spricht
daher vom elektromagnetischen Feld einer bewegten Ladung.*!?

9Vollstindige Herleitung in: Paul A. Tipler, Physik, 3. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
Heidelberg, Berlin, Oxford, 2000, Abschnitt 25.2 Das magnetische Feld von Stromen: Das Gesetz
von Biot und Savart, Seite 848 bis Seite 858.

107Zitiert aus: Wolfgang Demtrdder, Ezxperimentalphysik 2 — Elektrizitdt und Optik, 3. Auflage,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 104.
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9 Elektrodynamische Potentiale und Eichungen

In Anlehnung an den Studientext von Rainer J. Jelitto, Elektrodynamik, Theoretische Physik 3,
3. Auflage, Aula-Verlag, Wiesbaden, 1994,
Abschnitt 5.1 Elektrodynamische Potentiale und Eichungen, Seite 115 bis Seite 119.

In Ergédnzung zu: Helmut Ginther, Spezielle Relativititstheorie, 1. Auflage, Teubner-Verlag, 2007,
Abschnitt 30.1.5 Die Mazwellschen Gleichungen — Elektromagnetische Wellen, Seite 179 bis Seite
185.

Wir verwenden in diesem Kapitel u. a. die folgenden Beziehungen aus der Vektorana-
lysis:

divgrad f =V - (Vf) =Af rotrotA = V x (V X /T) = —Aff—l—graddivg.

Wegen ihrer Bedeutung werden wir die Eichungen (Coulomb- und Lorenz-Eichung)
in zwei gesonderten Abschnitten am Ende dieses Kapitels diskutieren.

9.1 Maxwell’sche Gleichungen und elektrodynamische
Potentiale

Grundlage unserer folgenden Uberlegungen sind die Maxwell’schen Gleichungen (Ab-
kiirzung: MWG bzw. MWGn) fiir Medien mit den folgenden Eigenschaften:

e homogen:
In homogenen Medien breiten sich elektromagnetische Wellen geradlinig aus.

e isotrop:
In isotropen Medien ist die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen unabhéngig
von der Ausbreitungsrichtung, weil die (di)elektrische Suszeptibilitét y. und die
magnetische Suszeptibiltidt X des Mediums Skalare sind.! Fiir das elektrische
Feld gilt dann der einfache Fall

1 — — — — — —
—P=—D-FE=¢E-FE=(.—-1)E=xakF,
€o o
Xa Skalar = P E
und fiir das Magnetfeld
oM = Bt — poH = popioH — pioH = (1, — 1) pioH = Xmag By,
——
Xmag
Xmag Skalar = M| B.

Zur leichteren Unterscheidung haben wir zwischenzeitlich das durch die Magne-
tisierung des Mediums resultierende Magnetfeld Beg genannt und das zugehdrige
Magnetfeld im Fall des Vakuums (ohne Medium) poH = By .

! Allgemein sind die Suszeptibilititen y tensorielle Grofen zur Beschreibung anisotroper Medien.
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e linear:
In linearen Medien gilt Polarisation P x E und Magnetisierung M x B.

Dabei sind

€0 elektrische Feldkonstante, Vakuum-Dielektrizitatskonstante,

Er Permittivitatszahl, Dielektrizitdatszahl, relative Dielektrizitatskonstante
€ = €,€0 Permittivitat, Dieletrizitdatskonstante,

1o magnetische Feldkonstante, (magnetische) Permeabilitiatskontante,

. Permeabilitatszahl, relative Permeabilitét,

1= pptog  Permeabilitit.

Maxwell’sche Gleichungen:

. L 0B .
homogene MWGn:  a) divB = 0 b) rotE + 5 =
. . 0D .
inhomogene MWGn : divD = o , rotH — 5 = 7, (9.1)
=1 -~ OE -
bzw. c)divEk = —p, d) rotB — peps = Wy .
€

Zu beriicksichtigen ist, dass fiir die Ladungsdichte p bei den in dieser Form darge-
stellten MWGn gelegentlich auch oge; geschrieben wird, weil mit o hier nur die freien,
stationdren Ladungen erfasst werden sollen. Auch fiir die Stromdichte ; wird gele-
gentlich ffrei geschrieben, weil auch sie nur von freien Stromen erzeugt werden soll.
Weiterhin kann man die MWGn umschreiben mit den folgenden Beziehungen:

1 1
Vakuumlichgeschwindigkeit ¢ = &€ = —,
g w g c \/m oMo 2
1 1 c c

,Lichtgeschwindigkeit” in Medien c¢,, = —.

VER  \JEEofiflo  \ErHr M

n ist der aus der Optik bekannte Brechungsindex. Im Fall des Vakuums mit ¢, = 1
und g, = 1 ist dann in den MWGn ¢ durch ¢ und g durch g zu ersetzen.

Wenn die Ladungen bzw. die Ladungsdichte p und die Ladungsstrome bzw. die
Stromdichte j stationér sind, sind auch E- und B-Feld stationir und nicht mehr mit-
einander verkoppelt, weil die zeitabhidngigen Terme % -+« in den MWGn verschwin-

den. Wir erhalten folglich die beiden Gleichungen der Elektrostatik

— 1 1 — —
divk = —p = o rotEF =0,
€ €rE0

und die beiden Gleichungen der Magnetostatik

divB=0 |, rotézuj:yr,uoj.
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Die einfachste Form nehmen die MWGn (9.1) im Vakuum und ohne freie Ladungen
geméflt o = 0 und ohne freie Strome geméfs 7 = 0 an, weil sie dann alle homogen sind:

— ~ — ag

a) divB = 0 b) rotF = ——

a) div ; ) TO BTk
diVﬁzO, rotH = a—D,

ot

— ~ - ].aﬁ

bzw. ¢)divE = 0 d) rotB = — —.
zw. ¢€) div , ) ro 2 o

An zwei kleinen Beispielen werden wir jetzt die MWG c) veranschaulichen.

Beispiel 1:

(9.2)

Wir betrachten das kugelsymmetrische E-Feld einer Punktladung ¢, die in ein homo-
genes, isotropes, lineares Dielektrikum mit der Permittivitatszahl €, = 5 eingebettet

ist. Mit .
E = —grad®
erhalten wir fiir die MWG c¢) die Poisson-Gleichung
= 1
divEk = —divgrad® = —A® = 0.
€réo

Das E-Feld einer Punktladung in dem o. g. Dielektrikum ist

=N 1 q T_"—’f_”o
E(F) = . .
() Amecy [F—Tol2 |7 — ol

und ihr Potential

. q 1
D(r) = .
(T) 47T€T€0 |F— F0|

Im Kapitel 5 hatten wir gezeigt, dass die Ladungsdichte einer Punktladung ¢
o(r") = q8(" = o)

ist und dass
YA

1 L
Py = —47m (7" — 7p)

gilt. Einsetzen in die Poisson-Gleichung (9.3) ergibt
q 1

—

A eneg  |F — T

- 1 ursr-r)

divE = AP = —A

4 e,€9
— 1 S 1
divk = qo(r—rp) = o. O
Er&o Er€o
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Die Potentialfunktion (9.4) fiir eine Punktladung ist also eine Losung der Poisson-
Gleichung —A®P = p/e.

Wenn wir jetzt die Permittivitatszahl ¢, = 5 fiir das Dielektrikum berticksichtigen
und die daraus resultierende Divergenz des E-Feldes mit seiner Divergenz im Fall des
Vakuums vergleichen, stellen wir fest, dass die Divergenz (Quelldichte) des E-Feldes
im Dielektrikum um den Faktor 1/5 kleiner ist als im Vakuum:

Wie man sieht, besitzt ein Dielektrikum eine abschirmende Wirkung auf das von einer
freien Ladung ausgehend FE-Feld.

Beispiel 2: .
Jetzt betrachten wir das homogene Feld £ = (E, = const, £, = 0, £, = 0). Die
MWG c) liefert

. 0E, 0E, OE.
+ =2+

divEk = o 9y 5, =0.

Innerhalb eines homogenen E-Feldes existieren keine freien Ladungen als Quellen des
Feldes. Ein homogenes E-Feld ist quellenfrei. Auch die Umkehrung ist zutreffend:
Befinden sich freie Ladungen innerhalb eines bestimmten Raumbereichs, so kann das
von ihnen erzeugte E-Feld um sie herum nicht homogen sein. ,Um sie herum® wurde
deshalb betont, weil das homogene E-Feld z.B. im Innern eines aufgeladenen Plat-
tenkondensators nur quellenfrei ist, solange der betrachtete Raumbereich nicht die
Plattenoberfliche (mit den freien Ladungen) einschliefst.
Fiir die Potentialfunktion ¢ dieses homogenen E-Feldes gilt

do(7) = —E - dF bzw. dd = —E, -dz .

Sie ist eine Losung der Laplace-Gleichung A = 22 4 giy‘f + 3827"5 =0.

Ox2

9.1.1 Plausibilisierung des Potentialansatzes

Der bisher empirisch nicht widerlegte Sachverhalt, dass es keine magnetischen Mono-
pole gibt, wird von der MWG divB = 0 beschrieben. Diese homogene Differentialglei-
chung kann immer durch den

Ansatz B = rotA

mit dem Vektorpotential? g(f’, t) gelost werden, denn fiir jedes beliebige Vektorpoten-
tialfeld gilt
divB = divrotA =0.

Mit dem elektrischen Potential (7, t) wird das E-Feld in der Elektrostatik durch

—grad @ = E

2Das Vektorpotential A darf nicht mit dem Flachenvektor verwechselt werden und hat folglich nichts
mit dem vektoriellen Flachenelement dA zu tun.
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beschrieben. Dann ist die MWG
. OB -
rotE + i 0 =rot (—grad @) +— (9.5)
—_——

nur erfiillt, wenn B /0t = 0 ist. Das bedeutet. dass in in der Elektrostatik das E-Feld
wirbelfrei ist. . . . B
Wenn wir aber B in der MWG rotE + 0B /0t = 0 geméf dem Ansatz durch rotA

ersetzen, erhalten wir
. 9A\ -
t|E+— ] =0
ro ( + B t)

und sehen, dass allgemein nicht das E-Feld allein, sondern (E + 6/1)/ 875) wirbelfrei
sein muss. In Verallgemeinerung von (9.5) schreiben wir deshalb

und erhalten das (allgemeine) elektrische Potential &(7,t) mit

. 0A
E+aa—t:—gradd3

Das wiederum heifst, wenn rot% = 0B /Ot # 0 ist, darf das E-Feld nicht wirbelfrei
sein. Und tatsdchlich ist diese Feststellung das Faraday’sche Induktionsgesetz:
,Zeitlich veranderliche Magnetfelder sind die Quelle elektrischer Wirbelfelder geméfs
OB /0t = —rotE .~

Wir sehen, dass der folgende Ansatz die homogenen MWGn 16st:
B =r1otA mit dem Vektorpotential A und
E+0A/0t = —grad® mit dem elektrischen Potential & .
Damit haben wir den

A
ot

—

Potentialansatz B =rotA E = —gradd — (9.6)

gefunden.

Maxwell’sche Gleichung c) mit Potentialansatz und Coulomb-Eichung:

Wir gehen jetzt mit dem Potentialansatz in die inhomogene MWG c¢) und fiithren
anschliefsend die .
Coulomb-Eichung divA =0

durch, d. h., das Vektorpotential A wird so gewihlt, dass es keine Quellen besitzt:
-1
divk =—-p =
€

0A ) 1
div (—grad@ — E) = - AP — — dlvA = -0 (9.7)
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Daraus erhalten wir die Grundgleichung der Elektrostatik (% cee = O), d.h. die

1
Poisson-Gleichung AP =——p
€

Maxwell’sche Gleichung d) mit Potentialansatz und Coulomb-Eichung:

Wir gehen jetzt mit dem Potentialansatz in die inhomogene MWG d) und fiithren
anschlieffend die Coulomb-Eichung durch:

t5 — OF i =
Iro E— =
% ot 12

B} A 24
rot rotA — ,ue% (—grad@ — 88_15) — rotrotA + usggradsp + Mea@ﬁ

und mit rot rotA = —AA + grad divA

9 A
—AA + grad divA +,u58—grad¢ + pe— o wi, (9.8)
<0
0 2A
—AA+ uea—grad@ + pe— 5 S
Daraus erhalten wir die Grundgleichung der Magnetostatik (% cee = 0):
AA=—pj

Fiir die Grundgleichungen von Elektro- und Magnetostatik kann man zusammenfas-

send schreiben:
0 g/o
A(ﬁ):_“) | ©9)
A I

Maxwell’sche Gleichung c¢) mit Potentialansatz und Lorenz-Eichung:

Wir gehen jetzt mit dem Potentialansatz in die inhomogene MWG c¢) und fiihren
anschliefend die?

- d [
Lorenz-Eichung divA + ,us%—t 20 & divAd=-— JLE 8875

durch. Bei der Lorenz-Eichung werden zeitliche Anderungen der (Potential)felder
miterfasst (Dynamik gemaf % R 0). Wir koénnen sofort von (9.7) ausgehen:

g .. - 1
—A@ — & leA = g o,
;—Hg%—f
0*P 1
— AP = —p.
T ot? € 0

3 divA + ps%—f 20 wird auch Lorenz-Bedingung genannt.
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Daraus erhalten wir die inhomogene Wellengleichung fiir ¢

O*® 1

AP — jjg— = ——
'ugﬁtQ 5‘9

Im Vakuum und mit g = 0 resultiert die homogene Wellengleichung

A@-/Logo =0.

ot
Maxwell’sche Gleichung d) mit Potentialansatz und Lorenz-Eichung:

Wir gehen jetzt mit dem Potentialansatz in die inhomogene MWG d) und fiithren
anschliefend die Lorenz-Eichung durch. Wir kénnen sofort von (9.8) ausgehen, dndern
aber die Reihenfolge der Terme:
-
grad divA + us%grad@ —AA+ uz—:% = uj,
L A :
grad (leA + ,uea> —NA+ pe— = uj,

(. J/
-~

=0
- 2A
—AA — = .
+ pe o ]

Daraus erhalten wir die inhomogene Wellengleichung fiir A

L A -
AA—WW = —HJ]

Im Vakuum und mit f: 0 resultiert die homogene Wellengleichung
PA

AA — =0
Ho€o 982

9.1.2 Zusammenfassung

Durch den Potentialansatz (9.6) und die Lorenz-Eichung werden die MWGn beziiglich
der Potentiale @ und A entkoppelt:

Wir formen (9.7) um und addieren auf beiden Seiten e G;Tf :
0 |
—AP = —divA+ -
5 WA + Z o,
0*® 9, - Pd 1
A — = —divA — 4 - =
TR T VAT g T
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2

0° P 0 odP\ 1
—AP = A -0. 1
+ pe —- 2 5% <d1v + pe —— T > +5 0 (9.10)

-~

20 (Lorentz-Eichung

Jetzt formen wir (9.8) um

A oL 0 B
—AA+ pe— = —graddivA — pe—grad®+pj =
ot? ot
L 924 oo -
—NA+ Hegm = —grad <d1vA + pe T > g (9.11)

20 (Lorentz-Eichung

Mit (9.10) und (9.11) erhalten wir aus den vier MWGn eine skalare und eine vek-
torielle, also insgesamt vier entkoppelte und deutlich einfachere inhomogene lineare
partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung (Wellengleichungen):

1 02 1
> 1 0?
O.A = 02 8t2A AA = 0wy (9.13)

Wir haben hier pe = 1/¢2, verwendet und im Sinne einer kompakten Schreibweise
den D’Alembert-Operator [ eingefiithrt. Er hat hier fiir die Ausbreitung elektro-
magnetischer Wellen in einem Medium mit dem Brechungsindex n = /ue die Form

und fiir die Ausbreitung im Vakuum in Vierervektor-Schreibweise

2 2 2 2 2
O—grg, - 0 O o0 & _ 0
2ot ox?  Oy? 022 Pot?

Bei (9.12) handelt es sich um eine Differentialgleichung beziiglich des elektrischen Po-
tentials @ und bei (9.13) um drei voneinander unabhéngige Differentialgleichungen,
also beziiglich jeder der drei Komponenten des Vektorpotentials A eine Differential-
gleichung. Existieren im betrachteten Raumbereich (Integrationsbereich) keine elek-
trischen Ladungen und keine elektrischen Strome, erhalten wir aus (9.12) und (9.13)
schlielich die vier homogenen Wellengleichungen

1 02
1 02 P

Falls der Integrationsbereich vollstdndig im Vakuum liegt, ist statt der Mediumlicht-
geschwindigkeit ¢, die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ zu verwenden.
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9.2 Die Coulomb-Eichung in der Elektro- und Magnetostatik

Die Coulomb-Eichung heifst auch optische Eichung. A soll den Ansatz B = rot A erfiil-
len, auch wenn A das Gradientenfeld grady enthdlt. Man kann also jedem
A-Feld ein beliebiges Feld grad v hinzufiigen, ohne dass sich dabei B veréndert:

A= A+grady = rotA =rotA + rotgradey =rotA =B . O
—_—

=0

A und A sind folglich dquivalente Vektorpotentiale. Dieser Sachverhalt liefert die
Wahlfreiheit beziiglich des skalaren Feldes () fiir die Coulomb-Eichung

divA=0.
Wir kénnen folglich bei der Eichung
divA = divA’ = div(A + grad ¢) = divA + Ay = 0
das Eichfeld 1 (7) stets so wéhlen, dass
Ay = —divA ,

wodurch

divA = divA = divA+ Ay = divA —divA = 0. O

9.3 Plausibilisierung der Lorenz-Eichung

Die Lorenz-Eichung ist nicht nach dem niederléndischen Physiker Hendrik Antoon
Lorentz (1853 — 1928) benannt, sondern nach dem dénischen Physiker Ludvig Valentin
Lorenz (1829 —1891).

In der Statik mit % .-+ =0 ist die Coulomb-Eichung divA = 0 ausreichend. In der
Dynamik mit % -+ # 0 jedoch sollen die elektrodynamischen Potentiale A und @ so
justiert werden, dass die

- P
Lorenz-Eichung  divA + ,uaaa—t =0 (9.14)

resultiert und dabei der Potentialansatz fiir £ , ndmlich

E = —grad® — %—f? : (9.15)

nicht verletzt wird. (9.14) und (9.15) sind aber zwei miteinander verkoppelte Differen-
tialgleichungen. Fiir die Eichung hinsichtlich des skalaren Eichfeldes (7, t) bedeutet
das, dass wir neben der im Abschnitt 9.2 verwendeten Eichtransformation fiir das
Vektorpotential A , namlich

A A =A+grady < A —A=gradv, (9.16)
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auch noch die Eichtransformation fiir das elektrische Potential @ bendétigen. Diese
erhalten wir aus (9.15) wie folgt:

B} 04
F = —grado - 22
ST o
B} DA
— E = —gradd — — .
gra 815

Subtraktion ergibt:

, 0, 0 0
grad((ﬁ —(15) =% (A —ff) = atgradw—grad( 8lf> =
(9.16)
_ o 9
P — P = Y & P =9 5

Damit haben wir die Lorenz-Eichtransformationen

A — A =A+grady

o — = @—8—¢
ot

gefunden. Diese Transformationen wenden wir jetzt auf die Lorenz-Eichung an:

divA + ug%qs =0 — divA + ugaﬁ@' =0,
div (A + grad ) +u5§t (cp — %—f) =0,
divA + Ay + '%82@ ,us%?f =0
AN ,ue?;? = —\(div[f—l— ue%@) = (i ,

-

Voraussetzung (9.14)

2

0
Np — ueatQ =0

Wir erhalten eine homogene Differentialgleichung beziiglich des skalaren Eichfeldes
(7, t). Weil diese Differentialgleichung 16sbar ist, also Losungen 1 existieren bzw.
konstruierbar sind, ist die Lorenz-Eichung (9.14) stets erfiillbar.
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10 Losungen der Wellengleichungen

Siehe:

Wolfgang Nolting, Springer-Lehrbuch, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 273 bis Seite 276,

Torsten Fliesbach, FElektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage, Elsevier,
Miinchen, 2009, Seite 156 bis Seite 162,

Rainer J. Jellito, Studientext — Elektrodynamik, Theoretische Physik 3, 3. Auflage, Aula-Verlag,
Wiesbaden, 1994, Seite 134 und Seite 135.

Aus den Maxwell’schen Gleichungen hatte wir die Wellengleichungen (9.12) und (9.13)
fiir die elektrodynamischen Potentiale @ und A hergeleitet. Im Folgenden werden wir
die Losungen dieser Wellengleichungen fiir das Vakuum bestimmen. Dies ist relativ
einfach, weil fiir das Vakuum die Dispersionsrelation

w(k) = ck (10.1)

gilt. Das bedeutet, das im Vakuum die Phasengeschwindigkeit w(k)/k = ¢ = const
aller elektromagnetischen Wellen die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ ist. Wir gehen also
aus von den Wellengleichungen

1 02 1
L1 . ,

Hierbei handelt es sich um vier lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung be-
ziiglich des Ortes 7 = (z, y, z) und der Zeit t. Weil alle vier Gleichungen die gleiche
Gestalt besitzen, haben auch ihre Losungen die gleiche Gestalt. Wir werden deshalb
die Gleichung (10.2) fiir @ 16sen und die Losungen fiir A analog angeben.

Die allgemeine Losung von (10.2) setzt sich zusammen aus der Losung fiir die homo-
gene Differentialgleichung, der homogenen Losung @y, , und einer speziellen Losung
der inhomogenen Differentialgleichung, der partikularen Losung Ppar :

Qsallgemein<f: t) - g25hom(f’a t) + gppart(f: t)

10.1 Losung der homogenen Wellengleichung

Die Loésung der homogenen Wellengleichung

1 0?

~ & gz Proml

AByon (7, 1) 7 1) =0 (10.4)
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beginnen wir mit dem als gelaufig vorausgesetzten Separationsansatz
Prom (7', ) = X () - Y(y) - Z(2) - T(t) . (10.5)
Einsetzen von (10.5) in (10.4) und anschlieftende Division durch (10.5) liefert

X// Y// Z// 1 T//

und schlieflich die vier voneinander unabhéngigen (separaten) homogenen Differenti-
algleichungen zweiter Ordnung

X// 9 Y// 5 9 T// 5
Tk ek =R, S=ut

Y T

ks, ky k. und w heifien Separationskonstanten. Durch Aquivalenzumformung erhalten
wir aus (10.6) die Dispersionsrelation fiir das Vakuum

wQZCQ(ki—f-kS—i—kg):c2|12]2:czk2 = w=w(k)==xck.

Diese aber zeigt, dass hier w durch k festgelegt ist. Die Losungen der Differentialglei-
chungen fiir den Ortsanteil, z. B.

X"z)+ Kk X(x)=0,
sind von der Form X (x) = e***  was man durch Einsetzen in die Differenzialgleichung
sofort sieht. Damit die Losungen nicht divergieren, muss k, reell sein. Und wenn wir
sowohl positive als auch negative k, in den Lésungen beriicksichtigen, brauchen wir
nur den positiven Exponenten der Exponentialfunktion zu verwenden, sodass z. B.

X(x) =™ mit {k,, k,k.} €R, —o00 <k, kyk. < oo.
Analog ist die Losung des Zeitanteils
T"(t) +w? T(t) =0 =
Tt)=e"" mit weR, 0<w<oo.

Wir konnen uns hier auf positive Kreisfrequenzen w beschrinken, wenn wir in der
Losung beide Vorzeichen des Exponenten von e beriicksichtigen.

Setzen wir diese Losungen in den Separationsansatz (10.5) ein, erhalten wir die
Elementarlosungen bzw. die Fundamentalbasis der homogenen Wellengleichung:

Pt — 6i[E~Fiw(k)t] R ei[E-F—i—w(k)t] R ei[E.F_w(k)t] .

Alle Linearkombinationen der Elementarlésungen sind homogene Losungen

n

Do (7, 1) = > A(k) @H (k) + > Blk,) & (k)

v=1
= ZA(ky,) ei[prF-"-w(ku)t} + ZB(}CV) ei[Eu'F—W(ky)t]
w=1 v=1

mit den beliebigen komplexen Koeffizienten A(k,) und B(k,).
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,» Ja sogar die ,kontinuierliche Linearkombination®
+oo +o00
Prom(F, 1) = / a(k) e/lFTr e 4 / b(k) el =] (10.7)
mit beliebigen komplexwertigen Funktionen a(k) und b(k) besitzt diese Eigenschaft. ¢!
Hierbei ist zu bedenken, dass z. B. der Integrand a(k) e’ iR o] gie Verteilungsdich-

tefunktion von A(k) eilFrrehy] geméf der Analogie

d d
Lk Lk . Lok ak
Alk)- e = [A(k) e } Ak) - - e 4 e™* - A(R)
_ d ak
= {aA(k)—l—dkA(k)
a‘(g)
= a(k) - e

ist. Weil die elektrodynamischen Potentiale reelle Grofen sind, nehmen wir von der
kontinuierlichen Uberlagerung bzw. Superposition (10.7) nur den Realteil und schrei-
ben fiir die homogene Losung kurz

Prom (7, t) = Re/dgk[al(E) +@a2(g)} i[er—wiy] | (10.8)

Hier sollen nicht nur @y, sondern auch die Amplitudenfunktionen a; (l; ) und a9 (/2 )
reell sein. Deshalb konnten wir uns auf das negative Vorzeichen von wt im Exponenten
beschrianken, denn

Re [(al +ias) eﬂ“’t} = Re [(al +ias) (cos(twt) + i sin(iwt))}
= Re [al cos(wt) + iag cos(wt) + iay sin(Fwt) — as sin(:l:wt)]

= ay cos(wt) F ag sin(wt)
und fiir e =
Rel|(a; +iag)e” M} = a; cos(wt) + ag sin(wt) . O
Durch die Anfangsbedingungen &(7, 0) und &(7, 0) wird (10.8) festgelegt.

Abschliefsend zeigen wir noch den Zusammenhang zwischen (10.8) und der Fourier-
Transformation von @(7, t). Dafiir gehen wir mit dem Ansatz

B, w)  — B, w)o(w—w(F))

in die Fourier-Transformation, denn 5(12, w) leistet unter dem Integral nur fir
w = w(k) = ck einen Betrag, weil w durch £ festgelegt ist. Wegen w = ck schrei-
ben wir im Exponenten vereinfachend nicht w(lg )t sondern w(k)t. Damit ist also die

1Zitiert aus: Rainer J. Jellito, Studientext — Elektrodynamik, Theoretische Physik 3, 3. Auflage,
Aula-Verlag, Wiesbaden, 1994, Seite 134.
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Fourier-Transformation

(2m)?
_ 3, L o ilEr—wh]
= d°k (2 )QQt(kj) (& )
T
————

— Bun( ) =Re [ [on(F) +iaa(F)]Fe0 L 0

Analog dazu lauten die homogenen Losungen der Wellengleichung fiir die Komponen-
ten A; des Vektorpotentials A(7), t)

Ajhom (T, t) = Re/d3k [ajl(]g> +iaj2(E)] . (i[FT—wik)t]

mit den reellen Amplitudenfunktionen a;; (IZ ) und ajs (lg ) )

10.2 Partikuliare Losung der inhomogenen Wellengleichung

In diesem Abschnitt beziehen wir uns auf die iibersichtliche Herleitung in: Torsten Fliekbach,
Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage, Elsevier, Miinchen, 2009, Kapitel
17 Allgemeine Losung, Abschnitt Retardierte Potentiale, Seite 159 bis Seite 162.

Wir werden eine partikuldre Losung der inhomogenen Wellengleichung

2o 1) — ~ & gty = — Ly p) (10.9)
mt)— = = =—-— .

; 2 o2 T, £ o\r,

zeigen und dann analog dazu die partikuldren Losungen der inhomogenen Wellenglei-
chungen beziiglich A angeben:

Die Fourier-Transformationen allein der Zeitabhéngigkeit von ¢(7, t) und o(7, ) sind:

1 =, e
o 8 = (27r)2/ dgk/ dw D(k, w) - ' FTmD =

/dw D, (F) - e ™" |, (10.10)

(2m)
= — ]' i ~ (= —wt
o(r, t) = \/—2—7r_/ dw 0,(7) - e . (10.11)
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Einsetzen von (10.10) und (10.11) in die Wellengleichung (10.9) ergibt

7d ANy et = L ood 5o (7) - ot
w _ () e = — — W Pu\T )€ .
c2 €0 e

—00 — 00

Der Vergleich der beiden Seiten der Gleichung zeigt

<A+‘*’_j> Bo(7) = — L (7). (10.12)
c €0
Jetzt benutzen wir (5.36) und setzen k = w/c:
e L
(A +Ek )W = —dno(r—7") =
2\ iwlF—i|/c
(A+°§—2) e‘FL—F,:/ — dn (7). (10.13)

Wenn wir 7 in (10.12) mit einem Strichindex versehen, dann (10.12) und (10.13)
kreuzweise multiplizieren und anschliefend nach 7’ integrieren, erhalten wir

W2\ ~ B L w2 eiiwh?f?’\/c 1 N
(A+§>¢w(r)'47r5(r—r) = (AJrg) fm‘agw(r )

|7
R L
i 47T€0 “ |7?_7:’/| )
D, ! gilr—|/e
O,(i) = [ & — pu(i) - —=——— . (10.14
7 = [ gt P 10

Diese Gleichung stellt die zeitliche Beziehung her zwischen der Ladungsdichte an den
Orten 7" und dem aus dieser Ladungsdichte resultierenden Potential @ am Ort 7.
Allerdings sind hier sowohl die Ladungsdichte als auch das Potential noch von der
Kreisfrequenz w und nicht von der Zeit abhéngig. Deshalb setzen wir (10.14) in die
Zeit-Fourier-Transformation (10.10) ein:

1 e:l:iw|7_"—77’|/c

= 1 [ ~ o — iw
27 1) :E/dw/dgr/ dreg QW(TI).W.G &

1 1 1 7 . Ly
a4 V; / dw (") - e~ (FI=1) (10,15
/ | Nor: 2.(7) (10.15)

~ 4reg 7|

Jetzt nehmen wir

tF =t
c
an, sodass geméfs (10.11)
L / dw 3, (7') - e~ = o(F', t') (10.16)
V2T v 7
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Unter Beriicksichtigung von (10.16) wird aus (10.15) schliefslich

1 ot
B(7, t) = Dpany (7', ) = /d3r’ M .

- 47'('80 ’F-F"

Darin verbergen sich zwei partikuldre Losungen:

fir L,
g T
c
das retardierte Potential
Bt 1) = — /d?’/Q(F/’t_'F_F/'/C)
R deg |7 — |
und fir .
S kil SR
c

1 —»/’ t+ |7 — 7
Do (7, 1) = /d?’r' o, t+ 7= 7l/e)

N 471'50 |F-'F’|

Die entsprechenden partikuldren Losungen fiir das Vektorpotential A sind

1 t)_@/dgr,j(f’,twf—ﬂ/c)

s |77 — 7|

Interpretation:

» Wenn sich die Ladungsverteilung zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢’ dndert, dann
pflanzt sich die dadurch verursachte Anderung des elektromagnetischen Felds mit der
Lichtgeschwindigkeit ¢ fort. In der Entfernung |7 — 7’| &ndert sich das Feld daher
erst zur spiteren Zeit t = t' + 6t. Wegen dieser verspiteten Anderung heift die
Potentiallosung ... retardiert. ... Das andere Vorzeichen fiihrt zur avancierten
Losung. ...

Zur Diskussion der physikalischen Bedeutung der retardierten und avancierten Lo-
sung betrachten wir die Dipolantenne eines UKW-Senders. Die Abstrahlung der An-
tenne (bei 7’) kommt nach der Zeit 6t = | — 7|/c beim Radiohtrer (mit einer
Empfangsantenne bei ) an. Die abgestrahlte Welle wird gerade durch das retardier-
te Potential der oszillierenden Ladungsverteilung der Sendeantenne beschrieben. Die
avancierte Losung ist dagegen aus Kausalitdtsgriinden auszuschliefen; denn in der
avancierten Losung wiirde die Ursache (Aussenden der Radiowelle) vor der Wirkung
(Empfang beim Radiohorer) liegen.

In der Empfangsantenne des UKW-Hoérers wird (durch die vom Sender ausgesandte
Welle) eine oszillierende Ladungsverteilung induziert. Bezogen auf diese oszillierende
Ladungsverteilung sind die zu empfangenden UKW-Wellen avancierte Wellen: Einer
eventuellen Modulation der Welle beim Sender entspricht ja eine Modulation der
Ladungsverteilung zu einer um &t spiteren Zeit; die Anderung der Ladungsverteilung
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erfolgt also nach der Anderung des zugehorigen Felds. In diesem Fall erfiillt gerade
die avancierte Losung die Kausalitatsforderung.

Im Prinzip sind alle oszillierenden Ladungsverteilungen formal als Quellterme in
den Maxwellgleichungen zu berticksichtigen. Fiir die Quellen (Sender) sind dann die
retardierten, fiir die Senken (Empfinger) die avancierten Potenziale anzusetzen. 2

2Zitiert aus: Torsten FlieRbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage,
Elsevier, Miinchen, 2009, Seite 161.

112



11 Die Lorentz-Transformation von E- und B-Feld

Nach dem Vorlesungsskript von Wolfgang Dreybrodt, Walter Ebeling und Volker Kastens, Spezielle
Relativititstheorie, Grundkurs Physik, Universitdt Bremen, Fachbereich 1, 1989.

In diesem Kapitel werden die physikalischen Grofsen und Gleichungen im SI-Einheiten-
System verwendet und nicht, wie es in der theoretischen Physik iiblich ist, im Gauf-
Einheiten-System. Weiterhin gilt stets die Tatsache, dass die elektrische Ladung ¢ eine
Erhaltungsgréf$e und folglich eine relativistische Invariante mit ¢ = ¢ ist. Beobachter
in S und in S’ messen dieselbe Ladungsmenge eines bestimmten Objektes. Diese
Tatsache lésst sich nicht herleiten, sie beruht allein auf experimenteller Erfahrung.

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich E- und B-Feld unter Lorentz-Transformation,
also beim Wechsel des Bezugssystems verhalten. Da E- und B-Feld von Ort und Zeit
abhéngen, konnen wir die Ortskoordinaten und die Zeit in den Maxwell-Gleichungen
transformieren. Dazu verwenden wir die homogenen Maxwell-Gleichungen (1) und

(2):

. 0B, 0B, 0B,

B _
div Ox + oy * 0z 0,
0 0L, _0E, 0B,
dx E, Oy 0z ot
rotE = 2 X E, OE, —_ OF. = _%
dy 0z  Ox ot
E: 0E, OE, 0B,
0z ox dy ot
B 0B
N ot

In S gilt E(m,y,z,t) und é(x,y,z,t). Wir konnen die Koordinaten z, y, z, t durch
die Koordinaten von S, also durch 2/, 3/, 2/, t’ ausdriicken und erhalten

—

E(z,y,z,t) = E(x(x/,y/,z/,t'), y(a' ' 2 t), 2(2 2 1), t(a:/,y/,z/,t'))
= E*(2,y, 7)),
é(m(x’,y’, 20,y 2 ), 2y 2 ), Hd Ly z',t’))
= By, 2.

—

B(x,y,z,t) =

Wenn allgemein d(x,y, z,t) = a*(2',y', 2/, ') gilt, sind @ und @* verschiedene Funktio-
nen, weil sie verschiedene Argumente besitzen. Vektoriell sind @ und a* aber gleich,
d.h. @ und @* besitzen trotz verschiedener Argumente in S die gleichen Komponenten.
Wir koénnen von jeder Komponente von @*(z’; 4/, 2/, t') unter Anwendung der Ketten-
regel die partiellen Ableitungen nach den ungestrichenen Koordinaten bilden und
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erhalten z. B. fiir die Komponente a;, partiell abgeleitet nach x

da, 0 0w, 0y | 0a, 02 0a, 8t _ Day (11.1)
ox' Oz oy’ Ox 0z Ox ot dxr  Ox '
Fiir die partielle Ableitung des gesamten Vektors @* z.B. nach x kann man damit
schreiben
86*8_95’ 85*8_y’ 8&’*8_2’_’_86*8_15’:@’. (11.2)
ox' Ox dy' Ox 0z Ox ot dx O
) : . . . . oa oa oa ..
In gleicher Weise erhélt man die partiellen Ableitungen 5 9. D Wir verwenden
y 0z
die Lorentz-Transformation
¥=qx—vt), Y=y, =2z, t’:fy(t—%:c)
c
und erhalten das Array A mit den Elementen A;; :
ox’ ox’' 0 ox' 0 ox’
_— = _— _— = _— = =Y
or | By EP o !
/ / / /
W _o W_,W_,%_,
ox dy 0z ot
(11.3)
07 0z 07 07
— =0 — =0 —=1 — =0
ox dy 0z ot
ot’ v ot ot’ ot’
— =" — =0 —=0 —=7.
ox 2 Oy 0z ot

Dieses Array entspricht der Lorentz-Transformation in Matrixschreibweise. Allerdings
haben wir hier als Zeitkoordinate ¢ verwendet und nicht ¢t. Mit (11.1), (11.2) und
(11.3) kénnen wir die partiellen Ableitungen von E(z,y, z,t) durch die gestrichenen
Koordinaten ausdriicken:

0E, 0E: _vdE; 0B, 0E; 0B, OE;
or | ox 2 ot oy oy’ 0z 07
OB, _ OB OE:
ot~ ow T o
0E, O0E; vO0E;  0E, 0E, 0B, 0K
or | or 2 ot oy Oy’ 0z 0z
OE,  O0E: O
o o T ar
OE. 0E: _wdE:  OE. 9E:  0E, 0L
oz | or 2 ot oy oy’ 0z 0z
OB, ___ 0B: _OE:
or — ow "o
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Damit haben wir zur Darstellung der partiellen Ableitungen von E (z,y,z,t) und ana-
log auch fiir B(z,y, z,t) in gestrichenen Koordinaten folgende Differentialoperatoren
gefunden:

0

ox

9 vo
Vﬁx’ 2o’

0

a —_—

ot
Anwendung der Differentialoperatoren auf die
Maxwell-Gleichung (1):

0B, N 0B, 0B. 0 =
ox oy dz 7

OB
ox'

v 0B}

OB
/y P
c? ot

oy’

+

(11.4)

Anwendung der Differentialoperatoren auf die Komponenten der
Maxwell-Gleichung (2):

0E, OE, 0B,

dy ot

0z =

OE, OF,

0z

0B,

ot
OE:

ox

oE; OE;

9B, (11.5)

=

OE:

oy’

0z

v OE

o

0B
y (11.6)

o0 or TT@or o

8E§ v 8E;‘

OE*
i o’ c2 ot

oy’

oB* OB
o  or

= Yo (11.7)

*

Umstellen der gesternten Gleichung von (11.4) nach y——" ergibt

ox
OB, 0B
oy’ 0z

0B
or'

v 0B}
762 ot

v (11.8)

Die rechte Seite von (11.8) setzen wir in (11.5) ein und erhalten
oE: OFE, vdB: 0B, 0B:
— /l] — J— j—
oy’ o0z 2 ot oy’ 0z
0B}

v2 835
Ta T v@y’_véz’
198"

o

oB:
"o

OB:

ot

OE*
oy’

0B

oB:
—
oy’

OFE*
U5y
Y 0z’

0z’
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& E%[W(EijvB;)] aa/[ (B; - vBl) | = - aaz:,;. (11.9)

(11.9) ist die 2-Komponente der Maxwell-Gleichung (2) im System S ausgedriickt in
den Koordinaten von S’. Da aber die Maxwell-Gleichung (2) wegen des Relativitéts-
prinzips auch in S’ gilt und ihre z’-Komponente dort die Form

0 0 0

—FE — —E' =——D0B! 11.10

oy 07 ot’ ( )
hat, findet man durch Vergleich von (11.9) mit (11.10) und unter Berticksichtigung
von E* = FE und B* = B

E, = y(E+vB)) =~ (E.+vB,) ,
Ell/ - 7(E;/K_UBZ) v (B, —vB.)
B, = B'=B8,.

xT

Jetzt formen wir die gesternte y-Komponente (11.6) der Maxwell-Gleichung (2) um:
OE; 8E* v OF; 0B, 0B,

0= Yo T@ar " "Wow "o
& 8%3;—8%[ (B:+vB;) | = - a(?s'[ (B +5E) |- (11.11)

Der Vergleich von (11.11) mit der y’-Komponente

0 0 0
_E/ __E/ — __Bl
oz " oz~ ot
der Maxwell-Gleichung (2) in S’ liefert
E. = E:=E,,
/ * v * v
B = 4 (By + C—2E) — (By + C—QE) .
Schlieflich formen wir noch die gesternte z-Komponente (11.7) der Maxwell-Gleichung

(2) um:
oE; vOE;, 0E; 0B} 8B*

Tor 7@ e "oy~ Vor o
a * * a * a % v %
= oz [7 (Ey - UBZ)} - a_y,Ex = o [’V (Bz — EEZ/H . (11.12)
Der Vergleich von (11.12) mit der z’-Komponente
0 P 0 B —EB’

977 9ot
der Maxwell-Gleichung (2) in S’ liefert

B. = y(Bi-5E) =7 (B.- 5B,) .

C

116



Wir stellen fest:

Die Transformationsgleichungen fiir die drei Komponenten des E-Feldes und fiir die
drei Komponenten des B-Feldes unter der Bedingung, dass sich S’ mit der Geschwin-
digkeit v gegeniiber S ldngs der z-Achse bewegt, sind

B = E, B, = B,
v

E = V(Ey—sz> B, = V(By+c—2Ez)
v

E. = (B +vB,) B = 7 (B gEy>

Wie man sieht, werden fiir einen mit S’ bewegten Beobachter E-Feld und B-Feld
ineinander transformiert. Elektrisches und magnetisches Feld sind deshalb untrennbar
miteinander verbunden und kénnen zum elektromagnetischen Feld vereinigt werden.
Diese Herleitung basiert auf der Lorentz-Transformation der Koordinaten, von denen
E-Feld und B-Feld abhéngen. Bei einem Systemwechsel des Beobachters hiatten wir die
inverse Lorentz-Transformation verwenden miissen, was im Ergebnis zu einer Umkehr
der Strichindizierung und des Vorzeichens von v, also zur relativistischen Vertauschung
in den Transformationsgleichungen gefiihrt hétte.
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12 Das elektromagnetische Feld einer geradlinig und
gleichformig bewegten Punktladung

Entsprechende Animationen findet man im Internet z. B. unter den Suchbegriffen ,,Feld einer beweg-
ten Punktladung” oder ,Bewegte-Ladung-Applet.

Gemaf Abbildung 12.1 befinde sich eine Punktladung ¢ stets im Koordinatenursprung
von S” und bewege sich mit der Geschwindigkeit v geradlinig und gleichférmig ldngs
der z-Achse von S. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 sollen S und S’ aufeinanderliegen. In
ihrem Ruhesystem S’ erzeugt die Punktladung kein Magnetfeld sondern allein das
zeitlich konstante kugelsymmetrische elektrische Feld

E’/ 1 q _, 1 if" 1 q 1 =1

5=} ! =/
= —€e, = — = — ('€, +y'e, +2€e, (12.1)
Aregr? " dregr? v 4dme 7”3( * ¥ Z)

mit ' = || = /22 + y? + 22 . Da das E’-Feld zu jedem Zeitpunkt die gleiche
Gestalt hat, muss auch seine Transformierte, das sich in S mit v bewegende Feld stets
die gleiche Gestalt haben. In S’ gilt also

—

E'=E'(«,y,7)=(E, E|,E)), B'=0.

Um die Feldkomponenten im Laborsystem S zu erhalten, benétigen wir die inversen
Transformationsgleichungen fiir die Komponenten von F’ unter Beriicksichtigung von
B'=0:

Em — Eylza BJJ - B;W
E, =~(E +vB' )= ~E B, —=~(B —2E) = Y g
Yy =7 y+v z) = 7 Y Yy =7 y_g z ) — _’Yg z0
E. =~(E —vB )= ~FE B, =~ (B +2F) = Ly
z =7 z_v y) — Y z z =7 Z+C_2 y ) — ’}/g y -

Jetzt miissen wir die E’ -Feld-Komponenten durch die Koordinaten von S ausdriicken.
Dafiir konnen wir wegen der Zeitunabhéngigkeit der Feldgestalt zur Vereinfachung die
Lorentz-Transformation fiir den Zeitpunkt ¢ = 0 verwenden:

/

¥=qx—vt)=yx, Y=y, F=z. (12.2)

Anmerkung:

Die Transformation der Zeit ¢ = v (t — %z) = —y%x bendtigen wir nicht, weil E’ nicht von ¢/
abhéngt und somit nur die Ortsvektoren 7' = (2/, ¢/, 2’) bzw. deren Léange transformiert werden. Da
die Lange eines Ortsvektors 7/ im Laborsystem S der zu einem Zeitpunkt in S gemessene raumliche
Abstand zwischen Anfang und Ende dieses Vektors ist, darf man vereinfachend den Zeitpunkt ¢ = 0
wahlen. Die Transformation erfolgt dann entsprechend der Messungen 2 bzw. 3 in Tabelle 4.1.

Etwas einfacher ausgedriickt:
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Dass in §” bei t = 0 die Zeit ' = —y%x von x abhéngt und nur fiir x = 2’ = 0 und damit nur
im Koordinatenursprung gleich Null ist, spielt hier keine Rolle. Von Bedeutung ist allein, wie ein
Ortsvektor aus S’ im Laborsystem S erscheint und welche Lénge er dort hat. Der rdumliche Anfang
und das rdumliche Ende dieses Vektors existieren in S stets gleichzeitig, so dass ihr rdumlicher
Abstand, die Lénge des Ortsvektors, zu einem Zeitpunkt bestimmt werden kann. Die Komponente

des Ortsvektors parallel und antiparallel zu ¥/, in unserem Fall die z’-Komponente, ist dann um den
Faktor /1 — Z—; verkiirzt bzw. lorentzkontrahiert.

Mit (12.2) schreiben wir zunéchst r? in den Koordinaten von S:

1

7"2::B'2+y'2+z'2272$2+y2—|—22:72 |::L,2_|_Py2

(yQ + Z2):| _ 72 d2

N

mit d = [mz + % (v + 22)]

Weiterhin setzen wir

q
=k.
47T€0

Aus (12.1) resultieren jetzt die Komponenten von £’ ausgedriickt in den Koordinaten
von S:

P B
T Amwey 33’
q ¥ Y
E = A 12.3
Y d4meyr y3d3 ' ( )
qg 2z z
p=-1c _ .
2 Admeyr y3d3

Mit (12.3) gehen wir in die inversen Transformationsgleichungen fiir das Feld der be-
wegten Punktladung ¢ und erhalten die Feldkomponenten in S

YT T

E, = E, = FoE T P
E, = v-E, = V'k% = k,y2yd3
E, = v-E = 7'k75d3 - k75d3
B, = B, = 0 = o=
B, = —’Yé‘E; = _70% # - _é ’y;d?’ - _UQ :
B, = v%-E; = c% 73d3 - % 72yd3 - ;Ey
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Wir fassen die Komponenten B,, B, und B, unter Beriicksichtigung von v = v, €,
zum B-Feld zusammen:

0
B, 0
B = By = c? z = g —Ug Ez
B, v vy B
Uy E,
1
= ? 0 X Ey s
0 E,
— 1 N —
B== (v x E) . (12.4)
c
Das E-Feld im Laborsystem § ist
E €T _ _3
. @ 1 1 1 2
E=|E = k =k7 =ki'— | d*
EZ ~243 g r ~2(3 r ~2
— 2 1 -3
qr v 2 2 2 2
_ - — . 12.5
47T€0< CQ> [m T g +Z)_ (125)

Jetzt nutzen wir die Rotationssymmetrie des E-Feldes um die z-Achse aus, um d? zu
parameterisieren. Zunichst formen wir d? etwas um:

&’ = x2+<1—v—2> (yz—l—zz):x2+y2+z2—v—2(y2+22)
c? c2
_ 7"2—@—2(3/2+22):7’2(1_ﬁy2+22)
c2 ’

Man kann sich leicht veranschaulichen, dass \/y? + 22/r der Sinus des Winkels o
zwischen 7 und ¢ bzw. der z-Achse ist und folglich

y2 + 2,2
r2

= sin? ¥ , U =<7, V) .

I

Damit erhalten wir

d? = r? (1 v sin? 19) (12.6)
= = : :

SchlieRlich setzen wir (12.6) in (12.5) ein und erhalten das E-Feld in $ gleichsam als
Momentaufnahme zum Zeitpunkt t =t = 0:

= 2 2 -
oo 4qr v 2[4 U .2
E = ey (1 CQ) [r (1 > sin 19)] ,
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(12.7)

Y y
v > E
......................... E E
E| S ’
E E,
r r
9 9“
9.8’ X' g vV X
Abb. 12.1 links: Das elektrische Feld der Punktladung ¢ in ihrem Ruhesystem S’. Es gilt 2/ = vz

und 3/ =y bei v = 2.

rechts: Das elektrische Feld der relativ zu S mit der Geschwindigkeit v

bewegten Punktladung g zum Zeitpunkt ¢t = 0. Es gilt £, = E}, und E, = vE}.

Untersuchen wir die Abhéngigkeit des E-Feldes von der Geschwindigkeit v und dem
Winkel . Zur besseren Veranschaulichung der Komponenten verwenden wir dafiir
auch (12.5). Beginnen wir mit einigen speziellen Fallen:

e v=20,

- i T’ -
¥ beliebig - F=1 d =

dreg 3 dmegr’

Das E-Feld ist kugelsymmetrisch und gleich dem E'-Feld. Esist B=0.

e 0<v<ec, =0 = #0,y=2=0:
kx 1 k k
= = " g B =E =0 (12.8)
V23 (yx)2 2
Wegen v = 2’ und v > 1 hat die E,-Komponente in 5 schon bei z < 2’ die Feld-
starke E! erreicht. Die z-Komponente des E-Feldes in S fillt bei wachsendem
Abstand von der Punktladung schneller ab als die 2’-Komponente des E'-Feldes
in S’. Das E-Feld ist in z-Richtung gegeniiber dem kugelsymmetrischen F'-Feld
gestaucht.
e O<v<e, 19:% = x=0, zzB.y#0, 2=0 :
3
kx [y*] 2 ka3
E, = _f y_2 :—27—3:7—?@:0 bei z =0, (12.9)
7L 7Y
3
ky [v*] 2 kyo® Kk
3
kz [y2] 2 kz o3 k
E. = S8 =2 020 beiz=0.  (12.11)
7L ) )
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Die E,- und die £,-Komponente verschwinden. Die £,-Komponente in .S ist um
den Faktor v gréfer als die F)-Komponente in S”. Wegen der Rotationssymme-

trie des E-Feldes um die z-Achse gilt in der (y, z)-Ebene:

E=\/E2+ E?=~/E?+ E2.

Das E-Feld ist also in der (y,z)-Ebene gegeniiber dem kugelsymmetrischen
E’'-Feld gedehnt.

voec=>y—00,0=0= x#0,y=2=0:

Aus (12.8) resultiert fiir v — ¢

ko 1 k
lim B, = lim — — = lim —— =0, E,=E, =0.

Y=o Y—00 ’y2 Z‘S Y—00 (/737)2

Fir v — ¢ geht die E,-Komponente, also die E—Feld—Komponente léngs der
Bahn der Punktladung in S gegen Null.

v—>c:>fy—>oo,19:g = =0, z.B.y#0, 2=0:

Aus (12.9), (12.10) und (12.11) resultiert fiir v — ¢
k 2772 k
lim B, = lim 2 {y—l = lim v = o0, E,=E,=0.
Y—00 y

Wegen der Rotationssymmetrie des E-Feldes um die z-Achse gilt in der
(y, z)-Ebene, also senkrecht zur Bahn der Punktladung fir v — ¢

E=\/E+ E2=7~,/E?+ E? — oco.

Wie sieht das E-Feld einer bewegten Punktladung in S aus?

1.
2.

Bei v = 0, also wenn die Punktladung ruht, ist das E-Feld kugelsymmetrisch.

Fiir den Abstand r von der Punktladung gilt:

Parallel und antiparallel zur Geschwindigkeit ¢ entsprechend ¥ = 0 und v = =
hat die E-Feld-Stirke ihr Minimum. Sie nimmt dann stetig zu bis sie senkrecht
zu ¥ entsprechend 9 = %7? und ¥ = %W ihr Maximum erreicht. Das E-Feld
erscheint ldngs der Bahn der Punktladung gestaucht und senkrecht dazu gedehnt

bzw. vergrofert.

Je grofer die Geschwindigkeit v, desto starker ist dieser Effekt.

. Ausgehend von der Punktladung nimmt die Feldstérke ]ﬁ] entsprechend

r% = r%e? radial mit r% ab. Die F-Feld-Linien haben somit einen radialen Ver-

lauf.

Das B-Feld hat keine z-Komponente und steht wegen B = C%(U X E) stets
senkrecht auf ¥ bzw. senkrecht zur z-Achse und auch senkrecht auf den radialen
E-Feld-Linien. Folglich bilden die B-Feld-Linien konzentrische Kreise um die
a-Achse, wobei auch |B| wie |E| mit & abnimmt.

Fir v — c¢ gehen die F,-Komponente gegen Null und die E,- und die F.-
Komponente gegen Unendlich.
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Maxwell’sche Gleichungen im Vakuum

~ 1

div E = 5— o,

inhomogene Maxwell’sche Gln. OF 0
0B — L~ i,
ro €otto It Ho J
div B = 0,
homogene Maxwell’sche Gln. 2B
IOtE' + E = 6



13 Kovariante Darstellung der Elektrodynamik

e In Anlehnung an das Buch von Helmut Giinther,
Spezielle Relativitdtstheorie — Fin neuer Finstieg in Einsteins Welt,
1. Auflage, Teubner-Verlag, Wiesbaden, 2007, Seite 154 bis Seite 200.

e Siehe auch: Eckhard Rebhan, Theoretische Physik: Relativitdtstheorie und Kosmologie, Spektrum-
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2012, Seite 120 und folgende,
Kapitel 5 Relativistische Formulierung der Elektrodynamik.

e Dieses Kapitel ist eine Ergdnzung zum
Kapitel 3 Zur relativistischen Punktmechanik im Viererkalkiil
in meinem Skript Grundideen zur relativistischen Punktmechanik und zur ART.

Die kovariante Darstellung der Elektrodynamik erfolgt im Rahmen der SRT.
Kovariant bedeutet in diesem Zusammenhang, dass Tensorgleichungen wie z.B.
VY = A% w? unter Transformationen, d.h. beim Wechsel des Koordinatensystems,
forminvariant sind. Symmetrien sind dafiir eine wesentliche Bedingung;:

- Die Isotropie des Raumes fiihrt zur Forminvarianz bei Drehungen, d. h., Ten-
sorgleichungen sind kovariant unter orthogonalen Transformationen.

- Das Relativitatsprinzip fiihrt zur Forminvarianz beim Wechsel des Inertial-
systems, d.h., Lorentz-Tensorgleichungen sind kovariant unter Lorentz-Trans-
formation.

Tensoren in Tensorgleichungen, die beispielsweise physikalische Gesetze formu-
lieren, besitzen zwar in verschiedenen Inertialsystemen (Bezugssystemen) ver-
schiedene Komponenten, ihre Form dndert sich jedoch insgesamt nicht bei einem
Wechsel des Bezugssystems.

- Die Maxwell-Gleichungen gelten ohne Korrektur in jedem Inertialsystem und
sind demzufolge per se kovariant. Sie bilden die Grundlage der Elektrodynamik.

Vierertensoren sind Tensoren, die auf dem Minkowski-Raum basieren und deren
Indizes deshalb allgemein die Zahlen 0,1,2,3 annehmen konnen.

Vierervektoren sind Vierertensoren 1. Stufe, die sich wie Tensoren 2. Stufe in
,Matrixschreibweise“ (Spalten- und Zeilenvektoren) oder in ,Indexschreibweise” dar-
stellen lassen. Im Grunde genommen bréduchte man zur Beherrschung der SRT den
Tensorkalkiil nicht, denn die SRT ,lebt* im Minkowski-Raum, einem 4-dimensionalen
pseudoeuklidischen Raum, dargestellt durch das pseudoorthogonale Raumzeit-Koordina-
tensystem. Doch lassen sich durch den Tensorkalkiil viele Sachverhalte der SRT und
insbesondere der Elektrodynamik eleganter, d. h. kompakter und tibersichtlicher dar-
stellen.

e Zur Notation:

In diesem Kapitel verwenden wir die Signatur (—2) entsprechend der ,West Coast
Metric”.
Im Folgenden schreiben wir den Lorentz-Faktor in der Form

1 1
Y=———= bzw. 7, =

v2 u
-2 -
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Dreiervektoren wie beispielsweise die (Dreier-) Geschwindigkeit @ = (u,, u,, u,) oder
der relativistische Impuls p, = (pm, Drys prz) werden fettgedruckt dargestellt.

In Matrixdarstellung schreiben wir Vierervektoren beispielsweise in der Form
(w“) = (wo, wl,wz,w3) = (wo, 117) .

Dabei sind die w* die Komponenten des Vierervektors (w“). w ist der Raumanteil
des Vierervektors und wird deshalb nicht fettgedruckt dargestellt. w® ist der Zeitan-
teil des Vierervektors. Ist der Raumanteil des Vierervektors gleich dem Dreiervektor
wie beispielsweise beim relativistischen Impuls p;, schreiben wir ihn fettgedruckt.

Achtung! Auch wenn die kontravarianten Vierervektoren in der Matrixdarstellung
als Spaltenvektoren definiert sind, schreiben wir sie aus Platzgriinden bedarfsweise
als Zeilenvektoren.

Weil die Lorentz-Transformationsmatrizen L und L~!' gemif L = LT und
L' = L'7 symmetrisch sind, brauchen wir die Indizes in der Indexdarstellung
nicht horizontal gegeneinander versetzt zu schreiben. Wir verwenden demzufolge
aus Bequemlichkeit die Schreibweise L — Lﬁ' bzw. L™! — LZ, .

e Die Raumzeit-Punkte (Ereignisse) einer Weltlinie werden durch Vierervektoren, die
Viererorte, in Parameterdarstellung beschrieben:

kontravariant : (:z:“(t)) = (mo, ot (t) 23 (t) :L‘3(t)) = (ct, x(t), y(t), z(t)) ,
kovariant : (:z;#(t)> = (mo, x1(t) o (t) xg(t)) = (ct, —z(t), —y(t), —z(t)) :

Der Parameter ist hier die Zeit ¢.

e Die Vierervektoren der Geschwindigkeit sind

kontravariant : (u“) = <%) = Y (%) = (%c, Yulz, Yuly, %uz),

. dz dz
kovariant: (u,) = (d—:) = (d_tu) = (Y€ —Yullz, —VuTy, —Vulls) -
Die Vierergeschwindigkeit ist zeitartig.

e Das Differential der Eigenzeit 7 ist

ds 1 2 1
dr == = = SV@AP — @2 = \J1- 2 dt = —dt
C c Yu

C

mit der momentanen Geschwindigkeit @ = (ug, uy,u.) = u? = |[d]* = u® eines
Teilchens oder eines Korpers und mit dem Weltlinienelement ds.

e Das Eigenzeitintervall

T2 t2
2
AT = /dT = /\ll—u—(zt)dt
C
T1 t1

ist eine Lorentz-Invariante, also in allen Inertialsystemen gleich.
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Das Minkowski-Produkt (Skalarprodukt) aus verschiedenen oder gleichen Vie-
rervektoren wie beispielsweise

ds? = N datdz” = dx,dz”
ist lorentz-invariant.

Die Norm |u*| der Vierergeschwindigkeit ist in allen Bezugssystemen und fiir alle
Geschwindigkeiten u dieselbe Invariante, ndmlich

P = et = ute, = (00) = ()’ = (u?)” = (@)

_ ()’ (w)" (w)
- w2 w2 w2 u?

2 T2 2 T2

2 g2
~F s ¢ 7

C2
ut| = c.

Die elektrische Ladung q ist eine Erhaltungsgrofse und somit lorentz-invariant.

Die Ruheladungsdichte g, ist die Dichte der elektrischen Ladung in ihrem Ru-
hesystem :

A
= A_‘go bzw. kurz gy = % :

Die Ruheladungsdichte ist folglich unabhéngig vom Bezugssystem, also lorentz-
invariant

Qo

Die bewegte Ladungsdichte p ist die Dichte der elektrischen Ladung in dem
System, in welchem sich die Ladung z. B. mit der Geschwindigkeit 4 bewegt:

qg q .1 Yu
0 v Vi Vo % 20 Vo A Qo " 7, 0 > 0o

Wegen der Lorentz-Kontraktion des bewegten Volumens V' in Bewegungsrichtung
wurde hierbei V = %u - Vo verwendet.

( ju) ist der kovariante Vierervektor der Stromdichte, kurz die kovariante Vierer-
stromdichte, die man mit dem kovarianten Vierervektor (%) der Geschwindigkeit
wie folgt erhalt:

. d d
) = 20 () = 0 (G2 ) = oo gylet. —2. =3, 2

= 00Yu - (C: Uy, —Uy, _UZ) )

(]u) =0 (C, Uz, —Uy, _uz) = (CQ7 _;)

Die kontravariante Viererstromdichte ist folglich

—

(]M) =0 (C, Ugs Uy, uz) = (CQ, J)

127



e Ausgehend vom Potentialansatz (siche Abschnitt 9.1.1)

0 9,
5 ar 5o
. " 0 9,
B=rotA = | By [ =| 7 Az — I A | (13.1)
0 0
B, — A, —— A,
or Y Oy
d 9,
_ 262y
L, Ox ot "
. DA 0 9
_ _ _ | —= A
E=—grad® — a5 E,| = y ar (13.2)
0 0
E. _ Y524
0z (p ot A
und mit dem Ansatz fiir das Viererpotential®
0 A1 42 43 @
A = (A.,A,A.,A,)::(—V,Ax,Ay,A%> , (13.3)
c
” ®
A, = (Ag, A1, Ay, A3) =1, A" = = A, —A,, —A, (13.4)

konstruieren wir den elektromagnetischen Feldstirketensor, kurz Feldstarke-
tensor

19) 0
= — - W o Br
F = py A, e A, bzw. F' =n'"F,sn
1 0 0 0
) B 0 -1 0 0
mit () =n=n"=n"=|, o _; o = 0w)-
0 0 0 -1

Unter Beriicksichtigung des Potentialansatzes (13.1) und (13.2) und mit (13.4) be-
rechnen wir die 16 Komponenten des kovarianten Feldstéarketensors. So erhalten wir
beispielsweise die Komponenten

%) o 10 0 @ 1( %) aAQ

1
Fn=guh—gab=Cat) g Ta? =B

or c c ox ot

0 0 0 0 0 0

'Es wird sich im weiteren Verlauf zeigen, dass dieser Ansatz zu den richtigen Ergebnissen fiihrt.
Zumindest aber besitzen %@ und A die gleiche physikalische Dimension.
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Es resultieren schlieklich der kovariante Feldstirketensor F), und durch Her-
aufzichen der Indizes von F),, geméf der

Matrizenmultiplikation (n“a) . (Fa5> . (776”) = (F““)

auch der kontravariante Feldstarketensor F* jeweils in Matrixdarstellung:

o iE, 1B, lE 0o -lg, 1B, -lE
LB 0 =B B ‘E, 0 -B. B
(Fiw) L (F) =
-1pg, B. 0 -B, 1B, B. 0 -B,
_% E. -B, B, 0 % E, -B, B, 0
(13.5)

Wie man sieht, ist der Feldstiarketensor antisymmetrisch geméf
F, =-F, bzw. FWY=_—-F".

Weiterhin gelten die folgenden Beziehungen fiir den Ubergang vom kovarianten zum
kontravarianten Feldstarketensor und umgekehrt:

FOy:_F0V7 FMOZ_Fuoa FHV:Flwa MV€{17273}'

e Von besonderem Interesse ist das Verhalten des Feldstarketensors unter Lorentz-
Transformation, weil man daran das Transformationsverhalten der Komponenten
des E- und B-Feldes ablesen kann. Betrachten wir beispielsweise die Transformation
von Fj,, in S nach F),,, im Inertialsystem S’, wobei sich S” geméaf der Standard-
konfiguration mit der Geschwindigkeit ¥ = v €,, 1angs der z-Achse von S bewegen

soll:
ox* o0x”

oxt oV M
Hierbei wird die inverse Lorentz-Transformationsmatrix

F

W'

v v 00

Qut\ oy T _ |ve v 00
(axw)—L A R
0 0 01

benutzt,? sodass die Transformation von F),, in Matrixschreibweise geméf

2Warum hier die inverse Lorentz-Transformation L~! benutzt wird, erkennen wir an der folgenden

Analogie:

001" (o — L q = L) s dor = 2% qun = 10 det’ 2 L (do?)
gan 0T P = oo U T w4 = '

dat =
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(F , ,) = (L™HT (Fw/) L~ erfolgt:

(Fuw) = : ’ o (13.6)

7 9% 0 0 0 E, 1E, lE, v 42 0 0
e v 00 —%Em 0 -8B, B, ve v 00
o o0 10 g, B, 0 -B, |lo o 1ol
0 0 01 -iE., -B, B, 0 0 0 01
0 lE 'y(Ey—sz) w(Ez-&—vBy)
_lE 0 _’Y(ch—BEy) ’Y(CBy-‘rﬂEz)
(FM/,/> _ c T c c
_*y(Ey;sz) 'y(chc—BEy) 0 —Bx
_'y(EzJ;vBy) _'y(cBy:rBEz) Bm 0

(13.7)

Daraus resultiert der gestrichene (zweifach) kontravariante Feldstérketensor wie
folgt:

0 -lg -lp _lp

» 'l 0 -B. B ) o |
F‘“’) _ | e _ <ua><Fa, )( V), 13.8
g -B, B, 0
0 —1E$ _fy(Ey:sz) _W(Ez—s;vBy)
N 1, 0 _7(CBz;,BEy) v(cBy:/BEz)
() -
'\/(Eyvaz) 'y(chf,BEy) 0 _B
’y(Ez—l—vBy) _’y(cBy+ﬁEz) B 0

(13.9)
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e Der Vergleich der zueinander gehérenden Matrixelemente von (13.6) mit (13.7) bzw.
von (13.8) mit (13.9) zeigt, wie sich E- und B-Feld vom Laborsystem S nach dem
bewegten System S’ in der Standardkonfiguration transformieren:

E, = ~(BE,—vB.) B, = ~v(B,+%E.) |. (13.10)
E. = ~(E.+vB,) B, = v(B.-%E,)

Durch relativistische Vertauschung erhalten wir daraus die inversen Transformati-
onsgleichungen, also die Transformation der Feldkomponenten von S’ nach S:

E, = E, B, = B!
E, = ~(E,+vB.) B, = v(B,—%E,) |. (1311
E. = ~(E.,—vB) B. = v(B.+%E))

Wie man sieht, sind E- und B-Feld untrennbar miteinander verbunden und es gilt:

* Man kann ein reines B-Feld niemals in ein reines E-Feld transformieren und
umgekehrt.

% Ein reines E- oder B-Feld in dem einen System, erscheint allgemein in einem
anderen System als Mischung aus beiden, ndamlich als elektromagnetisches
Feld.

Nur wenn sich ein System relativ zum anderen (momentan) léngs der Feldlinien
des E- bzw. B-Feldes bewegt, ist das resultierende Feld in beiden Systemen
das gleiche.® So gilt beispielsweise in Standardkonfiguration mit (13.10):

S [E — (E,,0,0), B = (Bx,o,())}

6: (’l)m 70?0)
—

S [E/ — (E,,0,0), B' = (Bx,o,O)]

e Indem wir die Feldvektoren in die Vektorkomponenten parallel (Index ||) und senk-
recht (Index 1) zur Geschwindigkeit ¥ von S’ aufspalten, erhalten wir die Trans-
formationsformeln fiir den allgemeinen Fall, ndmlich dass sich S’ mit beliebiger
Geschwindigkeit ¥ = (v, vy,v,) bezliglich S bewegt. Um diesen allgemeinen Fall
von der Standardkonfiguration zu unterscheiden, bezeichnen wir ihn als v-Boost.
Dabei verhélt sich die Transformation der |-Komponenten wie die Transfor-
mation der xz-Komponenten in Standardkonfiguration und die Transformation der
L -Komponenten verhilt sich wie die Transformation der y- und z-Komponenten in
Standardkonfiguration.

3Dies gilt selbstverstandlich auch dann, wenn nur das E-Feld oder nur das B-Feld existiert.
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Das Ziel bei der Herleitung der allgemeinen bzw. vektoriellen Form der Transforma-

tionsformeln fiir die Felder ist, die ||-Komponenten und die L-Komponenten jeweils

durch E, B, v bzw. durch E’, B’, ¥ auszudriicken. Betrachten wir also zunéchst
1.

das elektrische Feld unter Berticksichtigung von (13.10) und mit v = —

1-32

2

[}

E'=E +E, & FE =FE-E|, v, E) Lv.
Fiir die ||-Komponente gilt dann
g - (LB - B =(YE)Y. (13.12)
I v v | v v

Und fiir die L-Komponente gilt dabei die Verallgemeinerung

E! = ~v(E, —v.B, _ _ -
y V(Ey —v.B.) N EiZW[EL—l-’BXB]
E, = V(EZ""UIBy)

(13.13)

mit
Uy B, vy B, —v.B,
Ox B = v | x| By | = v,B, — v,B,
v, B, v By — v, B,

Die relevanten Terme fiir den speziellen Fall der Standardkonfiguration mit
U = (v,,0,0) wurden im Vektorprodukt unterstrichen. Jetzt substituieren wir

B, - E-F - E_(E.E>2
(% (Y

in (13.13):
. L5 NG -
Schlieflich kénnen wir (13.12) und (13.14) zusammenfassen und erhalten
E = E|+E|
= <3E> L ’y[ﬁ— (EE) B—i—ﬁxé}
v v v v
L (5 -
— (B+9xB) - (7_1)_(_ E) ,
v\
1
(13.15)

E = 7(E+ﬁxé) — 70_2

Vollig analog erhélt man die allgemeine Transformationsformel

. . §xE y=1/_ =\ .
B’:ﬂy(B— 5 >— —(v-B)%.

Dabei brauchen wir eigentlich nur in (13.15) E durch B und B durch C%E Al
ersetzen und das Vorzeichen des Vektorprodukts umzukehren.
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. . -1 . . ..
Wir konnen den Faktor “7= noch etwas vereinfachen, sodass v? nicht mehr explizit
erscheint:

1 1 (-1 +1) 11,
(v =1) = —. — R -1
20-1) == P popr e (v -1
R S SO G U R SR O S S W S S L
o+l e? -5 v+l 02 -5 o+l w2 27 )
-1 7
2 2
v (v+1)c

Damit und durch Anwendung der relativistischen Vertauschung geben wir abschlie-
fend die vektoriellen Transformationsgleichungen fiir das elektrische Feld und
das Magnetfeld an, wobei sich " mit beliebiger Geschwindigkeit ¥ = (v, vy, v,) be-
ziiglich S bewegt (U-Boost):

— — 5 — ’y - — 5
E - (E B) - (E> ,
Y +v X CEDE v U
E - (B -oxB) - —— (.53
(y+1)e ’

. UxE 2 ,
B-,B-Y22)_ 7 <6-B>6,

c? (v+1)c?

. . GxE ~2 .
B - +(B _ (*.B’)*
”( e ) S AR

e Lorentz-Invarianten des elektromagnetischen Feldes sind

2

— — — 1 —
E.-B und <B2 — E2> )

Durch Einsetzen von (13.11) und unter Beriicksichtigung von 2 (1 — C—;) =1

erhalten wir:

E-B=E,B, + E,B,+ E.B, = E;B;Jer(E;B; + BB, — LE\E. — 2 EB.)+

Y

72(5;3; — VBB, + 4EE, — % 'B;) ,

E-B = E.B. + 4 (1—3—2) (E;B;+E;B;) - F.B. 0O
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B? - B — B2+4*(B} - 2B,4F, + SE2) ++*(B2 + 2B, 5 E, + % E7)

1
-5 {E;f g (E;f +2EvB, + v23;2> g (Ef —2B0B! + 023;2)}

B2 (B2 4 B2) 5 (BE + B2)
— # B = &7 (B} + B2) + 50° 4 (B + B2)

R
B?— S E* = B2 +9*(1-%) (B2 +B2)
1 12 2 v2 2 2 372 1 nlp)
—g{Ex +y (1—6—2)(13; +E;) = B*- S E*. O
e Die Lorentz-Kraft f: q(E—i—ﬁxB‘)

ist die (relativistische) Dreierkraft, die im Laborsystem S (momentan) auf eine mit
der Geschwindigkeit @ = (uy, u,, u,) bewegte (positive) elektrische Ladung g wirkt
unter der Voraussetzung, dass in S ein E-Feld oder/und ein B-Feld existieren.
Die Lorentz-Kraft ist per se kovariant (forminvariant) und somit relativistischer
Natur, denn sie besitzt in einem relativ zu S bewegten Koordinatensystem S’ die
gleiche Form, nédmlich

f'=q(E+u xB).
Im momentanen Ruhesystem der Ladung geht die Lorentz-Kraft {iber in die Newton’sche
Kraft:

nS: =0 = f—F, inS: 4 =0= f — F.
e Prinzipiell erhélt man die Lorentz-Kraft f aus der Kraftdichte d wie folgt:*
d=9E+ jxB =9(E+1xB)

ﬂ> f = ¢E +qix B=q(E+4xB).

4Wir bezeichnen hier die Kraftdichte mit dem Buchstaben d, weil die Buchstaben f fiir die Dreier-
kraft und k flir den Wellenvektor bereits vergeben sind.
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e Mit dem Feldstirketensor (£#*) in (13.5) erhalten wir (d*), den Vierervektor zur
Lorentz-Kraftdichte oder kurz die Viererkraftdichte, wie folgt:®

¢
(@) = (F™)(5,) = o0 (F*™) (u,)' = 00 (F*) -7 :Zg” : (13.16)
v
—u,
14 E d° Tu oo ii- B
— dl C
(@) = o E, + (u,B, — u,B,) - L
E, + (u,B; — u,B,) d Yu 00 (E + U X B)
E, + (u, By, — u,By) d?

(13.17)

Dabei ist zu berticksichtigen, dass v, o9 = 0. Weiterhin gilt unter Beriicksichtigung
von u - (12 x B ) = 0 fiir die O-Komponente bzw. den Zeitanteil der Viererkraftdichte :

dl
1 — — m =
d* = —i-(d*| = ~d@-vo(E+ixB) = 2 gi-E

° (K “) ist der Viererkraftvektor bzw. kurz die Viererkraft oder Minkowski-Kraft

und in diesem Fall der zur Lorentz-Kraft f gehorende Vierervektor. Wir erhalten
hier deshalb (K “) durch Integration der Viererkraftdichte (d“) iiber das Volumen
der betrachteten Ruheladungsdichte oy geméf g f—> q, sodass

--dVp

¢ %qﬁﬁ l;ﬁf

K" = q (F™)(w)" = q (F*™) 7. | "% | = . . | = .

RS R v RN B

—u,
(13.18)
mit der Lorentz-Kraft f = (f,, Ty, fz):q(E+ﬁx§) und mit
K=lgf-Tq¢E+axB)="¢aE,
c c c

weil u L ('&' X B) = u- (ﬁ X é) = 0. Die Komponenten des Vierer-Kraftvektors
sind also

(1) = (K%, K K% ) = (2 f e v fy )

>Weil kovariante Vierervektoren in der Matrixdarstellung als Zeilenvektoren definiert sind, gilt fiir
T T T
(13.16) 00 (F*)(uy) = (d*) <«— oo (w)(F*) = (d*) .
Das zeigt, dass die Indexschreibweise bequemer ist.
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) (K “) sei der Viererkraftvektor in S und f = ( fos fys fz) die zugehorige (relativisti-
sche) Dreierkraft (hier die Lorentz-Kraft).

Wir demonstrieren jetzt die Lorentz-Transformation
(K“) ins & (K“/) in S,

d. h. die Transformation von (K “) mit der (speziellen) Lorentz-Transformationsmatrix
L= (Lﬁ') in der Standardkonfiguration von S nach S”:

v =7 00 K° yK?—~ 2 K!

-y 4 00 K! —y2K'+ ~yK!

0 0 10 K? K?
0 0 0 1 K? K?
Yoo 00\ [y L(Fa) 17 () =7 fa
| o 00 who | | =viwi(fa) syt
0 0 10 Yu fy Yu fy
0 0 01 Yu [ Yu [
ve(fed) =t fa K" L(fra)
—v5(f-d) + K" fi
= f‘)/u. ( ) e , = P)/’LL/. . (1319)
fy K v
f K* :
Ausgehend von (13.19) und mit®
Uy Yu Yu 1

Y :’Y(l_ >/Yu = - v - v

c? Y (1= (11— %)
sowie durch die Anwendung der relativistischen Vertauschung zum Schluss erhalten
wir die Gleichungen fiir die Transformation der Lorentz-Kraft, d.h. fiir die
Transformation der Komponenten von f nach f’ bzw. von f’ nach f
in Standardkonfiguration wie folgt:

Hfrea) yI(fd) —v L
fa _ W —y S5 (fid) + [
fl,/ Yu! fy
f I

6Eine ausfiihrliche Herleitung der Formel —~y,, = 7 (1 — %) v, findet sich in meinem Skript
Grundideen zur relativistischen Punktmechanik und zur ART, Abschnitt 2.4 Transformation von

v, und 7,/ in Standardkonfiguration, Seite 21 bis Seite 23.
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A S N A

f:p - 7(1_1,6%1) fox '702 (f u)
_ f:r - c% (fxux+fyuy +fzuz)
- 1— 2

Ja _ fxvc% _ c%(fyuy+fzuz)

T T [T
g g Bl g SR
fy = ﬁ fy = 7(%{’_2%) (13.21)
f.= m fo = ﬁ (13.22)

e Standardbeispiel (in Standardkonfiguration)

In diesem einfachsten Fall existiert im Laborsystem S nur eine Feldkomponente,
die B,-Komponente des Magnetfeldes. Ein elektrisches Feld existiert in S nicht.
Die elektrische Ladung ¢ bewegt sich in S mit der Geschwindigkeit v langs der
x-Achse. S’ ist das Ruhesystem der Ladung q.

— —

E=0, u=/(u00)=%=(00), B=(0B,0, @ =0,
fJ—ﬁ A fJ-B = f:qﬁXé:(()?Oafz) mit fz:qusz:quy

* Transformation der Felder von S nach S" geméf (13.10) :
E = (0,0,E) = (0,0,9B,), B = (0,B,,0) = (0,45,,0).

Im Ruhesystem S’ der Ladung ¢ existiert also nicht nur die Magnetfeldkompo-
nente B, = vB, sondern insbesondere auch die elektrische oder genauer gesagt
die elektrostatische Feldkomponente

E. =~vB, .

* Transformation der Lorentz-Kraft von S nach 5" geméf (13.22) :

B
fr=0, f,=0, fi=——0-=7f = [f.>F,
T(1-%)
! . . !
=7 =7vqB, = lmf =oco

Y— 00

Die Lorentz-Kraft ist in S’ um den Faktor v groker als im Laborsystem S.
Weiterhin haben f = (0,0, f,) und f’ = (0,0, f) die gleiche Richtung und

Orientierung.
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WEeil ¢ beziiglich B’ ruht, kann in § das Magnetfeld im Gegensatz zum elek-
trischen Feld keine Kraft auf die Ladung ausiiben.

Fiir die Lorentz-Kraft gilt also in diesem Fall

—

inS: f:qoﬁxg = (0,07quy>7

—

inS: f'=gq- (E’ - ﬁ'xé’)

_,/:(—)'

—

f'=4q E = (0,0, qE.) = (0,0, v-quy)-

Das bedeutet, dass die magnetische Kraft f = qu X é, die das B-Feld in
S auf ¢ ausiibt, von einem Beobachter in 5:’ , d.h. von einem mit g bewegten
Beobachter, als die elektrostatische Kraft f’ = ¢ - E’ interpretiert wird.

Anders gesagt, die in S ausschlieflich durch das Magnetfeld (0, By,O) auf ¢
wirkende Kraft (O, 0, fz) erscheint in S’ als die Kraft (O, 0, f;), die ausschliefs-
lich durch das elektrische Feld (0, 0, E;) hervorgerufen wird.

e Beispiel zum Induktionseffekt (in Standardkonfiguration)

Im Laborsystem S erzeugt ein dort ruhender Magnet das Feld B = (Bw, B,, Bz).
Ein elektrisches Feld existiert in S nicht. Ein elektrischer Leiter mit der freien
Ladung g bewegt sich in S und damit auch im B-Feld mit der Geschwindigkeit v
langs der z-Achse. S’ ist das Ruhesystem der Ladung q.

E=0, 4= (up0,0)=%=(v,00), B=(By,B,B.), 4 =0,

—

fli A fLB = f=qixB=(0,f,f.)

* Transformation der Felder von S nach S’ geméf (13.10) :
E' =(0,E,,E) = (0,—yB.,yvB,), B' = (B., B, B.) = (B,,vB,,vB.).

* Transformation der Lorentz-Kraft von S nach S’ geméf (13.20), (13.21) und
(13.22) :

Weil ¢ in S und damit auch beziiglich des Magnetfeldes in 5" ruht, kann das
B’-Feld im Gegensatz zum E’-Feld keine Kraft auf die Ladung ausiiben, sodass

—

f''=4q E = (0,f) f]) = (0, —qB., ¢yvB,) .

,» Wie wir . .. gezeigt haben, kann mit der Lorentz-Kraft der in der Leiterschleife in-
duzierte Strom erklart werden. Wir haben hier also durch LORENTZ-Transformation
des elektromagnetischen Tensors Fjj, also auf algebraischem Weg, gezeigt, dak die
Strom erzeugende Kraft auf die Elektronen auch in dem Fall der Bewegung des
Leiters im System S relativ zu dem dort ruhenden Magneten durch dasjenige elek-
trische Feld entsteht, das der relativ zur Leiterschleife ruhende Beobachter feststellt.
Dadurch ist die Symmetrie in der Erklarung des experimentell von vornherein sym-
metrischen Induktionseffektes hergestellt. 7

"Zitiert aus: Helmut Giinther, Spezielle Relativititstheorie — Ein neuer Einstieg in Einsteins Well,
1. Auflage, Teubner Verlag, Wiesbaden, 2007, Seite 191.
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e Die kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum aus
dem Viererpotential

Wir benétigen im Folgenden den Vierergradient-Operator.
Die Ableitung nach den kontravarianten Koordinaten® liefert den kovarianten
Vierergradient-Operator

0 190 o0 o0 0 1 -
a = —_— = — Ty Yy T~y — - —(9 .
(%) (8:17“) (c ot’ oz’ Oy’ 82’) (c " V)
Die Ableitung nach den kovarianten Koordinaten liefert den kontravarianten
Vierergradient-Operator

9, 10 0 9, 0 1 -
H e _ = _— —— — = = — —
(9") ((hu) (c ot ox’ 0Oy’ az) (cat’ V) '

Ausgehend vom Viererpotentialansatz (13.3), also vom Viererpotential A*, ist die
kovariante (forminvariante) Form der Maxwell-Gleichungen

OA* = pg " mit der Lorenz-Eichung % AP =0. (13.23)
x

Diese kompakte Form der Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum ist dquivalent zu
den Gleichungen (9.12) und (9.13). Dabei haben wir den D’Alembert-Operator [J
benutzt. Er wird manchmal auch Quabla-Operator oder Wellenoperator genannt
und hat folgende Bedeutung:

1 02 o 0

g = —_—— ey 'LLV— = K
Heoo = D c? ot? A= Ozt Ox¥ 00
mit
0/0x°
0 —9/z!
we ) (Ap) —
(7 5) = @)= | oo | =
—0/0x3
d/0z" d/0z"
T o B o IO
' 9/0x —0/0z (90 (91)"  (902)"  (90%)
9/ —9/0x?

0? 0?0 0P

2otz 0x2  Oyr 022

Der D’Alembert-Operator fiir den Minkowski-Raum ist das Analogon zum Laplace-
Operator fiir den Euklidischen Raum.

D’Alembert-Operator U = 0,0" =

8Im Tensorkalkiil wird ein hochgestellter Index im Nenner eines Bruchterms als tiefgestellter (ko-
varianter) Index betrachtet.
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Der Vollsténdigkeit halber stellen wir (13.23) in Matrixschreibweise dar:

2 e P e P e 0o .
c2ot? ¢ dx? ¢ oy? ¢ 022 ¢
9?2 9?2 9?2 9?2

. v i zor Ao — gz A — g Ao — g2 A Us

(DA):(@,,aA): 52 A 52 A 52 A 52 4 = o QO

2o o T gz Ay Tz Ay T 92 My Uy
92 9?2 9?2 92
aor Az — gz Ar —gp A — gz As U

- ()

mit 0 = 7, 0o - Der D’Alembert-Operator ist eine skalarer Operator bzw. ein Lorentz-
Skalar und folglich lorentz-invariant. Er wirkt in gleicher Weise skalar auf jede der
vier Komponenten des Viererpotentials (A“) und erzeugt wegen seiner skalaren
Wirkung wieder nur einen Vierervektor.

e Die kovariante Form der Lorenz-Eichung
Mit dem Viererpotential
¢
(AH) = (AO’ A17 A27 A3) = (_a Axa Aya Az)
c

und mit
(z#) = (29, ', 22, 2®) = (ct, x, y, 2)
erhéalt die Lorenz-Eichung im Vakuum

1 09

il ivA —
27 + div 0
die ,einfachere” Gestalt
0
@ AM - 8“ AN - O y
denn
0 0 (1 0 0 0 1 09 .
— At = — | - — A, +—A,+—A.=——+divA=0.
ﬁxﬂA cot <c@>+8x +8y y+8z c? 8t+ v 0

Die Lorenz-Eichung im Vakuum ist eine Lorentz-Invariante. Weiterhin gilt fiir die
Lorenz-Eichung im Vakuum
0, At =0, A% 6%
=0, A" = 0" e 0y A% = M0 A" = 0VA, =0,

0y Al = 0rA, =0
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e Die kovariante Form der Kontinuitiatsgleichung

Wir benutzen

OA* = po j*, 0,A" =0, 90,0=00, und

0 = al) = ofed) = (ee. )
@ = Yu: 00 St
(ju) = QO(“M) = 9(07 _ﬁ) = (097 _-7)
Dann liefert
0,0A" =00, A, = o0, 3" =0
=0
die Kontinuitatsgleichung in der kovarianten Form

85" =0 |,

denn

—c+3u+3u+—u—@+£'+ﬁ'+—' =0
ot T o e T ey O T 920 T g Tt T ey T 920 T

s p=—divj].

e Die kovariante Formulierung der Maxwell-Gleichungen im Vakuum mit
Hilfe des Feldstirketensors

Kehren wir mittels des elektromagnetischen Feldstéarketensors von den Potentialen
® und A bzw. vom Vierer-Potential A* wieder zuriick zu den Feldern E und B
und zeigen wir, wie sich die Maxwell-Gleichungen mit den Feldern E und B aus
dem Feldstarketensor F'*” ergeben.

Aus 5 5
%Aa_%AV:aVAQ_aQAV’

also dem Potentialansatz in tensorieller Form, und mit

Fya:

0,0, = 9,0,

erhalten wir die folgende, zu den homogenen Maxwell-Gleichungen fiir das Vakuum
aquivalente Gleichung

OwFoa+0, Foy+ 0, Fy

— 0(0y A — 00 A)) + 0,(00 Ay — 0, As) + 0a(0, A, — 0, A,)
= 0,0, Ao — 0,0, A+ 0,00 Ay — 020, Ay + 00 0, Ay — 0,00 A, = 0,

0 0 0
0 0 0
L L S 13.24
OxH + oxv + oxe H ( )
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(13.24) ist die kovariante Formulierung der homogenen Maxwell-Gleichun-
gen im Vakuum mit Hilfe des Feldstirketensors.? Die Indizes u, v, o kénnen dabei
Zahlen aus der Menge {0, 1, 2, 3} annehmen. Sind jedoch zwei Indizes gleich, so
wird die linke Seite von (13.24) identisch Null (trivial) wie beispielsweise :

V= 3Em+8F@+6.ﬂu—a(“a+ﬂw:4%@@—ﬁﬁ)zo.
:O

Es bleiben also fiir die drei Indizes p, v, o nur die vier relevanten Zahlenkombina-
tionen

M(ﬁ:‘g)a M(ﬁZQ), %(ﬁzl)a m(ﬁzo)

tibrig, die jeweils 3! = 6 Permutationen (drei gerade und drei ungerade) bzw. zy-
klische Vertauschungen liefern :

(012, 120, 201) (021, 102, 210)
0 130, 301 031, 103, 310
(013, ) und (3L, ’ ) (13.25)
(Q__ 230, 302) (032, 203, 320)
(123, 231, 312) (132, 213, 321)

In (13.25) stellt jede Zeile zwei Kombinationen zusammengehoriger zyklischer Ver-
tauschungen dar, links aus geraden und rechts aus ungeraden Permutationen einer
der vier relevanten Zahlenkombinationen. Die vier Kombinationen zyklischer Ver-
tauschungen auf der rechten Seite von (13.25) brauchen nicht berticksichtigt zu
werden, weil sich die zugehdrigen Gleichungen gemafs

OuFor + 0y Fua+0a Fppy=0=(=1)-0=(=1) - (0 Fya + 0 Fop + 0a F,u))

durch Multiplikation mit —1 ineinander iiberfiihren lassen. Somit bleiben nur die
vier Kombinationen zyklischer Vertauschungen der linken Seite von (13.25) iibrig.
Die dazu gehorenden Gleichungen in der Reihenfolge von unten nach oben sind
unter Verwendung des Feldstérketensors F,, (13.5)

§E@+@&+&Egz—§?ﬁ 53_72%:0’ (13.26)
OoFos + OaF30 + O3k = —%BI—%%—F%%—O, (13.27)
%E§+8ﬂﬁﬁ%%%l—'+£%3y gli +§2%5—0, (13.28)
@@+W%%Mn:7%&—%%+%%eu (13.29)

Die Gleichung (13.26) liefert die Maxwell-Gleichung

OB, 0B, OB.
+ +

—divB=0.
ox dy 0z v 0

9Mit dem total antisymmetrischen Einheitstensor é#**# und dem dualen Feldstérketensor F* ldsst
sich (13.24) noch kompakter darstellen (siehe: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 4,
Spezielle Relativitdtstheorie — Thermodynamik, 7. Auflage, Springer Verlag, Berlin, Heidelberg, 2010,
Seite 73 bis Seite 75).
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Die drei Gleichungen (13.27) bis (13.29) mit dem Index 0 liefern das Induktions-
gesetz flir das Vakuum:

9B, 0 B
g%

o oyt T as .

0B, 0 9 0B L
— FE, ——E, | =—+r10tE=0.

TR Rt el I

9B. 0 )
g _Ypg

ot ozt T gyt

Zur kovarianten Formulierung der inhomogenen Maxwell-Gleichungen fiir das Va-
kuum gehen wir aus vom kovarianten Feldstérketensor

Fog =00 A — 03 Ay .
Daraus erhalten wir den kontravarianten Feldstéarketensor wie folgt:
Fr = e p? (aa Ag — 0 Aa) =" 0" Do Ag — 10" 9 Ag

Fr o= ghAY — 9P A" |

Unter Beriicksichtigung der Lorenz-Eichung 9, A* = 0 stellen wir jetzt die Bezie-
hung her zwischen dem Feldstérketensor und (13.23):

O F*™ = 9, (0"A” — 9"A*) = 9, 0" AV — 0, 0" A* = 0, " A” — §¥ 9, A*

=0
= 9,0"AY = OA = o j” |
9w i |, (13.30)
oxH

Gleichung (13.30) ist die kovariante Formulierung der inhomogenen Maxwell-
Gleichungen im Vakuum mit Hilfe des Feldstarketensors. Im Fall des Index v = 0
resultiert mit F%° =0, j°=pcund ¢ = -

€0 1o
0 0 0 0
7 F,uO - FlO I F20 I F30 — -0
oxH ox * Jy * 0z HoJ
0 E 0FE, 0eE,
= S 2= ge

or ¢ Oy ¢ 0z c¢

~ 1
= divE = pocfo=—0o.
€0

Mit ¢ E = D fiir das Vakuum ist dies die Maxwellgleichung

divD = 0.
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Im Fall der Indizes v = 1, 2, 3 resultiert aus (13.30) in Matrixschreibweise mit
Frr =0

aﬂF,ul 80F01+82F21+83F31 ,U()jl
8#F“2 == 60F02—|—81F12+83F32 = ,u()j2
a,uFMS 60F03+81 F13+82 F23 MO]’S
cat ¢ + B - sz Ho 0 Uy
= _%%_%Bz—{—%Bm = | HoOUy
— s =+ 5By~ 5 Ba 1o 0 U
1 OE - 1 - OF
_ - tB = U < —rotB—¢y— =01.
2 o +ro Ho © o ro 05 = ¢

Das ergibt fiir das Vakuum rmt B H das Durchflutungsgesetz

tH——: Q=3
1o BT u=7.

o Ebene Welle und Lorentz-Invarianz der Phase

Zum Wellenvektor k = (k:x, ky, kz) ist der Viererwellenvektor

(k") = (% ko, Ky, k;) — (k) = (f, Ny — —k:z> .

Cc

Damit ist die Phase
— w
p=wt—k-7v = —ct—kyx —ky—k.z = k,a"
c

lorentz-invariant, denn k, z* ist ein Lorentz-Skalar. Analog zur klassischen ebenen
Welle erhilt man folglich die ebene Welle z. B. aus dem Viererpotential gemif!°

v _ AV i(wt—k-7 AV ikyxt
AV = Ay €l ) = AV elkue”

wobei Af die Amplitude von A" beschreibt.

¥Das i im Exponenten der Exponentialfunktion ist kein Index sondern die imaginire Einheit, defi-
niert durch i = —1.
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Teil 11

Grundlegendes zur Quantenmechanik
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courses/weigand/Skript-QM2011.pdf

146



1 Axiome der Quantentheorie

Bis zur Unterbrechungslinie auf dieser Seite ist dieses Kapitel zitiert aus: Franz Schwabl, Quanten-
mechanik, 6. Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 41.

I) Der Zustand wird durch die Wellenfunktion ¥ () beschrieben.

IT) Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren A ..., wobei Funktionen
von Observablen Funktionen von Operatoren entsprechen.

IIT) Der Mittelwert der Observablen mit zugehorigem Operator A ist im Zustand ¥
durch
(4) = (¥, A¥)

gegeben.!
IV) Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrodinger-Gleichung

inlw — Hw H= —h—2v2 + V(7)
ot ’ T 2m

bestimmt.

V) Wenn bei Messung von A der Wert a,, gefunden wurde, geht die Wellenfunktion
in die entsprechende Eigenfunktion ¥, iiber.

Aus den Axiomen IT und III folgt, daf die moglichen Mefswerte einer Observablen die
Eigenwerte des zugehorigen Operators A sind und die Wahrscheinlichkeiten gegeben
sind durch |c,|?, wobei ¢, die Entwicklungskoeffizienten von ¥(Z) nach den Eigen-
funktionen von A sind. Insbesondere folgt, daf |7 (Z)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir die Position ist.

Anmerkungen:

Das FEigen in Figenvektor, Eigenfunktion und FEigenwert bezieht sich auf die
Figenschaften bzw. Eigenheiten der Eigenvektoren, Eigenfunktionen und Eigenwer-
te und hat nichts zu tun mit dem deutschen Physiker und Chemiker Manfred Eigen
(1927-2019, Nobelpreis fiir Chemie 1967). In der englischsprachigen Fachliteratur wer-
den die teilweise aus dem Deutschen entlehnten Begriffe eigenvector fiir Eigenvektor,
eigenfunction fiir Eigenfunktion und eigenvalue fiir Eigenwert verwendet.

Eine quantenphysikalische Messgrofe nennt man Observable. Der Observablen ist
ein Operator zugeordnet. Operatoren werden meistens mit einem Dach-Symbol notiert
wie beispielsweise A. Leider ist die Notation von Observablen und Operatoren in
der Literatur nicht einheitlich. Aufterdem werden Observablen und Operatoren in
der Notation oft gleichbedeutend behandelt. So findet man beispielsweise fiir den
Erwartungswert einer Observablen A sowohl (A) = (| A|#) als auch (A) = (W|A|@) .

'Wir werden im Folgenden fiir den Erwartungswert (Mittelwert) einer Observablen bzw. eines
Operators A die bra-ket-Notation (A) = (¥|A|¥) verwenden, genauso wie fiir das hermitesche
Skalarprodukt bzw. Standardskalarprodukt (u|v) aus den beiden Hilbertraumvektoren |u) und |v) .
Die bra-ket-Notation geht auf Paul Dirac zuriick und wird deshalb auch Dirac-Notation genannt.
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Es existieren viele alternative Formulierungen der Axiome der Quantenmechanik wie
beispielsweise die im Folgenden zitierte? :

Postulat 1 ,, Der quantenmechanische Zustand ist ein Vektor (genauer: ein Strahl)
in einem komplexen Vektorraum. ...
Der quantenmechanische Zustandsraum ist ein Hilbertraum.®

Postulat 2 ,, Eine quantenmechanische Observable ist eine Messgrofe. )
Jeder Observablen ordnen wir einen selbstadjungierten Operator A auf dem
Vektorraum der Zustédnde zu.

Eigenwerte von A stellen alle in der Quantenmechanik moglichen Messwerte
dar.“

Postulat 3 ,,Sei A eine Observable mit nicht-degeneriertem Eigenwert A; und nor-
mierter Eigenbasis {|);)}.
Die Messung der Observablen am normierten Zustand |y) = Z cj|A;) ergibt \;
mit Wahrscheinlichkeit  P()\;) = |ci]? = [(\i]y)]? . j
Nach Messung von \; befindet sich das System im Zustand |)\;). ...
Sei A eine Observable mit (degenerierten) Eigenwerten A; und P; der ...
Projektionsoperator auf den Eigenraum zu Eigenwert \;.

Die Wahrscheinlichkeit, den Wert \; bei Messung an einem normierten Zustand
|7) zu messen, ist

P(A) = ([Pily) .
Bei der Messung kollabiert die Wellenfunktion gemafs

i17)
[P [9) |

Dies ist die naheliegende Verallgemeinerung des Messaxioms fiir entartete
Eigenwerte.*

) —

| e

Die von uns verwendete Notation weicht von der hier zitierten ab und ist:
fir P, — P, fir|y) — |¥), fir|\;) — abhingig vom Kontext |a;), |u;) oder |v;) .

Achtung!

,, Selbstadjungiertheit A = A" erfordert zusitzlich zu Hermitizitit, dass auch der
Definitionsbereich von A und AT iibereinstimmen muss.

Dies ist auf endlich-dimensionalen Vektorraumen immer der Fall, stellt fiir unendlich-
dimensionale VR aber eine nichttriviale Einschrinkung dar.*?

2Zitiert aus: Timo Weigand, Kursvorlesung PTP4 Theoretische Quantenmechanik, Heidelberg,
2011, https://www.thphys.uni-heidelberg.de/courses/weigand/Skript-QM2011.pdf
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2 Rechnen mit komplexen Vektoren und Matrizen
bzw. Operatoren

2.1 Veranschaulichung des komplexen Standardskalarprodukts
und der Multiplikation komplexer Vektoren mit
komplexen Matrizen

Summen und Produkte aus komplexen Zahlen werde komplex konjugiert, indem alle
Summanden und Faktoren jeweils fiir sich komplex konjugiert werden. Wir zeigen dies
fiir das Produkt aus zwei komplexen Zahlen:

[(a+ib)(c+id)]" = [ac+i(ad + bc) — bd]"
= (a —ib)(c —id) = ac — i(ad + bc) — bd

[(a —ib)(c —id)]" = [ac — i(ad + bc) — bd]”
= (a4 ib)(c+ id) = ac+ i(ad + bc) — bd ,

[(a+ib)(c —id)]" = [ac —i(ad — be) + bd]"
= (a —ib)(c+id) = ac+i(ad — bc) + bd .

Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt) ist definiert durch

n
(ulvy == Zuf v, u, v € C
i=1

Hierbei ist |v) ein komplexer Spaltenvektor und (u| ein komplexer Zeilenvektor. Der
Zusammenhang zwischen einem bra-Vektor (w| und dem zugehorigen ket-Vektor |w)

ist .
(lw)?)” = [w)! = (w] .

Der hochgestellte Index * bedeutet komplex konjugiert, T bedeutet transponiert und
T bedeutet adjungiert, also sowohl komplex konjugiert als auch transponiert.
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Zunéachst zeigen wir

(ulv) = Zu Z of ) = (olwy = a@tv= (0a@)

7

am Beispiel der Vektoren®
lu) = (2_—2;7;) —d )= <1fi) _ i
(ulv) = (2i, 2+ 3i) < ):—1—1—42
Ol = (=) () = -1 a0
(wuy* = =1 +4i= (ujvy. O

Jetzt zeigen wir die Wirkung einer komplexen (komplexwertigen) Matrix innerhalb
des Skalarprodukts am Beispiel der Matrix

241 3 2—1 27
A= , A=
-2t 1—1 -3 142
(u] Alv) = (ulw) = (u| - (Alv)) =
= |w)
241 3 1—1
(20, 2+ 30)
-2t 1—1 1

Alv) = ) = (_1‘ L)

Zum gleichen Ergebnis kommen wir mit der Rechnung

(AR = (mle) = ((ul4) - o) =

= (m|

(4,—1+i)-(1;i):3—5i.

I'Mit der Notation ¥ fiir Spaltenvektoren und ¢ fiir Zeilenvektoren ist (ﬁ*)T =gt - g=a*7
das Punktprodukt @ *-¢ =), u} - v; . Man achte auf den Unterschied zwischen der Verwendung des
Multiplikationspunktes - und der Verwendung des fettgedruckten Symbols - .
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Mit

(Aj))" = w)f = (w| = [0 AT = (v] Al (2.1)
2—1 21
= 1+, —i)- = (i, —-1+1)
—31 141
und
2—1 21 —21 4
AT|u) — . =
31 141 2—3 —1—1

zeigen wir schlieflich
(ulw)* = (wlu) = (v|AT|u) = 3+ 5i :
2—1 2 -2

14, —i) - : -
(1+i, —i)
3 1+i) \2-3i

= ((v]A") - [u) = (i,—1+i)-(2__2§)i) —3+5i,

=Gl () = (+in =) (1) =ssi O

Wichtig fiir das Verstédndnis und fiir die Praxis sind die aus (2.1) abgeleiteten und im
Einklang mit (A - B)! = BT - AT stehenden Beziehungen

(m| = (u|A =)t A = (Affu))" = |m)! =
(m| = (A < |m)=Alu),
lw) = Ajp) & (w] = (v]AT.

Im Zusammenhang mit hermiteschen Matrizen werden uns diese Beziehungen noch
beschéftigen.
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2.2 Rechenregeln

e Lineare Operatoren A, B , C haben folgende Eigenschaften:

Addition: Hintereinanderausfiihrung :
A+B=B+A A(BC) = (AB)C (Assoziativitat)
A+B+C)=(A+B)+C | A(B+C)=AB+ AC (Distributivitt)
A+0=A, 0Ola)=0 1A=A (Existenz der Eins)
A-A=0

Ein linearer Operator A bzw. eine lineare Matrix A lisst sich zerlegen in einen
hermiteschen Anteil A, und einen antihermiteschen Anteil A, geméfs

T — AT
:A+A Aa:A A'

A=A+ A A
n+ a h 9 ) 9

e Adjungiert (hochgestellter Index T) heiRt komplex konjugiert (hochgestellter
Index *) und zusitzlich transponiert (hochgestellter Index *), also sinngeméf

Beispiel Adjungieren einer Matrix A:
(A7) = (") =41

U1

Beispiel Adjungieren des Spaltenvektor v = (45 ) (analog zu |v)):
AT
v
() = ( 1) = (i 15) =71
U3

e Die Verallgemeinerung des transponierten Produkts (A - B)Y = BT . AT aus
reellen Matrizen A, B ist das adjungierte Produkt aus den komplexen Matrizen
A B

(A-B)Y =B A",

e In bra-ket-Notation (Dirac-Notation) seien die abstrakten, d. h. basisfreien
Vektoren beispielsweise der bra-Vektor (Zeilenvektor) (u| und der ket-Vektor
(Spaltenvektor) |v). Diese bilden das komplexe Standardskalarprodukt (u|v)
und lassen sich in einer vollstdndigen Orthonormalbasis wie z. B. {|a);} darstel-
len bzw. entwickeln, sodass wir dann mit den Entwicklungskoeffizienten u;
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und v; schreiben konnen:

lv) = Z a;|v) |a;) = Zvl la;) mit (vektoriellen) Vektorkomponenten vi|ai>),
1
Vg

vy == | : (mit skalaren Vektorkomponenten v;),
U;

* ist Skal
(wl = > {ailula) = > (au; =" 2 uited

) %

. (2.3)
= Z(u\aZ a;| 22 u|Z\a, a;| = (u|l = (ul,

[ ok
=u;

(Wl = (uf wp - ow ) =) = (u# @)

Analogie zwischen der Darstellung von (reellen) Vektoren ¥ in der Standardbasis
{€;} (VON-Basis im R?®) und der Darstellung von (komplexen) ket-Vektoren |v)
in einer VON-Basis {|a);} im C":

Vektorkomponenten-Darstellung : ¥ = Zvi €; — |v) = Zvi|ai),
U1
U1
Matrix-Darstellung : di=|v|=vu|l — [v)=]uv
Vs .
Un

Selbstverstéandlich gilt fiir die skalaren Vektorkomponenten v; :
V; %Ui é; — Vi %Ui|ai> .

Weil sich diese beiden Darstellungsformen voneinander unterscheiden, haben wir
ganz bewusst in der Matrix-Darstellung nicht das Gleichheitszeichen sondern das
Zeichen := fiir ,definiert durch” verwendet.

Basisfreie (abstrakte) Operatoren bezeichnen wir z. B. mit A , die zugehorigen
(assoziierten) Matrizen aber mit A = (A4;;) und deren Matrixelemente mit A;; .
In einer zum Operator A passenden VON-Basis {|a);} erhilt A die Darstellung?
A= aa (il Alag)(a;] = lai) Aijay]
i\j i\j
mit den Matrixelementen R
(ailAla;) = Ay
und der aus diesen A;; gebildeten und mit dem Operator A assoziierten

Matrix
(A) = 4.

2Auch wenn im Grunde genommen ein abstrakter (basisfreier) Operator A nicht das Gleiche ist wie
seine basisabhéngige Matrix-Darstellung A = (A;;), werden wir salopp A = A = (A;;) schreiben.
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e Adjungieren des Zustands-ket-Vektors |v):

(o))" = o) = (v] .

Wird ein ket-Vektor |v) adjungiert, so resultiert der zugehorige bra-Vektor (v|
und umgekehrt.

Ein ket-Vektor wird dargestellt als Spaltenvektor.

Ein bra-Vektor wird dargestellt als Zeilenvektor, dessen Elemente bzw. skalare
Vektorkomponenten die komplex konjugierten Elemente des zugehorigen ket-
Vektors sind geméaft der Veranschaulichung

(i)T = (—ia, —ib) .

Das dyadische Produkt liefert eine Matrix gemafs

Uy V] U5

|u> <U| e UQ . (UI v; .. .) e ’UQUT UQU;

Analog zu (AB)T = BTAT diirfen die Vektoren (Faktoren) des dyadischen Pro-
dukts in ihrer Reihenfolge nicht vertauscht werden. Dies wird deutlich beim

Adjungieren eines dyadischen Produkts:
T
(lu)(w])" = (vl'|u)" = Jo)(u] .

Betrachten wir eine Vollstdndige Orthonormalbasis (kurz VON-Basis) bzw.
ein vollstindiges Orthonormalsystem (kurz VONS) wie beispielsweise {|a;)} .
Die Basis-ket-Vektoren |a;) spannen einen linearen Vektorraum auf und die
Basis-bra-Vektoren (a;] = |a;)! den zugehorigen antilinearen Vektorraum, auch
Dualraum genannt. Die orthonormierten

Basis-bra-Vektoren (q;|:=(0---0 a} 0--- 0)

und
0
0
Basis-ket-Vektoren |a;) = | a;
0
0

liefern als Skalarprodukt
(@ilag) = ((ailay)” = 6 = (asla) =1, (alaz) =0
und als dyadisches Produkt

Z\aiﬂ@i\ = sz =1



mit den A
Projektionsoperatoren P, = |a;){a;]

und der Einheitsmatrix bzw. dem Einsoperator oder Identitidtsoperator 1 .

Darstellung des Identitatsoperators fiir ¢ = 1,2:

Soh =Y Jadal (2:2)

O (2.3)

Achtung!
Wegen der Orthonormalitidt der Basisvektoren |a;) gilt

> laiY(a;| = > lai)(ai] = 1, (24)
ij i
weil die Matrizen |a;)(a;| fir ¢ # j Nullmatrizen sind, also verschwinden.

¢ Eigenschaften des Projektionsoperators b

Der Projektionsoperator ist das dyadische Produkt, also eine Matrix, aus einem
normierten Eigenvektor mit sich selbst, wobei die Gesamtheit der Eigenvektoren

zu einem Operator A eine VON-Basis bilden.
x 151‘2 = P |a;) {ail |ai)(ai| = lai)(ail.
=1
® > T
« Bl =P (Jla)al)' = (@lffa)t = |a)(ail.
* Die Eigenwerte von P, sind {0,1}: )
Pla;) = Nla;) = PPla;) = Nla;)) = X ={0,1}.

e Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt)
Buy

(Oz*uT a*ul ) Bug = a*f (UT’Ul—i—U;Uz""")

liefert mit «, 8 € C einen Skalar geméfs
(aulBv) = a*(ulfv) = o (ulv)
= ((Bulaw) = (B'aelw) = a8 ((vu)" = a*B (ulv)
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Das Skalarprodukt ist also antilinear (konjugiert linear) im ersten und linear im
zweiten Argument.

Das Skalarprodukt ¢; aus dem Zustandsvektor |v) und dem Basisvektor |a;) , also
¢; = (a;|v), ist die Projektion von |v) auf |a;), gesprochen: ,Skalarprodukt v in

a;. ¢; ist somit die komplexe skalare Vektorkomponente von |v) ,in Richtung
des Basisvektors |a;) .

Darstellung des komplexen Standardskalarprodukts in der VON-Basis {a;} :

Wir gehen dabei aus vom basisfreien Standardskalarprodukt (u|v) und miis-
sen beriicksichtigen, dass das komplexe Standardskalarprodukt hermitesch ist
gemafs

(ulo) = ((wlu))" = (ulv) # (v]u) : (2.5)
(ulv) =Z<G¢I<UI%> {ajlv}la;) = Z(ailu;kvjlaﬁ

I
<
. %
S
LR
{:9\
=
.

!
<
=%
s

Die Beziehung (ulv) = ((v|u))” zeigt die Konjugationssymmetrie des hermi-
teschen Skalarprodukts.

Aus der Hermitezitdt in (2.5) folgt fir das Standardskalarprodukt eines kom-
plexen Vektors |v) mit sich selbst:

‘ (v|v) €R,
(o) = ((v]v))" = (2.6)
(v|v) > 0 und somit positiv definit .
(2.6) lasst sich zuriickfithren auf das Normquadrat einer komplexen Zahl z:
2z e R,

7z = (a—1ib) (a+1ib) = a* +b* = |27
2*2>0.

Adjungieren des Skalarprodukts (u|v):

(o))" = o)t (ulf = (v]u) = Zvi
= u|v (Zu vl) =
(ulo))" = ({ulv)™ = (v]u) .

Adjungieren eines Matrix-Vektor-Produkts:
Alu) = o) =
i
(Alu))" = (ju)'A" = (w|AT = |v)! = (o],

wobei A rechts von (u| stehen muss, u. a. weil (u| ein Zeilenvektor ist.



e Adjungieren eines Matrix-Matrix-Vektor-Produkts:

A (B|u)) =) =

T
[A (B\u})] = [o)f = (] = ((u|B') AT .
Hierbei ist die Reihenfolge von Matrizen und Vektor zu beachten.

e Entwicklungssatz

In Analogie zur Darstellung eines Vektors ¢ durch seine skalaren Vektorkompo-
nenten vy, vs, v3 in der VON-Basis {€], €, 3} im R? gemif

v = (6 -0) e+ (& 7) &+ (5 0) &
U1
=Y (@0)-a=) v-& = |v
z:lH’__/ =1 V3

wird die Darstellung (Entwicklung) eines (Zustands)vektors |v) nach der VON-
Basis {]a;) } im C™ beschrieben durch den Entwicklungssatz

vy (aq|v)
. . ) (as|v)
v) = Zwm :ZUi|ai) =1 :|= < s‘ ) (2.7)

\E

|as) (@i jv) = Zz%m

=1

|

Die Projektionen von |v) auf |a;) bzw. die Skalarprodukte |v) in |a;) sind die
Entwicklungskoeffizienten v; € C. In (2.7) steht ganz bewusst nicht das
Gleichheitszeichen, sondern das Zeichen := fiir ,definiert durch®, weil die
Vektorkomponenten-Darstellung nicht das Gleiche ist wie die Matrix-Darstellung
eines Vektors.

e Hermitesche Operatoren bzw. Matrizen

Eine Matrix A ist hermitesch, wenn A = A' | beispielsweise

B a ic\ t a
A_(—ic b>_A’ g}eR.

Eine Matrix A ist antihermitesch, wenn A = —A" bzw. iA = (i4)", beispiels-

weise
_(—la ¢ _at a
A_(_C ib>_ Al g}eR.
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e Observablen = Messgrofien

In der Quantenmechanik werden die physikalischen Messgrofien Observablen
genannt. Observablen werden reprasentiert durch Operatoren und realisieren
sich in Gestalt von Messwerten. Messwerte aber konnen nur reelle Zahlen sein.
Deshalb sind alle zu den tblichen Observablen in der Quantenmechanik gehori-
gen Operatoren hermitesch, d.h. selbstadjungiert wie beispielsweise die mit
dem Operator A assoziierte Matrix

3 2+i i
A=12—-1 2 1-2i| = A",
—i 142 5

Hermitesche Operatoren bzw. ihre asssoziierten Matrizen besitzen namlich die
folgenden Eigenschaften:

* Thre Hauptdiagonalelemente sind reell.

* Ihre Eigenwerte sind reell und reprasentieren mogliche Messwerte wie z. B. in
* Thre Eigenfunktionen sind orthogonal und bilden ein VONS.

Synopse: Adjungierte [ (AB)T = BTAT = (AB)" = BTAT]
* Bra-Vektor (u| : (ult = |u) .
* Ket-Vektor (v| : o)1 = (v] .

* Skalarprodukt (u|v) :

(o) = o)l = @) = > ofu = ((ufp))”.
* dyadisches Produkt |u)(v|: z

(k)" = (ol ) = Jo){ul.
* Matrix-Vektor-Produkt A|u) = |v):

(Aju))" = ) = (o] = [u)' AT = (ulAT,

wobei AT rechts von (u| stehen muss, u. a. weil (u| ein Zeilenvektor ist.
* Matrix-Matrix-Vektor-Produkt A(B|u)) = |v) :
[A(Blw)]' = 1) = @l = (wB) AT

Hierbei ist die Reihenfolge von Matrizen und Vektor zu beachten.



2.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Nach:
Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschultaschen-
buch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 425.

Siehe auch:
Torsten Fliektbach, Quantenmechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik III, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2005, Seite 235 bis Seite 237.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man einen Operator A als Matrix auffassen kann
bzw. dass jeder Operator mit einer zugehorigen Matrix A = (Aij) assoziiert ist. Dazu
gehen wir aus von der basisfreien Operatorgleichung

0) = Alu) . (2.8)

Zunéchst entwickeln wir diese Operatorgleichung nach der VON-Basis {]a;) }

[v) = ZM!%) = Alu) = AZ@IW |a;)

D oolag) = A wjlag) = uy Alay) (2.9)
J J J

Dabei sind u; und v; die Entwicklungskoeffizienten von |u) und |v) . Durch Multipli-
kation von (2.9) mit dem bra-Vektor (a;| (von links) erhalten wir

a;\vila;) = vi {a;la;) = U aifla- =
Zj:( |vjla) ijj<5|._]> ZJ: j (ailAlay)

vV = Z <CL¢|A|CLJ‘> 'Uj R (210)
i

also die skalaren Vektorkomponenten v, = Z Aij - u,
J

des Vektors |v) und die Matrixelemente A;; = (a;|A|a;) des Operators A,
dargestellt in der VON-Basis {|a;) }.

Damit kénnen wir die basisfreie Operatorgleichung (2.8) als Matrixgleichung in der
Basis {]a;)} formulieren:

(%1 Uy
V2 Uz
vy = A |u) — ) == | i =(Ay)-| i | = Al).
N—_———
basisfrei Ui uj

~
Matrixgleichung in {]a;)}

Die Matrixelemente A;; sind die Skalarprodukte (a;|Ala;), also Skalare. Sie wichten
die |u)-Komponenten u; bei der Summierung zu jeder |v)-Komponente v; .
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Aus den einzelnen Matrixelementen A;; erhalten wir die
Matrixdarstellung von A = (4;;) mit Hilfe der VON-Basis {]a;)} wie folgt:

<a1|f:1|al> (a1|f‘:1|@2> <a1\f‘:1|aj>
(ag|Alar) (ag|Alaz) -+ (az|Alay)

(A4y) = =
(ailAlar) (ailAlag) -+ (ai|Alay)

A= (Ay) = D la)Aiay| = ZAz‘j|a/i><aj| : (2.11)

]

Weil die Matrixelemente Skalare sind, konnten wir A;; hier vorziehen.

Wir verifizieren die Matrixdarstellung (2.11) von A fiir den 2-dimensionalen Fall, also
mit der 2-dimensionalen VON-Basis {al, aQ} :

Anlar)(ar| + Aialar){az| + Aai]ag)(ai] + Azslas){as|

— A (3) (1 0)+ Ap (é) (0 1) + Ay ((1)) (1 0)+ Ay ((1))(0 1)
= (0 0) (00 (o o)+ (6 oa) = G i) 0

Doch wie erhalten wir durch Anwendung des Operators A auf den Vektor |u) die
Darstellung des Vektors |v) in der Form

[v) = vila1) +v2laz) + -+ +ovilay) + o0 = Zvi|ai> ?
Wir multiplizieren (2.10) mit dem Basis-Ket-Vektor |a;) von rechts und summieren
tiber 4 :

Zvilaz) =|v) = Z (Z(MA\@ '%’) lai) =

Z@If@lm) = Z(aiVﬂaa‘) aglu) lai) = mit v - fag) = fa;) - v

7 i

D laifailv) = Y lai)(ail Alag){as] ) |
% \ij g
1 A
o) = Alu) .

Wie man sieht, gilt fiir die Matrixdarstellung (Aij) eines Operators A in der VON-
Basis {|a;)} mit (2.11) auch

A = 141 = ) el Alaj)a;] = > lai)Aglas] = (Aiy)
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Als Ubung zeigen wir, wie sich der Operator A im
Skalarprodukt (v|A|u)

darstellt. Durch Einschieben von zwei Identitdtsoperatoren erhalten wir daraus in
Komponentenschreibweise beziiglich der VON-Basis {|a;) }

(I Alu) = (0| TAL) = Y (v]a;) (il Ala) (aslu) = Y07 Ay uy (2.12)

mit den skalaren Vektorkomponenten (v|a;) = v} und (a;|u) = u;. Wenn wir (2.12)
vollstandig ausschreiben, erkennen wir wieder die Matrixdarstellung (Aij) des

Operators A:

Ay Ap oo Ay e Uy
Ay Agy o Ay -- Us
S vrAguy = (v vy oeoowp )| P E T =
7,’7]' Ail Ai? I AZ] oo u]
<01’f‘:1!a1> <@1!f‘:1\a2> e <a1|/:1]aj) T (a1|u)
(ag|Alar) (az|Alaz) --- (ag|Ala;) --- (as|u)
((vla) (v|ag) --- (v|a;) ---) :
(ailAlar) (ai|Alag) --- (aiAla;) - (a;]u)

= (v|1AL|u) = (v|Alu) .

In diesem Zusammenhang weisen wir noch einmal auf die Ungleichheit zwischen
Vektorkomponenten-Darstellung und Matrix-Darstellung von Vektoren hin. So gilt
beispielsweise beziiglich der skalaren Vektorkomponenten v; der Operatorgleichung
v) = Alu) -

Matrixdarstellung : Vektorkomponenten-Darstellung :

vi= Ay 7 vilai) = <ZAU Uj) |a:)

Die Analogie dazu im R? ist beispielsweise fiir die Komponente mit i = 2:

vy = Agjuy + Agoup + Asgug  # vy - € = (A21U1 + Agpug + A23U3) - €y .
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3 Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen

Siehe auch:

Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 2, 10. Auflage, Vieweg,
Braunschweig, Wiesbaden, 2001, Seite 121 bis Seite 140

und

Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum, Heidel-
berg, Berlin, 1998, Seite 204 bis 211, Seite 414 bis 422.

3.1 Eigenwertgleichung einer 2-reihigen reellen Matrix
Wir gehen aus von der linearen Abbildungsgleichung (Transformationsgleichung)
A =y

im R? bzw. in der Ebene. Dabei seien die Funktion A eine 2-reihige (quadratische)

reelle Matrix und & = (73) und ¥ = (§3) die Ortsvektoren zur Beschreibung der

Punkte Py := {x1, 22} und Py := {y1, 92} . Die Wirkung von A auf den Ortsvektor &
kann allgemein sowohl in einer Drehung als auch in einer Langendnderung bestehen,
woraus dann der Ortsvektor i resultiert (s. Abb. 3.1a). Beispielsweise liefern

=)= ) = ()= 0)
o= (3D 0)-(9-0) -

Wir gehen jetzt der Frage nach, ob zur Matrix A Vektoren & existieren, sodass ¢
kollinear zu T verlduft (s. Abb. 3.1Db).

X, X,

Abb. 3.1

a Die Matrix A bewirkt sowohl eine Langenanderung als auch eine Drehung am Vektor  und
iberfiihrt diesen so in den Vektor 3. Der Vektor ¥ ist folglich kein Eigenvektor zu A.

b Die Matrix A uberfiihrt den Vektor Z (ohne Drehung) in den zu & kollinearen Vektor 3. Der
Vektor & ist somit ein Eigenvektor zur Matrix A.

In diesem Fall resultiert mit der Einheitsmatrix £ = ({ )

AF= =\ -Ef=i, AeR. (3.1)
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Um 7 zu bestimmen bilden wir aus (3.1) durch die Aquivalenzumformung
AZ=XNE-Z & (A-)XE)-Z=0

das homogene lineare Gleichungssystem (LGS)

2 —1 A0 L (2=X -1 r1\ t (0
GG ) @)@ e
Ein homogenes LGS besitzt nur dann nicht-triviale Losungen 7, wenn die Koeffizien-

tendeterminante det(A — AE)) verschwindet':

det(A— AE) = det (2__3A 4__1A) 2NN - [(-1)(-3)]

= M2 _6\+5 =0
A — \E ist die charakteristische Matriz von A und M2 — 6\ + 5 L 0 heilt die

charakteristische Gleichung bzw. das charakteristische Polynom von A. Es ist in die-
sem Fall eine quadratische Gleichung in A und somit nur erfiillt fiir

3+4vV9—-5 = A\ =5,
A=
3—vV9-5 = X=1.

Die Losungen A\; und Ay dieser quadratischen Gleichung, d.h. die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms von A sind die Eigenwerte der Matriz A .

Allgemein konnen wir fiir die 2-reihige Determinate der Matrix A

11 Aa12
Q21 A22

det A =

= a11Q22 — Q12021

und fiir das charakteristische Polynom der Matrix A

— A
det(A — \E) = au alj )\' = (a1 — A)(age — A) — a12a9
a21 22
= N — (a1 + ag) A+ (a11a22 — a12a21)
—_—— ~ ~
Sp(A) det A
det(A—AE) = A —Sp(A)- A +detA=0 (3.3)

!Die Determinante einer Matrix M verschwindet, wenn M singuliir (linear abhiingig) ist. Folglich
ist es erforderlich, dass die charakteristische Matrix A — AE singulér ist.
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schreiben. Durch Faktorisierung (Zerlegung in Linearfaktoren) erhélt das charakteris-
tische Polynom die Produktform

Der Koeffizientenvergleich zwischen (3.3) und (3.4) zeigt, wie Spur und Determinante
von A mit den Eigenwerten von A zusammenhéngen:

Sp(A) = ajg +ax =AM\ + X\

detA = 11929 — Q12091 = )\1/\2 .

Mit den Eigenwerten \; und A\, kénnen wir jetzt das homogene LGS (3.2) 16sen.

(b)) =6) =

(I) —3z1—22 =0 o 3
To = —OTq .
(II) —3x1—a0 = 0 ? '

Fir Ay = 5 resultiert

x1 ist frei wihlbar. Wir setzen x1 = « und erhalten fiir den normierten Losungsvektor
71 zum Eigenwert \;

Fiir Ay = 1 resultiert

() () =0) -

(I) Ty — T2 = 0 o
To = T1 .
(1)  — 3z +3xy = 0 S

x7 ist frei wiahlbar. Wir setzen x1 = [ und erhalten fiir den normierten Losungsvektor

Ty zum Eigenwert Ao
o T 1 1 1
200 = (1) =7(1) = 7 ()

Die Losungsvektoren 7 und ¥y sind die Eigenvektoren beziiglich der Matriz A . Die
Eigenvektoren liegen im Kern der charakteristischen Matrix A — AE'.
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Weil o und § frei gewahlt werden durften, hétten wir sie auch gleich 1 setzen kon-
nen. Es ist zwar Konvention, die Eigenvektoren zu normieren, aber nicht unbedingt
notwendig. Deshalb fiihren wir die Probe mit

-1 = ~:< 1) wd =1 = 52:(1)
—3 1
durch:

~ 2 —1 1 5 1 - o

A& (—3 4><—3>_<_15)_ ‘(_3)—)\'1'1, A=A =5€R,
2 1) (1 1 1 ~ o

A~2I(_3 4><1>:(1)21~<1>:)\.x27 >\—>\2—1€R

Wirkt eine Matrix A auf einen ihrer Eigenvektoren 7; , so erzeugt sie einen zu &; kol-
linearen Vektor ¢; , dessen Lange das \;-fache der Léange von Z; betriagt. Hierbei ist \;
der zum Eigenvektor Z; gehorende Eigenwert der Matrix A. Die Linge der Eigenvek-
toren #; kann frei gewéhlt werden. Konventionsgeméf werden die Eigenvektoren aber
auf die Lange 1 normiert.

81

R

Merke!
e Die charakteristische Matrix von A ist singuldr und damit linear abhéngig.

e Eine Eigenwertgleichung beschreibt die Wirkung einer Matrix A auf einen ihrer
Eigenvektoren v'. Diese Wirkung ist die Multiplikation des Eigenvektors mit
dem zugehorigen Eigenwert A\. A produziert folglich den Vektor A" der parallel
(kollinear) zum Eigenvektor ¢/ ist.

e Auch Vielfache von Eigenvektoren sind Eigenvektoren.
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3.2 Verallgemeinerungen fiir n-reihige Matrizen

Die fiir 2-reihige Matrizen gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf n-reihige Matrizen
verallgemeinern.

e Insbesondere gilt fiir die Eigenwerte n-reihiger Matrizen A

i)\i:SpurA, ﬁ/\i:detA.
i=1 i=1

e Zu n verschiedenen Figenwerten gehoren n linear unabhéngige Eigenvektoren.

e Ein k-facher Eigenwert (Vielfachheit k) hat mindestens einen und héchstens k
linear unabhéngige Figenvektoren.

e Die Eigenwerte einer Dreiecks- oder Diagonalmatrix A sind identisch mit ihren
Hauptdiagonalelementen. Dies resultiert aus den Rechenregeln fiir Determinan-
ten beispielsweise wie folgt:

a1l — )\1 0 0
det(A — /\E) = det 921 29 — )\2 0
asy as2 ags — A3

= (a11 — A1)(age — A2)(ass — A3) = 0
= M =an, A=ax, A3=dasz.
e Vielfache von Eigenvektoren sind ebenfalls Eigenvektoren.

e Die Eigenvektoren beziiglich einer Diagonalmatrix sind die den Eigenwerten \;
entsprechenden kanonischen Einheitsvektoren |e;) der Standardbasis {|e;)} .
Beispiel zur Veranschaulichung mit dem Eigen- bzw. Basisvektor |es) = (9):

s = (3 ) ()-(2) - () =

e Zusitzlich gilt fiir reelle symmetrische Matrizen A = AT :
Alle n Eigenwerte sind reell und die Eigenvektoren von verschiedenen Eigenwer-
ten sind orthogonal.?

2Die Beweise finden sich unter
www.mpi-inf.mpg.de/departments/dl/teaching/ss10/MFI2/kap46.pdf
oder unter dem Suchbegriff | Figenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen®.
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4 Entartung von Eigenwerten

Die Eigenwerte \; einer (n x n)-Matrix A sind die n Losungen bzw. die n Nullstellen
des charakteristischen Polynoms (n-ten Grades)

det(A—)\IL) :0, )\6{)\1,/\2,)\3,...,>\n}.

Existieren mehrere wie beispielsweise k gleiche Nullstellen unter den Losungen des
charakteristischen Polynoms, so spricht man von Vielfachheit (Multiplizitat) dieser
Nullstellen bzw. von k-fachen Nullstellen oder auch von Nullstellen der Ordnung k.
Gibt es mehr als einen linear unabhéngigen Eigenvektor v als Losung der zugehorigen

Eigenwertgleichung
Av— X 0 = 0

zu einem Eigenwert A, so nennt man diesen Eigenwert entartet.

Das charakteristische Polynom einer (n x n)-Matrix A besitzt n Nullstellen. Die
Matrix A besitzt demzufolge n Eigenwerte \; (i = 1,2, 3, ..., n). Treten (gleiche)
Nullstellen k-fach auf und zéhlen wir nur verschiedene Nullstellen bzw. Eigenwerte \;
mit dem Laufindex j =1, 2, 3, ..., m , so gilt

m m < n bei Entartung ,
ij =n =

=1 m =n keine Entartung .

Kurz gesagt:
Im Fall einer k;-fachen Entartung eines Eigenwertes \; existieren £; gleiche Nullstellen
unter den n Losungen des charakteristischen Polynoms n-ten Grades.

Beispiel reelle (3 x 3)-Matrix A mit 2-fach entartetem Eigenwert:
Die symmetrische Matrix
2 1 1
A= |1 21
11 2
besitzt das charakteristische Polynom  —A3 4+ 6A%2 — 9\ +4  bzw.
AP — 6N+ 9N — 4

mit der einfachen Nullstelle X\; = 4 und der 2-fachen Nullstelle Ay3 = 1.
In faktorisierter Form lautet damit das charakteristische Polynom

A=) A—1)(A—1).

Die Eigenwerte der Matrix A sind also

M=4, M=1, =1
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Der Graph dieser charakteristischen Polynom-Funktion tangiert die x-Achse an der
mehrfachen Nullstelle.

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren ¥; beziiglich der Matrix A :

Die nicht normierten Eigenvektoren werden dabei mit einer Tilde indiziert.

[ ] >\1:4

2 1 1 40 0\] _ -2 1 1\ [z 0
121|-f(o4o0]|on=(1 -2 1]|[y] =1]0] =
11 2 00 4 11 -2/ \z 0

2+ y+ z =0 &
r—2y+ 2z = 0 = §y+%z—2y+z20<:>y:z,

1 1
—5y+§z,

= 8

r+ y—2z =0 = r+y—2y=0 & r=y.

Wir erhalten z =y = 2z, wihlen x =1 und erhalten

[ ] /\2:1
1 11 x 0 r+y+z =20,
1 11 yl =10 = x+y+z =0,
1 11 z 0 r+y+z = 0.

Wir wahlen r =y=1 = 2z = —2 und erhalten

Die Eigenvektoren v; und v, sind zueinander orthogonal, denn

1
Gt =11 D1 ] =0 = 4 L1L3.
—2
° =1
111\ [z 0
11 1) |y] = (o0
11 1) \z 0

Wir kénnen jetzt wieder zwei der drei Variablen frei wihlen bzw. festlegen. Weil
aber die drei Eigenvektoren linear unabhéngig und sogar orthogonal zueinander
sein sollen, wéihlen wir v3 gleich derart, dass

Q:JV},J_Q:)/'I und 'gg,J_fgg =
(II) ’62"17320
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M 1z24+1-y+1-2 =0 & zr=-y—=z,
I 1 24+41-y—2-2 =0 = —y—z4+y—22=-32=0 < z=0.

Wir erhalten 2z =0, y = —x, wahlen x =1 und erhalten
- 1 ) 1 1
V3 = -1 = V3 = — -1

Die drei Eigenvektoren o; bilden eine vollstandige Orthonormalbasis. Uberpriifen lésst
sich dieses FErgebnis durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung
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5 Hilbertraum, Hermitesche Matrizen (Operatoren)
und ihre Eigenschaften

Die Feststellungen iiber hermitesche Matrizen gelten auch fiir hermitesche Operato-
ren. Abhéngig vom Zusammenhang werden wir deshalb im Folgenden entweder von
Matrizen oder von Operatoren sprechen. Weil die hermiteschen Operatoren in der
Quantenmechanik auf Zustandsvektoren, d.h. auf Elemente des Hilbert-Raums H
wirken, beginnen wir diesen Abschnitt mit der

Definition des Hilbert-Raums:

Im Allgemeinen sind Hilbertraume H abzdahlbar-unendlichdimensionale, lineare Vek-
torrdume tiber C mit einem Standardskalarprodukt. Weiterhin sind Hilbertraume voll-
standig beztglich der durch |||@)|| = /(¥|¥) definierten Norm, wobei |¥) abstrakte,
basisfreie Hilbert-Raum-Vektoren (Hilbert-Raum-Elemente) sind.

Die Hilbert-Raum-Vektoren |¥) lassen sich nach ihren quadratsummablen Koordina-
ten entwickeln, die wiederum eine den Hilbertraum vollstindig aufspannende

Orthonormalbasis bilden. Der Hilbert-Raum zu einem Operator mit einem vollstéan-
digen Satz von n linear unabhéngigen Eigenvektoren ist ebenfalls n-dimensional.

Hilbert-Réume sind z. B. der R", der C", der quadratsummable Folgenraum ¢2, aber
auch der L2-Raum der quadratintegrablen Funktionen.

Hermitesche Matrizen (Operatoren) und ihre Eigenschaften

e Hermitesche Matrizen A sind quadratisch und komplex. Sie lassen sich zerlegen
in einen Realteil, die symmetrische reelle Matrix B, und in einen Imaginéarteil,
die antisymmetrische (schiefsymmetrische) Matrix C. Fiir eine n-reihige hermi-
tesche Matrix

A=Anxn =Buxn +iChxn = A=B+iC
gilt folglich

A= (B+i0) =B+ 0" =B"+C"%*=B-C(~i)=B+iC=A,

A=Al
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Alle Hauptdiagonalelemente sind reell. Eine hermitesche Matrix ist z. B.
-7 3t 1—4i

A = —31 2 8—1
14+4i 841 6

-7 01 0 3t —4
= 0 2 8)+|-3 0 —i
1 8 6 4 1+ 0

e Die Determinante einer hermiteschen Matrix ist reell:

detAcR.

e Hermitesche Matrizen (lineare hermitesche Operatoren) besitzen
nur reelle Eigenwerte :!

In (2.5) verwenden wir fir (u|
;
uy = Alp) = (u|=|u)’ = (4Jv))" = (v]AT = (v]4
und erhalten
(ulv) = ((ulv))” = (v]AJv) = ((v]AJv))".
Mit dem Eigenwert A von A und dem Eigenvektor |[v) zu A und A gilt die

Eigenwertgleichung
Alv) = Alv) ,

woraus

(ol Afv) = (v[Alv)
= Avfv) = (Mulv))”
folgt. Wegen (v|v) € R muss also auch A € R gelten.

e Die Eigenvektoren zu verschiedenen FEigenwerten einer hermiteschen Matrix
(einem linearen hermiteschen Operator) sind orthogonal :!

5 Sei

Aluy = Mu), Alv) = Xav), A # Ao

Aus der zweiten Gleichung folgt (v|A = Ao(v|. Bildet man in dieser Gleichung
das Skalarprodukt mit |u), in der ersten Gleichung das Skalarprodukt mit (v|
und subtrahiert anschliefsend die beiden Gleichungen voneinander, so erhélt man

(0] Alu) = (v]Alu) = M (vlu) = Ao (v]u)

also
(A1 = Ag)(vlu) =0,

also (v|u) = 0.4

!Nach bzw. zitiert aus: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.
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e Die Eigenvektoren beziiglich einer hermiteschen Matrix (einem linearen her-

miteschen Operator) spannen eine vollstindige Orthonormalbasis (VON-
Basis) in H auf.? Kurz gesagt, die Eigenvektoren aller Eigenwerte einer hemite-
schen Matrix (eines hermiteschen Operators) spannen den gesamten zugehorigen
Hilbert-Raum auf.

Der Eigenvektor bzw. ,,die Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert A
bilden einen Vektorraum, einen Unterraum von H, den Eigenraum H, zum
Eigenwert \.*? Insofern stellt jeder einzelne Eigenvektor einen eindimensionalen
Unterraum von H dar.

Jeder durch eine quantenmechanische Messung zu beschreibende Zustand eines
Objekts ist mathematisch gesehen ein Strahl bzw. die Vektorenmenge {«|¥)}
mit o € C und folglich ein eindimensionaler Unterraum von H. |¥) ist dabei
der im Allgemeinen geméfs (¥|¥) = 1 normierte Zustandsvektor und kann als
Reprasentant des zu beschreibenden Zustands gewahlt werden. Die Zustands-
vektoren (Zustdnde) |¥) wiederum sind im Allgemeinen Linearkombinationen
aus Eigenvektoren |a;) beziiglich einer Observablen, d.h. beziiglich eines Ope-
rators A .

Wenn die Eigenvektoren |a;) zum Operator A die VON-Basis {|a;)} bilden und
wenn der Zustand |¥) die Linearkombination

) = Z(aiIWIaQ = ZCJ%)

aus den Basisvektoren |a;) ist, dann gelten mit den Eigenwerten ); von A die
zugehorigen R
Eigenwertgleichungen Ala;) = \;a;) .

Ist |¥) selbst ein Eigenvektor bzw. ein Eigenzustand zum Operator A, dann
erhalt die Eigenwertgleichung mit dem zugehorigen Eigenwert A die Form

Awy = \|w) .

Ein Beispiel dafiir ist die Eigenwertgleichung H|W) = E|¥) zum Hamilton-
Operator H, wenn F ein Eigenwert von H ist und |¥) der zugehorige Eigenzu-
stand.

2Nach bzw. zitiert aus: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.
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6 Unitare Matrizen (Operatoren)

Ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt (ulv) = a0 = >, u;-v; = (v|u)
heiftt euklidischer Vektorraum.

Ein C-Vektorraum mit Skalarprodukt (ulv) = @t -9 = 3wl v = ((v]u))”
heifft unitarer Vektorraum.

Unitéire Operatoren bezeichnen wir mit U und die zugehorigen unitdren Matrizen
(Operatorenmatrizen) mit (Uij) = U . Zwei sehr einfache Beispiele fiir unitare Matri-
zen sind die Matrix U = (9) und die Einheitsmatrix 1. Vereinfachend verwenden
wir in diesem Abschnitt fiir die (Zustands-)Vektoren gelegentlich die Darstellung

U1
(%

=:|v) .

(%

6.1 Eigenschaften unitdrer Matrizen (Operatoren)

e Unitéar heifit im weitesten Sinne normerhaltend. Das aber bedeutet, dass U bzw.

U auch das Skalarprodukt invariant lassen. Dann gilt fiir das Skalarprodukt aus
|?) und |¥) :

) (@|w) = (De0r) = @00 W) = (@[F).
ja) = O1#) = [02), |1} = O|w) = |0)

=
(alb) = (UD|UW) = (@|UT U W) = (d|¥) . O

Daraus folgt
Ulv=vlv=1 < vuvt=vu"', U'=0".

Damit ist U stets invertierbar und regulér.

Inverse und Produkt unitérer Matrizen (Operatoren) sind unitér.

Der Betrag der Determinante von U ist stets
‘ det U | =1.
Unitédr im Komplexen entspricht orthogonal im Reellen, denn Zeilen und Spalten

unitdrer Matrizen (Operatoren) sind orthonormiert. Mit der unitdren Matrix
U € C™ " und der orthogonalen Matrix O € R™*™ heifst das

U'v=0"'"U=1 +— O0T0O=0"'0=1.
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e |u;) seien die Eigenzustinde beziiglich U und \; € C die zugehorigen Eigenwerte.
Aus der entsprechenden Eigenwertgleichung

Ulus) = w;lug)
erhalten wir das Skalarprodukt (gleicher Zeilen oder gleicher Spalten)
(Uui|Uws) = (| UTU i) = (ui|ug) = 1
= (Niwg|Ajug) = A7 Ai(uilug) = (uilu;) =1
= MNh=|NEP=1.

Das Betragsquadrat jedes Eigenwerts \; des unitdren Operators U bzw. der
unitdaren Matrix U ist gleich 1.

6.2 Unitare Transformation

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschul-
taschenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 430 und Seite 431.

Bei der unitéaren Transformation wird durch eine unitire Matrix (einen unitéren Ope-
rator) ein normerhaltender Darstellungswechsel bewirkt. Die unitére Transformation
andert also das Basissystem im Vektorraum z. B. im Sinne einer Drehung oder Spie-
gelung. Die Orthogonalitatseigenschaften des Basissystems bleiben dabei erhalten.
Analog zu einer Drehmatrix vermittelt so ein unitérer Operator U die unitire Trans-
formation zwischen den zwei verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)} geméfs

Ula) = b)) +—  (bi| = (a]U". (6.1)

Die Matrixelemente des unitdren Operators U (s. Matrixdarstellung von Operatoren)
sind damit .

(ai|Ulaz) = (aibj) = Us; .
Die Umkehroperation von (6.1) ist

UtU|a;) = UT|b;) = |a;)
Ein Vektor |v) hat in den beiden verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)}
die verschiedenen Komponentendarstellungen

D ailai) = o) = o) = > Bilbi)

Der Darstellungswechsel des Vektors |v) von der einen in die andere Orthonormalbasis
mittels unitarer Transformation erfolgt in Komponentenschreibweise wie folgt:

Bj = (bjlv) = <bj|zoﬁ‘ai>
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Fiir die zu den Uy; adjungierten Matrixelementen haben wir dabei Us; geschrieben, weil
fiir die zu (Uy;) adjungierte Matrix (U;)' = (Uy;)* = (U};) gilt. Die Matrixelemente
Uj;; erhalten wir aus den Matrixelementen U;; wie folgt:

Uij = (a;|b;) mit Zeilenindex ¢ und Spaltenindex j
(ailby)" = (@ilby)* = (bjla)
= (bla;) = U} mit Zeilenindex j und Spaltenindex 7 .

In Matrixschreibweise ist (6.2)

B 831
B2 Q2
= o)y =Uf) = Ut
5;‘ 0%

Unitare Transformation einer Matrix bzw. eines Operators

Auch die Darstellung einer Matrix bzw. eines Operators dndert sich bei einem
Basiswechsel. Betrachten wir also die unitdre Transformation der Matrixelemente

Ay, dargestellt in der VON-Basis {|a;)}, in die Matrixelemente A;;, dargestellt in
der VON-Basis {|b;) }. Dafiir erinnern wir an die Matrixdarstellung

A= (A) = lai) {a] Alar) (] =) lax) Aw (al

kl Awl kl

eines Operators A in der VON-Basis {la;)} (siche Abschnitt 2.3). Mit (6.1) und mit
den Komponenten von U und A erhalten wir:
Akzl = <CLk| A |al) = <bk| UTAU |bl> = <bk| A |bl> =
=A
A=UlAU =

in Komponentendarstellung :

A;; in Basis {]bl>} +— A, in Basis {|@Z>} ,

A = ZU;LAM U ,
il

Ay = (bilag) A ailby) = > (bilax) (ax| Alar) (alb;)

kl kl ne

mit Uj = (alb))  und Ul = (blag) .

Ui; = (a|b;) , also |b;) in |a;), ist die Projektion von |b;) auf |a;). Analog ist
U;fk = (bj|ax) = ((ak|bi>)* die Projektion von |b;)* auf |ax)*.
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In Matrixschreibweise gilt also B
UTAU = A

Dies entspricht dem basisfreien Operatorenprodukt
UtAD = A.
Die unitére Transformation von Polynomen (A + B) erfolgt durch
(A+B)=U'A+ B)U = U'(AU + BU) = U'AU + U'BU = A + B
und von Potenzreihen (A - B) durch

(A-B)=U'(A-BU =U'(A-UU'-BYU =UTAU -U'BU=A-B..

Merke!
Die unitére Transformation von der Basis {|a;)} in die Basis {|b;)} erfolgt durch
Ulas) = |b:)
mit der Umkehroperation |a;) = UT|b;) .

Die unitére Transformation eines Vektors |v) erfolgt durch

Uty = [v)

mit der Umkehroperation |v) = Ulv) .

Die unitére Transformation einer Matrix A bzw. eines Operators A erfolgt durch

mit der Umkehroperation A = UAUY +— A=UAU'.

Dabei ist (Aij) = A die zum Operator A gehorende und (Aij) = A die zum Operator
A gehorende Matrix. U (...) U ist die zu UT (... ) U inverse Operation.

6.3 Diagonalisierung von Matrizen (Operatoren)

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschul-

taschenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 418 und Seite 419.

In diesem Abschnitt folgen wir im Wesentlichen der Argumentation von Lang und
Pucker (s. Literaturhinweis). Wie wir in unseren bisherigen Betrachtungen tiber den
Umgang mit Matrizen und Operatoren unter Beriicksichtigung der Matrixdarstellung
von Operatoren feststellen konnten, lassen sich die Ergebnisse fiir Matrizen miihe-
los auf Operatoren iibertragen. Deshalb gehen wir jetzt vereinfachend nur von einer

Matrix A aus.
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Diese Matrix A habe die spezielle Eigenschaft, dass ihre Eigenvektoren |v;) orthogonal
aufeinander stehen und gleichzeitig auch eine zu A passende VON-Basis {|v;)} bilden.
Dies gilt stets fiir hermitesche und folglich auch fiir symmetrische reelle Matrizen.
Selbstversténdlich erfiillen diese Basisvektoren (Eigenvektoren) |v;) die Eigenwert-
gleichung
Alvg) = Ni|vg) .

Wenn wir aus den orthonormierten Eigen- bzw. Basisvektoren |v;) eine Matrix bilden
derart, dass die Basisvektoren die Spalten der Matrix darstellen, so erhalten wir die
unitdre Matrix U sinngeméfs durch

U= (lo) o) -+ Jo) )

denn wegen der Orthonormalitét der |v;) geméf (v;|v;) = 0;; gilt

()7 (v1)s -+ (v)j -\ [ (v2)ir - (vih
(v2)] (v2)3 -++ (v2)] | | (vi)2 (v2)2 -+ (vi)2
Ulu=1 oo 5 Do =1 (6.3)

Wie man sieht, sind die Elemente der Matrix U die Entwicklungskoeffizienten (v;);
der Eigenvektoren |v;) in einer anderen VON-Basis, z. B. {|a;)}:

[0:) =D (ajlvi)lag) =D (vi);lay) ==

i J (vi);

Wiren die |a;) selbst die Eigenvektoren zur Matrix A, hitte U die Gestalt einer
Diagonalmatrix.

Jetzt multiplizieren wir U in (6.3) mit der Matrix A.' Entsprechend der Eigenwert-
gleichung

beziiglich der Eigenvektoren (Spalten) |v;) von U gilt fiir die Elemente der resultie-
renden Matrix UTA U , d.h. fiir ,, Zeile k von U’ mal )\; mal Spalte ¢ von U

> @A (i) = A Z(vk); (0); = Ai Ok 4

J

'Die Multiplikation der Matrix U mit der Matrix A entspricht der Wirkung des Operators A auf
den unitdren Operator U.
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sodass
Al

UTAU = = A.

Die Hauptdiagonalelemente der Diagonalmatrix A sind die Eigenwerte der Matrix A.

Damit haben wir ein Verfahren zur Diagonalisierung von hermiteschen bzw. symme-
trischen reellen Matrizen A (Operatoren A) gefunden:

1. Wir bilden die orthonormierten Eigenvektoren |v;) zu A (zu A).

2. Diese Eigenvektoren bilden die Spalten der unitdren Matrix U . Auf die Rei-
henfolge der Eigenvektoren bzw. Spalten ist zu achten. Sie ist nicht beliebig,
denn eine Vertauschung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt
eine entsprechende Vertauschung der Reihenfolge der Diagonalelemente A; in A.

3. Das Matrixprodukt UTAU bewirkt dann die Diagonalisierung von A und liefert
die Diagonalmatrix A, deren Hauptdiagonalelemente die Eigenwerte A; von A
(von A) sind.

Die Diagonalisierung einer Matrix ist dquivalent zur Bestimmung ihrer Eigenwerte
und Eigenvektoren.
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Beispiel

Betrachten wir die hermitesche Matrix
8 -3
A= (32’ 0 ) '

)\1 == 4—|—\/16—|—
4 —

9= 9,
Ay = 4—V16+9=—1,

also erwartungsgeméf reell. Die (normierten) Eigenvektoren zu A sind

(2)

1
K
|v1) und |vy) sind tatséchlich orthogonal, denn

(vn[va) = % (f)T - % (g) - % (—3i +3i) =0.

Die Eigenvektoren sind die Spalten der unitdren Matrix U = <|v1> |v2>>, die A wie

Ihre Eigenwerte sind

1)) =

(e

[V2) (2g) 1=

)

folgt diagonalisiert:

3 —1 . 3 i
- (B DENDE D66
vieo o) \3 0/ \vm vw) \V - 0 A

Die Umkehroperation dazu ist

UAU'=U (UTAU) U =UUTAUUT =1A1 = A.

Eine Anderung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt eine entsprechende
Anderung der Reihenfolge der Diagonalelemente \; in A :

i 3 . . .
o ) = 0= (8 ) - oo (35 =(% 0.
V1o V10 !
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7 Spur einer Matrix

e Die Spur einer Matrix A ist die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente. Fiir die
Darstellung der Spur in der VON-Basis {|a;)} gilt somit

Sp{A} = (ai|Ala;) ZA” :

%

e Die Spur einer Matrix ist unabhéngig von der verwendeten VON-Basis (hier

{]a;)} und {|bx)}) von H:
Sp(4) = Y (il

= 3 S () ul b e
— Z (Z|al a; ) |br) (br| Albr)

W—/
=1

— Z (by|br) (br| Albr)

Ont

= > O (b Alby)
Sp{A} = > (belAlbx) - O

k

e Die zyklische Invarianz der Spur:

Zunéchst zeigen wir

Sp{AB} = Sp{BA} :
Sp{AB} = Z(ai!AB!@i> = Z(Gi\A|Gk><ak!B\ai>
= ZZ(ak|B|@z’><ai|A!ak>

- Z(ak|BA|ak) = Sp{BA} . O

k

Daraus folgt die zyklische Invarianz der Spur

Sp{A - BC} = Sp{BC - A}
— Sp{B-CA} =Sp{CA- B}
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und fiir die unitire Transformation der Spur einer Matrix A

Sp{A} = Sp{UTAU} = Sp{ YU A} = Sp{A} .

=1

Sp{AB} = ZAU Bji # Sp{A}-Sp{B}=> Ai-> Bj.

e Spur des dyadischen Produkts

D = |u){v|, |u) orthogonal zu [v) = (ul|v) = (v|u) =0 :

Sp{D} = Z<ai\u><v\ai>
= Z<v|ai>(ai|u> = (v Z|ai><ai’ |w)

Sp{D} = (v|u) =0.

Veranschaulichendes Beispiel:

0 0
D(l) (00 1)(0
0 0

o O O
o = O

) = Sp{D} =0.
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8 Tabelle: Quadratische Matrizen

A reell

A komplex Eigenschaften

normal:

AAT = ATA

symmetrisch: A = AT

orthogonal: AT = A~!

= AAT =1

normal: AA" = ATA

hermitesch: A = Af normal, selbstadjungiert
unitar: Al = A1 normal, Drehmatrizen
= AAT=1
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9 Messen und Messproblem in der Quantenmechanik

Ein physikalisches System befinde sich vor dem Messvorgang in einem quantenmecha-
nischen Zustand, den wir hier den urspriinglichen Zustand nennen wollen. Dieser wird
beschrieben durch den normierten Zustandsvektor |¥) oder ggf. durch die normierte
Zustandsfunktion bzw. Wellenfunktion ¥. Wie wir im Folgenden sehen werden, ist
der Zustand |¥) im Allgemeinen kein Eigenzustand zu einem Operator, sondern eine
Linearkombination von Eigenzustinden.

Wiéhrend des Messvorgangs ,springt” das System vom urspriinglichen Zustand |¥)
oder ggf. von der urspriinglichen Wellenfunktion ¥ in einen nach der Messung beste-
henden und von der Observablen abhéngigen bzw. zum ,Messoperator gehorenden
Eigenzustand. Letzteren beschreiben wir durch einen entsprechenden Eigenvektor
la;) oder ggf. durch eine entsprechende Eigenfunktion.

Ist der urspriingliche Zustand bereits ein Eigenzustand, éndert sich dieser beim
Messvorgang nicht und das Messergebnis ist mit Sicherheit der zugehorige Eigenwert
(siche Eigenwertgleichung).

Die durch die Messung bedingte instantane Reduktion des urspriinglichen Zustands
auf einen zugehorigen Eigenzustand wird Zustandsreduktion und die durch die Mes-
sung bedingte instantane Anderung der Wellenfunktion wird Kollaps der
(urspriinglichen) Wellenfunktion genannt.

Das Messproblem besteht in der Interpretation dieses Sachverhalts.

9.1 Observable, Messvorgang, Erwartungswert

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen,
6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 130 bis Seite 137 und Sei-
te 180 bis Seite 183.

Die zu messende physikalische bzw. quantenmechanische Grofse bezeichnet man als
Observable. Sie ist eine ,, quantendynamische Variable (Operator) mit direkt beob-
achtbaren, reellen Messwerten.“! Im Folgenden werden wir die basisfreien Operatoren
zur besseren Unterscheidung mit einem Dach kennzeichnen wie z. B. beim Operator A.

Eine Messung impliziert notwendigerweise die Wechselwirkung zwischen der Mess-
apparatur und dem zu messenden System. Auferdem muss die Messapparatur zur
Messung der Observablen geeignet sein. Mathematisch gesehen entspricht der Mess-
vorgang der Anwendung eines linearen hermiteschen Operators A auf einen Zustands-
vektor (kurz Zustand) |¥) des Systems. In der Quantenmechanik lassen sich diese
Operatoren A als die Observablen identifizieren. Anders gesagt, die Operatoren wer-
den auch als Observablen bezeichnet. Weiterhin bezeichnen wir im Folgenden die
Eigenwerte von A mit ); und die Eigenvektoren beziiglich A mit |a;) . Letztere sol-
len eine vollsténdige Orthonormalbasis {|a;)} in dem zu A passenden Hilbert-Raum

1Zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundla-
gen, 6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 137.
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‘H aufspannen. Weiterhin nehmen wir vereinfachend an, |¥) sei ein reiner System-
zustand. Warum |¥) ein reiner Zustand ist, werden wir verstehen, wenn wir im
néachsten Abschnitt die gemischten Zusténde kennenlernen.

Weil in der Quantenmechanik wegen der Heisenberg’schen Unschérferelation die
Orte Z und die Impulse p’ der Phasenraumpunkte 7@ = (Z, p') nicht gleichzeitig scharf
sein konnen, haben wir es in der Quantenmechanik mit Zustandsvektoren und Erwar-
tungswerten zu tun. Zustandsvektoren sind im Allgemeinen Linearkombinationen von
Eigenvektoren beziiglich einer Observablen. Bei der Messung einer Observablen an ei-
nem System, dessen Zustand durch einen Zustandsvektor beschrieben wird, resultiert
ein (reeller) Eigenwert der Observablen. Durch die Messung hat folglich das System
den zum gemessenen Eigenwert gehorenden Eigenzustand angenommen und der ur-
spriingliche Zustand des Systems ist vernichtet. Das Ergebnis der Einzelmessung ist
in der Regel nicht vorhersagbar. Bestimmte Messwerte (Eigenwerte) realisieren sich
bei der Messung mit einer zugehorigen bestimmten Wahrscheinlichkeit, die sich aus
den Eigenfunktionen zur Observablen ergibt. Der quantenmechanische Mittelwert aus
allen moglichen Messwerten unter Beriicksichtigung ihrer Wahrscheinlichkeit heifst
Erwartungswert.

Wir werden jetzt das mathematische Modell des quantenmechanischen Messvor-
gangs, d. h. der Messung der Observablen A bzw. der Messung beziiglich des Operators
A am reinen Zustand

) = ) (alP)a) = Y cla) = Zém

entwickeln. Wie man sieht, ist dabei der Zustand |¥) kein Eigenzustand zum Ope-
rator A. Die (normierten) Eigenzustédnde zum Operator A sind némlich die Basisvek-
toren |a;), welche die VON-Basis {|a;) } bilden. Der quantenmechanische Messvorgang
erfolgt formal (nicht real!) in zwei Schritten, ndmlich

1. Spektralzerlegung von |¥) und 2. Zustandsreduktion von |¥):

Spektralzerlegung des reinen Zustands |¥)

Zu Beginn des Messvorgangs zerlegt die Messapparatur den Zustand |¥) in alle seine
Komponenten ¢;|a;) parallel zu den Eigenzustinden (Eigenvektoren) |a;) beziiglich A.
Die ¢; = (a;|¥), ¢; € C, sind die Entwicklungskoeffizienten von |¥). Mathematisch
betrachtet bewirkt hierbei der Operator A diese Spektralzerlegung des Zustands |¥)
wie folgt:

Ay = Z)\z' (@i]¥) |ai;) = Z)\i |ai){ai| ¥) (9.1)
Alw) = Zci.xi\cm = ZA,PH@). (9.2)

(9.1) ist eine Summe aus Vektoren, die alle parallel zu den Basisvektoren bzw. Eigen-
zusténden von A verlaufen. |7) ist also die Linearkombination aus den Vektoren
(a;|¥) |a;) geméf der Entwicklung [¥) = > (a;|¥) |a;) . Aus dem Vergleich von linker
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und rechter Seite der Gleichung (9.1) entnehmen wir mit ), [a;)(a;| = 1

A
v 0

A= Z i lai){a;| = = Diagonalmatrix (An)

A
0

mit den Matrixelementen A;; = \; .

Dies ist die Spelftraldarstellung des linearen hermiteschen Opergtors A oder kurz das
Spektrum von A, also die Gesamtheit aller Eigenwerte \; von A, dargestellt als Dia-
gonalmatrix.

Zustandsreduktion von |¥)

Jede Messung kann nur einen Wert ergeben. Deshalb wird der Messvorgang abge-
schlossen, indem ein Eigenzustand |a;) mit dem zugehorigen Eigenwert A; als Messwert
aus dem Spektrum (9.2) ,herausgefiltert wird. Mathematisch erfolgt diese Zustands-
reduktion durch den Projektionsoperator P, = |a;)(a;| wie folgt:

Plw) = |a;){a;] Z@I@ |aj)
= |a;)(ai Z|@j>0j

= Y lai) (ailay) ¢ =
7 Ra,_/
ij

P, |)

C;

]51‘@> = ci\ai> = |@z> =

Welcher der Eigenzusténde |a;) bei der Zustandsreduktion herausgefiltert und welcher
zugehorige Eigenwert \; dabei gemessen wird, ist nicht vorhersagbar. Allerdings las-
sen sich die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens der einzelnen Zusténde |a;) mit den
zugehdrigen Messwerten \; aus den Entwicklungskoeffizienten ¢; exakt berechnen. Die
Entwicklungskoeffizienten werden deshalb auch als Wahrscheinlichkeitsamplituden be-
zeichnet. Jede Einzelmessung ergibt namlich mit der bestimmten, naturgegebenen
Wabhrscheinlichkeit?

pi = e = |ef” = (Wlag){alw) = (@] B, |w) = || B [w)]*

den zugehorigen Eigen- bzw. Messwert \;, sodass die Wahrscheinlichkeit, iberhaupt
einen Wert aus dem Eigenwertspektrum {\;} der Observablen A zu messen, erwar-

tungsgeméfs
Som= Y=Yl = S @la ) =1
ist.
2 HH\@HQ = (0| PP W) = (@|B|P) = |a]* = p; O = leil = || @) -

=P
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Erwartungswert einer Observablen A

Abschliefend bilden wir noch den Erwartungswert der Observablen A. In der Quan-
tenmechanik wird der Mittelwert {iber die N Messwerte einer Messreihe beziiglich
einer Observablen fir N — oo Erwartungswert genannt. Mit den

Eigenwertgleichungen A l|a;) = \;|a;)

hat A den Erwartungswert (A) = (U|A|¥)
= > (lai)(ai| Alay)(a;¥)
———

%]

—~

= > (Wlai)(ai] Aglag)(a; 1)
2V

= ¢ (ai] A lag) ¢
2V

= > N {ailay) ¢
- S——
@] 51

(A = pi- N

An (9.3) erkennt man, dass das Betragsquadrat c}¢; = |¢;|* der Entwicklungskoeffizi-
enten ¢; die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der zugehorigen Messwerte J; ist.
Damit wird deutlich, dass (Z|A[¥) tatsichlich der Erwartungswert der Observablen
A ist.

| 2

Im Fall reiner Zusténde |¥) existieren wvollstindige Informationen tiber das durch
Messungen seiner Observablen zu beschreibende System. Und dennoch treten die mog-
lichen Messwerte \; nur mit einer bestimmten, prinzipiell-quantenmechanischen,
aber exakt berechenbaren Wahrscheinlichkeit auf. Dieser Sachverhalt ist Ausdruck des
spezifisch-quantenmechanischen Indeterminismus.
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9.2 Gemischte Zustande

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Auflage, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 103 und Seite 104.

Im Unterschied zu reinen Zusténden existieren bei den gemischten Zustdnden |®) nur
unvollstindige Informationen iiber das durch die Messung seiner Observablen A zu
beschreibende System. Unter dieser Bedingung befindet sich das System jeweils mit
der Wahrscheinlichkeit w,, in einem der reinen Zusténde |,), n =1, 2, 3, ... . Diese
angenommenen reinen Zustidnde |¥,) seien orthonormiert, aber nicht notwendigerwei-
se die Eigenzustinde zur Observablen A . Die Eigenzustéinde |a;) beziiglich A bilden
die VON-Basis {|a;)} .

Die Wahrscheinlichkeiten w,, sind hier, z. B. durch dufsere Einfliisse bzw. Messfehler
bedingt, rein klassisch-statistischer und nicht grundsétzlicher (prinzipieller) Natur.
Sie resultieren also aus der Unvollstdndigkeit der Information und wéren prinzipiell
vermeidbar — im Gegensatz zu den prinzipiell-quantenmechanischen Wahrscheinlich-
keiten infolge des spezifisch-quantenmechanischen Indeterminismus.

Ein gemischter, normierter Zustand |®) werde also représentiert von der Gesamtheit
der reinen Zustéande |¥,,) jeweils mit ihrer statistischen Wahrscheinlichkeit w,, , sodass
fiir den Erwartungswert von A gilt:

<A> = <@|A‘¢> = an <Lpn|"21|wn>

= zn:wn Z (W ai) (ai| Alay) (a;|¥)

] * .
Cin Cjn

= > wn Y i (ai] Alay)
n

i,J
mit  (a;| Ala;) = (ai|Mla;) = A (ailag) = A, 05
= {a;|Ala;) = N\

= an Z |Cin|2 )\z

)

n
S SR
7 n

Die Wahrscheinlichkeit
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mit der die Messwerte \; des gemischten Zustands |@) auftreten (bei Messung am
gemischten Zustand), setzt sich also aus zwei verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zu-
sammen. Darin ist

Pin = |Cin’2 = |<a1’¢n>|2

die prinzipiell-quantenmechanische Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Messwer-
tes \; beziiglich der reinen Zustande |¥,,) (bei Messung am reinen Zustand) und die
w,, sind die klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der reinen
Zusténde |¥,,) .

Entsprechend beinhaltet der Erwartungswert (A) der Observablen A in einem ge-
mischten Zustand zwei verschiedene Mittelungen.

Die erste Mittelung ist die rein-quantenmechanische Mittelung:
e Sie ist prinzipieller Natur.
e Sie erfolgt direkt auf der Grundlage reiner Zusténde bzw. der quantenmechani-
schen Wahrscheinlichkeitsamplituden (Entwicklungskoeffizienten)
Cin € C. =
e Die daraus resultierenden Zustdnde kénnen miteinander interferieren.

Die zweite Mittelung ist die klassische Mittelung:

e Sie ist praktischer Natur. Die diesbeziiglichen Abweichungen vom Mittelwert
waren im Prinzip durch den Ausschluss von Messfehlern vermeidbar.

e Sie ,, greift dagegen direkt Erwartungswerte und nicht Zustinde an®3, erfolgt
also auf der Grundlage der klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeiten
w, €ER. =

e Die Folge davon ist, ,, dass die verschiedenen reinen Zusténde |%,,) des Gemisches
nicht miteinander interferieren. Der gemischte Zustand resultiert also aus einer
inkohéirenten Superposition von reinen Zustinden.*?

9.3 Der statistische Operator (Dichtematrix)

Nach:

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen, 6. Auflage,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 189 bis Seite 194

und

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Auflage, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 104 bis Seite 106.

Von besonderer Bedeutung fiir die Bestimmung der Erwartungswerte und fiir die
Quantenstatistik ist der statistische Operator

3Zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundla-
gen, 6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 191.
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der auch kurz Dichtematrix genannt wird. Die Zusténde |¥,) seien die gleichen wie im
Abschnitt 9.2, also reine, orthonormierte Zustandsvektoren geméf (¥, |¥,) = 6,
aber nicht notwendigerweise Eigenzustéinde zum Operator A. Wir leiten ¢ aus dem
quantenmechanischen Erwartungswert der Observablen bzw. des Operators A in
einem gemischten Zustand |®@) her, d. h. fiir ein statistisches Ensemble. Der gemischte
Zustand |®) wird représentiert durch die reinen Zusténden |%,), die jeweils mit ih-
rer klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeit w,, auftreten. Die reinen Zusténde |&,)
konnen entwickelt werden nach den Eigenzusténden |a;) zum Operator A, Beziiglich
der reinen Zusténde |¥,) treten die zu den Eigenzustédnden |a;) gehérenden Mess-
bzw. Eigenwerte )\; mit der prinzipiellen, quantenmechanischen Wahrscheinlichkeit
Pin = |Cin]? auf. A

Bei der Bestimmung des Erwartungswerts von A im gemischten Zustand ermdoglicht
der statistische Operator ¢ die Zusammenfassung der quantenmechanischen mit der
klassischen Mittelungsprozedur und liefert so den Erwartungswert (A) aus den Eigen-
werten )\, , die dann jeweils mit der kombinierten Wahrscheinlichkeit W; = " w, - pin
auftreten:

A Lol
(4) = an (U | A W)
n H—/

N ,  qm. Mittel.
klass. Mittel.

= wa Y (Walay) (il Alay) (a;¥,)
N N e —
" “J Zahl Zahl Zahl
Zahlen sind beliebig vertauschbar =

= wn > (a1 %) (Fa;) (a;| Ala;)

Z‘?j

= D sl D wn 8@ i) (] Alay)

-~

= Z@-\@\a» (a;| Ala;) = Z(%!A\aﬁ (aj|0la:)
(A) = (aj|o4]a;) =) (ai|Aglas)

i 7

(A) = Sp{oA} = Sp{As}
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Eigenschaften des statistischen Operators

1. ¢ ist hermitesch, weil der Projektionsoperator |¥,)(¥,| hermitesch ist und die
Wahrscheinlichkeiten w,, reell sind:

>
Il
>

2. Mit A = 1 folgt

Sp{@fl} = Sp{@ﬂ} = an (U, |,) = an =1,

Sp{@} =1

3. 0 bzw. der Erwartungswert von ¢ sind nicht-negativ:

(P|0|P) = (2| an|¢n><wn|¢> = an<@|¢n><lpﬂ|¢>

=) w, (o) >0. O

4. ¢* (Operatorquadrat) in gemischten Zustéinden bzw. in gemischter Gesamtheit:

@2 = Zwm wn|&pm><wm|kpn><kpn|
———

6mn

o = Zwi ) (W
= Sp{@Q} = Zwi<2wn:1,

0<Sp{o’} <1

5. 0* (Operatorquadrat) in reinen Zustinden bzw. in reiner Gesamtheit:

Der reine Zustand |¥) einer reinen Gesamtheit besitzt die klassisch-statistische
Wahrscheinlichkeit w,, = w = 1, sodass
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6. Die zeitliche Entwicklung von ¢ mit dem Hamilton-Operator H=H T der
zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung

Ay X
h——-=ih|¥)=H|V
in L = i) = )

und ihrer Adjungierten
d{v| '

—ih—— = —ih (V| = (V|H
Yl = —inw =@

durch Produktregel

~

— Z w, (m 0,,) (W, | + ik IWn><¢n\5
= 3w (H W) ] = 100 1)

iho(t) = Hp(t) — o(t) H (Kommutator) . (9.4)

(9.4) ist die Von-Neumann-Gleichung

) =~ A, o(1)]

Die Von-Neumann-Gleichung ist das quantenmechanische Analogon zur Liouville-
Gleichung der klassischen statistischen Mechanik.
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10 Dirac-Formalismus

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen,
6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 147 bis Seite 151.

Literaturtip: Cornelius C. Noack, Hilbertraum—Kompendium fiir Physiker zum Gebrauch neben der
Vorlesung, Mathematik zur Quantentheorie, Universitdt Bremen, Institut fiir Theoretische Physik,
2003.

10.1 Ubergang Hilbert-Vektor — Dirac-Vektor

Um von Anfang an Klarheit zu schaffen, werde schon an dieser Stelle folgendes fest-
gestellt:

e Hilbert-Vektoren sind abzéihlbar, also diskret, und werden auch eigentliche
Zustandsvektoren genannt.

e Hilbert-Vektoren lassen sich darstellen durch ihre Entwicklungskoeffizienten (Ska-
larprodukte) in einer abzahlbaren (diskreten) VON-Basis, die den Hilbert-Raum
aufspannt.

e Dirac-Vektoren sind nicht abzéhlbar, also kontinuierlich.

e Dirac-Vektoren sind keine Elemente des Hilbert-Raums. Sie werden entwi-
ckelt nach einer kontinuierlichen Basis und werden deshalb auch uneigentliche
Zustandsvektoren genannt.

e Dirac-Vektoren sind auf §-Funktionen normiert.

e Die Menge der eigentlichen Zustandsvektoren (Hilbert-Vektoren) und die Menge
der uneigentlichen Zustandsvektoren (Dirac-Vektoren) bilden gemeinsam den
erweiterten Hilbert-Raum.

Wir werden uns in diesem Abschnitt den Ubergang von den (diskreten) Hilbert-
Vektoren zu den (kontinuierlichen) Dirac-Vetoren erarbeiten. Dabei gehen wir von
der Entwicklung des Hilbert-Vektors [#) nach der VON-Basis {|v;)} aus:

W) = Z vi)(vi| &) = ZCi vi) = ZWZ vy, == (uild) .

Wie wir bereits festgestellt hatten, sind die Entwicklungskoeffizienten (Skalarprodukte
bzw. skalaren Vektorkomponenten) ¥; die Wahrscheinlichkeitsamplituden und deren
Betragsquadrat |%;|* die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten des Hilbert-Vektors
|7) beziiglich der Basisvektoren |v;) mit >, [%]* = 1. Wenn wir die Wahrscheinlich-
keitsamplituden ¥; bzw. deren Betragsquadrate |¥;|? iiber den zugehorigen Basisvek-
toren z. B. in Form eines Histogramms auftragen, erhalten wir die diskrete Darstellung
ihrer Verteilungsdichte in Abhéngigkeit von den Basisvektoren (s. Abb. 10.1). Anders
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Abb. 10.1 Die Betragsquadrate |¥;|? der Projektionen ¥; = ¢;
des Zustandes |¥) auf die Basisvektoren |v;) := ¢ € N sind in
Form eines Histogramms iiber den i aufgetragen. Ein Histogramm
ist eine diskrete ,Differentialdarstellung” und reprasentiert die

lol"=1F Verteilungsdichte. Es ist also die Darstellung der Differenzenquo-
. tienten ﬁ—ﬁ? iiber den x; bzw. die Aufteilung von Ny, auf die
é’_ﬂ Ax; gemal
| | AN
01 23 4 5 6 i > Az, “Az; =3, AN; = Nges.

Hierzu analog mit H!Z/)‘ =3 %*=1und Ai =1 ist

\W !2 |72

Z Ai:Zi '1:Zi|%|2:1-

gesagt, die diskrete Darstellung der Verteilungsdichte der Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den ¥;, d. h. die Aufteilung des Zustands |?) auf die diskrete Basis {|v;)} bzw. {|i)},
entspricht der diskreten Darstellung der Verteilungsdichte der Wahrscheinlichkeiten
|%;|? im Histogramm.

Abb. 10.2 Veranschaulichung des Ubergangs von der diskreten

Darstellung der Verteilungsdichte wie in Abb. 10.1 zur kontinuier-

lichen Verteilungsdichte gemalR

= /f(a:) ~dx = Nges

. |!pm Ax’ / 2
1 P Ael 7 (x =1
A, 2 TR 7@ do =

. . . . | x; Aa:’ 2
d den Differentialquotienten  lim ————— = |¥(z;)|".
und den Differentialquotienten  lim === | (x;)]
Was passiert, wenn wir die Basis {|i)} entsprechend ¢ = 1,2, 3, ... immer mehr

verfeinern (s. Abb. 10.2) und die Intervalle Ai = (i + 1) — i = 1 schlieflich gegen Null
gehen lassen?! Fiir den Laufindex schreiben wir dann wegen der Verfeinerung nicht
mehr i sondern = und an Stelle der Basisvektoren |v;) schreiben wir |v, a.), sodass
zusammenfassend gilt

i=1,2,3, .. mitAi=1 = |y) —

reRmit0<Az <1l = |ugag)

Tm Fall diskreter Basisvektoren gilt auch bei einer Verfeinerung stets Ai = (i +1) —i = 1. Gegen
Null gehen kénnen die Intervalle selbstverstdndlich nur im Fall kontinuierlicher ,Basisvektoren® z. B.
auf der z-Achse. Diese kontinuierlichen ,Basisvektoren zu konstruieren ist aber gerade das Ziel
unserer Uberlegungen.
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Fiir die Entwicklungskoeffizienten bzw. skalaren Vektorkomponenten des Zustands-
vektors |¥) erhalten wir damit

Co, 00 = Yo, nn = (Vg 2 |¥) |- (10.1)
Analog zu einem Differenzenquotienten Ag—(:) konstruieren wir uns jetzt den Differen-
zenquotienten aus der skalaren Vektorkomponente (10.1), ndmlich
(2, 00 P)

VAz
Hierbei ist der Zahler (v, a.|¥) eine bestimmte skalare Vektorkomponente ¥, A, von
@) bzw. die ,Anderung von |¥) pro Basisvektor |v,, a.)*. Der Nenner v/Az entspricht
dem Intervall Az, welches ein Basisvektor auf der x-Achse einnimmt. Sinngeméfs
resultiert also die Anderung von |¥) pro Wurzel aus der Anderung von . Aus Griinden
der Normierung verwenden wir hier im Nenner v/Az und nicht Az, was spéter noch

deutlich werden wird.

Aus diesem Differenzenquotienten bilden wir den Differentialquotienten fiir Az ge-

lim (s, 20l ) = lim < Uz Az

gen Null:
(v2.617) P = ( i
Az—0 \/A_l’ Az—0 \/A_CC Az—0 /Ax
Hierbei konnten wir |¥) aus dem Quotienten herausziehen, weil |¥) basisfrei und
unabhéngig von x ist. Der Differentialquotient (10.2) ist eine Verteilungsfunktion,
abhéangig von z , die wir wie folgt notieren:

y7> . (10.2)

U(x) = < lim Yo A
Axz—0 AI

w) = (v}|9)

Der Strichindex steht hier fiir die erste Ableitung und

. |Ua:,Aac> . |Ua:7d:v>

v ) = lim = 10.3
) = i, [20) [ (103

ist der formale Dirac-Vektor, welcher der ersten Ableitung der diskreten Basisvek-
toren |v;) nach z entspricht und eine kontinuierliche Basis représentiert. Die kontinu-
ierliche Funktion ¥(x) entspricht der ersten Ableitung der (diskreten) Entwicklungs-
koeffizienten (v;|¥) nach x. ¥(z) nennt man die Wahrscheinlichkeitsamplitude und
|¥(z)|?, also das Betragsquadrat der Wahrscheinlichkeitsamplitude, die Wahrschein-
lichkeitsdichte. Folglich erhélt man durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichte
|7 (x)|? iber den gesamten ,,z-Raum® die Wahrscheinlichkeit

+/Oolkp(x)|2 dz = /l]/*(x) W(z) de = /lff(x) () do = 1

fiir eine mogliche Realisierung von |¥) beispielsweise in Gestalt eines Messwertes.
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10.2 Entwicklungssatz, Orthonormalitat, Vollstindigkeit und
Skalarprodukt in kontinuierlicher Basis

Der (diskrete) Entwicklungssatz
= Jvi)(vi| @)
erhélt mit (v;|¥) — (v, a.|¥) die Form

V) = Z vz, A2) (Ve A2 )

und fir Az — 0
= lim Z |V A0 ) (U, ne| W) (10.4)

Az—0

Der formale Dirac-Vektor (10.3) liefert nach Aquivalenzumformung

Ahm ’Uac Az>

/ 50 . e L

Vo) =S e ¢ Aim s = fim VAT o) = (10.5)
Axz—0

lim |ve, ax) (Ve az| = Aliglo VA - ) (vl |-V Az,

Az—0
. _ .
AliIEo|U$’Ax><U$’Ax| = AhILl vy (vl |- Az (10.6)

Einsetzen von (10.6) in (10.4) ergibt die Riemann-Summe
= Jim, 21

die man als Integral, den Entwicklungssatz fiir den Hilbert-Vektor |¥) beziiglich
einer kontinuierlichen Basis, schreiben kann:

:/|v;)<v;|w> dx:/|2};> U(x) dx : (10.7)

Die Multiplikation von links mit dem bra-Vektor (v/,| liefert

1) = [l (419) do

und zeigt fiir beliebige |¥)

(WL |7) = / 5z — o) (0| @) da
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Wie wir sehen, sind die formalen Dirac-Vektoren |v/,) tiber die §-Funktion

.
— oo firx=2a2", (10.8)
0 sonst

(vplvy) = 0(x — ') = {

als Orthonormierungsbedingung (Orthonormalitidtsbedingung) geméifs

/<U.,I'|U;;> d{L’ = /5(1_ _ fI)/) dl‘ _ 1 wenn l'/ lm Integrationsbereich hegt7
0 sonst

auf 1 normiert. Die formalen Dirac-Vektoren leisten also nur an der Stelle x = 2/ unter
dem Integral den Beitrag 1, sonst, fiir x # 2/, aber den Beitrag 0. Das bedeutet, dass
die formalen Dirac-Vektoren nur unter dem Integral das Analogon zu den Hilbert-
Basis-Vektoren darstellen. Dies erkennt man auch daran, dass die formalen Dirac-
Vektoren selbst geméf der Orthonormalitétsbedingung (10.8) an der Stelle z = 2’ die
Norm /(v!,|v!,) — 00, also eine unendliche ,Lange" besitzen.

Die Herleitung der Vollstandigkeitsrelation fiir eine kontinuierliche Basis beginnen
wir mit dem Skalarprodukt eines orthonormierten Hilbert-Vektors |¥) mit sich selbst
in der (diskreten) VON-Basis {|v;) }:

@) =) (@lowlP) =1 Z |v;) (0] = 1 (10.9)

)

Diese Darstellung bzw. dieses Ergebnis ist nur dann méglich, wenn die Basis {|v;)}
den zu |¥) gehorenden Hilbert-Raum #H vollstindig aufspannt. Deshalb ist (10.9) die
Vollstandigkeitsrelation beziiglich der diskreten VON-Basis {|v;)} .

Im Fall einer kontinuierlichen Basis gehen wir aus vom Entwicklungssatz (10.7) :

|@=/W%MM
::/¢w¢x¢uw (10.10)

—_—
=1

Aus (10.10) folgt die Vollstandigkeitsrelation fiir eine kontinuierliche Basis mit der
Einheitsmatrix bzw. dem Identitatsoperator 1 :

/]v@(v;\ de=1 |. (10.11)

Aus den beiden basisfreien Zustandsvektoren |@) und ) erhalten wir in der diskreten
VON-Basis {|v;)} das Skalarprodukt

@10) = 3 @) wl7) = 3 ki

i
kY ci
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und analog dazu in der kontinuierliche Basis {|v))} unter Verwendung der entspre-
chenden Vollstédndigkeitsrelation das dquivalente Skalarprodukt

(@|F) = /((P|v;>(v;\![/> dr = /@*(:U) V(x)dz .

10.3 Darstellung des formalen Dirac-Vektors in
kontinuierlicher Basis und sein Eigendifferential

Um Naheres iiber die Eigenschaften des formalen Dirac-Vektors zu erfahren, ent-
wickeln zunéchst den ket-Vektor |v, a.) in der kontinuierlichen Basis geméfs (10.7).
Dabei ist die Anderung der Strichindizierung von x zu beachten. Diese erfolgt zur bes-
seren Unterscheidung der Integrationsvariablen in dem sich spéter ergebenden Dop-
pelintegral:

er%Ax
|V, Az) = /d:v’ 0L ) (VUL | U, A) = / da’ [ul,) (V| vz Ax) - (10.12)
1
r—5Az

Fir das in (10.12) unterklammerte Skalarprodukt resultiert unter Berticksichtigung
von (10.5)

! _ . Vg, Az’
(V| Vo, Az) = Agg0< o vz,m> (10.13)
S N S T
- A;;E)O Ar Vg Ax! |V, Az
EI’I
1
(V| Ve az) = lim ——— bpry

Az'—0 /A’

Die damit verdeutlichte Orthogonalitdt in (10.13) rechtfertigt die Festlegung der In-
tegrationsgrenzen in (10.12). Fiir hinreichend kleine? Az’ bzw. Ax und fiir 2’ =z =
0, = 1 wird das unterklammerte Skalarprodukt zu

1
<U:§c'| Vg, Aw> =
VA

und lésst sich vor das Integral (10.12) ziehen:

:er%A:v
1
Vs, Az) — —F— / dz’|vl,) = |ED(x)) |. (10.14)
AI :c—%Aa:

2Vereinfachend verzichten wir darauf, in den Integrationsgrenzen und im Radikanden fiir die hin-
reichend kleinen Az bzw. Az’ die Differentialnotation dz bzw. dz’ zu verwenden. Man kommt auch
ohne diese Umbenennung zum richtigen Ergebnis.
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(10.14) heift Eigendifferential des formalen Dirac-Vektors |v)) .

Die (kontinuierlichen) formalen Dirac-Vektoren mit ihrer unendlichen Lénge sind keine
Elemente des Hilbert-Raums. Thre Eigendifferentiale erfiillen jedoch die Hilbert-Raum-
Axiome. Z. B. sind sie normiert:

x—l—%Ax $+%AI
1 1
ED(z) |ED(x)) = / da” (L] - — / da’ vl
(ED(@) | ED(@)) = —= (ool - = )
w—%A$ x—%Aw
$+%AQ?
L / /dm’ dz” (vl |vl)
A:[. :EN m/
I—%AI (10.8)
x+%A:p
1
= AL / /dx’dav”é(x"—x')
T
x—%Aw
;t—&-%Az
1
= — dz’
Az / *
x—%Aw
_ L[ _etsAn) - @A) As
AV A P Ax Ax

(ED(z) |[ED(z)) =1. O

10.4 Darstellung von Zustandsvektoren und Operatoren in
einer kontinuierlichen Basis

Nach: Torsten Fliekbach, Quantenmechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik III, 4. Auflage,
Elsevier Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2005, Seite 233 und Seite 234.

Analog zur Vektorrechnung im R? ist der Kalkiil der basisfreien Zustandsvektoren
und Operatoren in H bzw. der Dirac-Formalismus ,leider” abstrakt. Um physikalische
Probleme bzw. physikalische Grofen berechnen zu kénnen, ist deshalb die algebraische
Darstellung der Zustandsvektoren und Operatoren in einer zur Berechnung geeigneten
Basis erforderlich. So miissen die basisfreien Zustandsvektoren in Funktionen iiber-
fithrt werden, die die Abhéangigkeit z. B. von Energie, Impuls oder Ort zum Ausdruck
bringen und zusammen mit den in der gleichen Basis dargestellten Operatoren die
Berechnung dieser physikalischen Gréfen erméglichen.® Hierbei kommen uns die aus

3Vielleicht stellt sich an dieser Stelle die Frage, wozu man den abstrakten Dirac-Formalismus iiber-
haupt braucht, wenn man am Ende die Berechnungen quantenmechanischer Probleme trotzdem in
irgendeiner Darstellung durchfithren muss. Tatsdchlich sind viele Herleitungen und Zusammenhénge
in abstrakter Form viel bequemer und {ibersichtlicher darstellbar. Ein einfaches, bekanntes Beispiel
dafiir ist die Beschreibung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators u.a. mit Hilfe des
Erzeugungsoperators ' und des Vernichtungsoperators a .
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dem Korrespondenzprinzip hervorgehenden Ersetzungsregeln (Korrespondenzregeln)
zu Hilfe. Das Korrespondenzprinzip stellt den Zusammenhang her zwischen dem ab-
strakten Dirac-Formalismus und der Wellenmechanik von Erwin Schréodinger (1887 —
1961), insbesondere der von ihm postulierten und nach ihm benannten Schrédinger-
Gleichung.
Die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung
R, . . L0 .,
——VU(r, )+ V(r, )W (r, t) =ih—W¥(r, t) = E¥(T, t) (10.15)

2m ot
ist im weitesten Sinne grundlegend fiir die Energie-Verhéltnisse in (quantenmechani-
schen) Teilchensystemen. Mit dem Hamilton-Operator in Ortsdarstellung

B 7
H= ——V2 + V(F, t) =——+V= Hklassisch
2m 2m

erhalt sie die Form
HY(r,t)=E¥(r,t),

woran wir die Ersetzungsregeln fiir die Energie £ und den Impuls p ablesen kénnen. In
der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Ersetzungsregeln iibersichtlich dargestellt:

basisfrei Ortsdarstellung Impulsdarstellung
A~ h2
H Hamilton-Operator —  H = —2—V727+ V (7, t)
m
E Energie — g 2
& ot
. 0
D Impulsoperator — —ih — D
Ox
ﬁ Impulsoperator — —1thVz D
. 0
x Ortsoperator — x ih —
dp
i Ortsoperator — T thVy
1 Identitdtsoperator = /d?’r |7 (7| /d3p 1) (7|
0] Operator —  (z|0]") = §(z — 2') O(a")

Es fallt bei den Ersetzungsregeln auf, dass die Wirkung des Ortsoperators in Ortsdar-
stellung einfach nur in der Multiplikation mit x bzw. 7 und die Wirkung des Impuls-
operators in Impulsdarstellung einfach nur in der Multiplikation mit p bzw. p besteht.
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Anstelle der bisher allgemein im Dirac-Formalismus verwendeten (uneigentlichen) for-
malen Dirac-Vektoren |v)) verwenden wir jetzt, je nach Darstellung, die uneigentlichen
Impuls- oder Ortseigenzusténde. Die uneigentlichen Impulseigenzusténde |p) bzw. |p)
bilden die kontinuierliche Basis {|p)} bzw. {|7)} und die uneigentlichen Ortseigenzu-
stdnde |x) bzw. |”) bilden die kontinuierliche Basis {|z)} bzw. {|r)}.

Die Eigenwertgleichungen fiir den Orts- und fiir den Impulsoperator sind damit
) = ),

p) = Plp)

und die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir einen basisfreien Zustand |¥) in Orts- und
in Impulsdarstellung sind

TR TP
ST
ST
T

(Flv) = w(r),
o) = v(p).

Warum zwischen einem basisfreien Operator O allein und seiner Darstellung O(z)
nur eine Ersetzungsregel existiert und sich keine mathematische Gleichung herstellen
lasst, wollen wir uns jetzt anschauen. Dabei gehen wir rekursiv vor und beginnen mit
der Operatorgleichung, dargestellt in Abhéngigkeit von der Groke z. Wenn z z. B.
der Ort ist, dann wirkt der Operator O in Form seiner Ortsdarstellung O(z) auf eine
Funktion ¥(x) und erzeugt dabei eine andere Funktion &(z):

D(x) = O(x)¥(x) . (10.16)

Es handele sich hier nicht um den speziellen Fall einer Eigenwertgleichung! Dieser
Gleichung entspricht im Dirac-Formalismus die abstrakte, basisfreie Gleichung

8) = O |w) . (10.17)

(10.16) ist also die Ortsdarstellung von (10.17). Mit dem Identitétsoperator schreiben
wir fiir (10.17)

B) = O1[0) — O/dx' ) (@] | %) = /dx’ Ol (& |7) . (10.18)

Die Multiplikation von links mit dem bra-Vektor (z|, d. h. die Projektion von (10.18)
auf |x) liefert

(2] ) = B(z) = / da’ (z|0]a’) ('|)

dz’ (x|O|z") w(x")

Jr e
= /dx’ 8(z — ') O(') W(a')
O(
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Wie wir sehen, kommt der Zusammenhang zwischen dem Operator O und seiner
Ortsdarstellung O(x) in der Gleichung

~

(#|0]2") = 0(x — 2") O(a)

zum Ausdruck, wobei (2|O|]a') das Matrixelement von O beziiglich der kontinuierlichen
Basis {|z)} ist. Zur Verdeutlichung geben wir noch einige Operator-Ortsdarstellungen
in dieser Form an:

R hQ 2
Hamilton-Operator: (z|H|z') = d(x —a') (—% 8?:’2 + V(z, t)) )
Ortsoperator: (z|z]z") = d(x—2 )’ =0(x—2)x,

R . 0
Impulsoperator: (z|pl2’) = Oz —2a) | —ih )

In den folgenden Abschnitten zeigen wir noch die Uberfithrung der basisfreien Orts-
und Impulseigenzustédnde in ihre Orts- und ihre Impulsdarstellung.

10.4.1 Ortsdarstellung der Impulseigenzustinde

Wir beginnen mit der Ortsdarstellung der Impulseigenzustéinde [p) und gehen aus von
der entsprechenden Impuls-Eigenwertgleichung:

plp) =plp) .

Durch Multiplikation mit dem uneigentlichen bra-Vektor (x| aus der Basis, die der
kontinuierlichen Ortsbasis {|x)} entspricht, erhalten wir die abstrakte Ortdarstellung
der Impuls-Eigenwertgleichung:

(|plp) = p(z|p) - (10.19)

In ihr erkennen wir die Ortsdarstellung (z|p) = ¥,(z) der Impulseigenzusténde |p) .
Zur Berechnung der Funktion ¥,(z) verwenden wir jetzt die Ersetzungsregel —ihd/dx
fiir den Impulsoperator p und iiberfithren damit (10.19) in die algebraische Form der
Eigenwertgleichung:

. d
—ih o U,(z) =p ¥y(x) .

Als allgemeine Losung fiir diese Differentialgleichung finden wir mit dem Exponenti-
alansatz ¥,(x) = e* und daraus resultierend mit o = £ p

U,(z) =C- erPT
Wie wir sehen, ist der Impulseigenzustand |p) in Ortsdarstellung die ortsabhéngige

Impulseigenfunktion C - e#?® . Bei ihr handelt es sich um eine Wellenfunktion im
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Ortsraum, die einer ebenen Welle entspricht. Ebene Wellen sind aber nicht quadra-
tintegrabel und folglich nicht normierbar, sodass unter Beriicksichtigung der Fourier-
Transformation (11.1) die folgende Orthonormalitétsbedingung resultiert:

+oo

mm:=/¢wm@%@>

400
1 i /
plp) = = dr e 7Pz — Sp—1p) . (10.20)
2rh

Die Fourier-Transformierte einer ebenen Welle ist namlich die -Funktion. Wie man

sieht, ergibt sich aus dieser Darstellung der Normierungsfaktor C' = \/#7 , sodass
(alp) = Wy(x) = —— - ei?" (10.21)
xlp)y =¥, (x) = e . .
b P V2rh

Das Integral iiber die Orthonormalitidtsbedingung (10.20), d. h. iiber die J-Funktion,
liefert die Orthonormalitéit der auch beziiglich p kontinuierlichen Impulseigenfunktion
W(z):

[ty = [ap [ e ;02,0

1 i 1 [
= |d dx e nPT. enP®
/ p/ V2rh V2mh

, 1 wenn p' im Integrationsbereich ,
- dpolp 1) = 0 sonst

mit dem Skalarprodukt in Ortsdarstellung

/ * 1 —i(p—p )z /
<p|p>=/d$Wp(x)!pr(x)=/dm 57 € BP0 = §(p—p)

das auch gleichzeitig die Impulsdarstellung der Eigenfunktionen zum Impuls-
operator ist. Das Integral iiber die -Funktion liefert nur an der Stelle p = p’ einen
Beitrag mit dem Wert 1.

Im speziellen Fall, z. B. fiir die Bewegung eines Teilchens im eindimensionalen, un-
endlich hohen Potentialtopf der Breite L und symmetrisch zu x = 0, ist aber unter
Verwendung der sich dann daraus ergebenden periodischen Randbedingungen die Nor-
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mierung moglich:

+% +%
dz Q?;(x) W, (r) = de C*e=#PT . O eiP®
_L L
2 2
+£ o
2
— dx|C|2=|C|2-x :|C|2-L;1
L -z
1
s (= —

Die normierten Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung fiir ein Teilchen im eindi-
mensionalen, unendlich hohen Potentialtopf sind schlieflich

1
VL

eRPT

Wy (x) =

?

p:Tn, n==1,£2, +£3, ...,

wie man sich unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedingungen und der
Heisenberg’schen Unschérferelation iiberlegen kann. Diese Impulseigenfunktionen sind
ordentliche, orthonormierte Eigenvektoren geméafy

2mh
p—p’zm-%, mezZ,
+5 . +£
p#Y dz ¥ () ¥y () = 7 dg e~ 7Pz
-L L
_ 1 ; [6,§<p—p'>é N e—i(p—mg}
Ly(p—7)
B 1 L
= 2 - N\ =
Tilp—p) 1 sin [h (p p) 2}
= 1 . — O
p— sin(m - ) ,
sodass
i
1 i (p—p! 1 firp=yp
) Q—— —3-phz _ P=r\_gs,
<p|p>—L dze {O fiirp7ép’} Op/p -
L
-3

Wir stellen fest:

Die Impulseigenfunktionen ¥,(z) sind beziiglich =, d.h. beztglich des Ortsraums,
kontinuierliche Funktionen.
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Im Fall des unbegrenzten (unbeschrénkten) Ortsraums sind die Impulseigenfunk-
tionen ¥,(z) auch beziiglich des Impulses p kontinuierlich. Es handelt sich dann um
Kontinuumseigenfunktionen mit einem kontinuierlichen Eigenwertspektrum. Beziig-
lich p kontinuierliche Impulseigenfunktionen sind dann tiber die é-Funktion §(p — p')
orthonormiert.

Im Fall des begrenzten Ortsraums dagegen sind die Impulseigenfunktionen ¥, (z)
beziiglich des Impulses p diskret (diskontinuierliches) verteilt, besitzen ein diskretes
Eigenwertspektrum und sind geméf dem Kronecker-é,/, orthonormiert.

10.4.2 Impulsdarstellung der Ortseigenzustinde

Die Impulsdarstellung der Ortseigenzustinde erhélt man analog zur Ortsdarstellung
der Impulseigenzustéinde. Deshalb wird die entsprechende Herleitung nur skizziert:

tlr) = xlz),

(pl2]r) = z(p|r),

W) = 5 ().
(plz) = ¥:(p) = \/;ﬂ_h-e—émp . (10.22)

Hinsichtlich der Orthonormalitéit der Ortseigenfunktionen gilt analog zu den Impuls-
eigenfunktionen

/ dz (z|z')y = / dz §(x — 2') falls Impulsraum unbeschrankt |

(x]x') = Oy falls Impulsraum beschriankt

mit dem Skalarprodukt in Impulsdarstellung

1 I3 /
/ et * ’ — E(Z‘_m )p — _ A/
(z]z") /dp v (p) Yar (p) /dp 57 € 6(x —a'),

das auch gleichzeitig die Ortsdarstellung der Eigenfunktionen zum Ortsope-
rator ist.
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11 Fourier-Transformation der Impuls- und
Ortseigenfunktionen

Wir zeigen jetzt die Uberfithrung der Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung in die
Ortseigenfunktionen in Impulsdarstellung und umgekehrt mit Hilfe der entsprechen-
den Fourier-Transformation. Allgemein, also 3-dimensional und ohne Berticksichtigung
physikalischer Inhalte, verwenden wir die iibliche Form der Fourier-Transformation

F LY 1 T 37, 7 e—iEF’
0 L (E) = (@)iﬁd £y et
LN F! S\ 1 +003 (B etk
) 2 00) = o [ TR

Hier ist F die Fourier-Transformation und F~! die Umkehroperation, die inverse
Fourier-Transformation. Wenn die Funktion f(7") die Originalfunktion ist, dann heift
f(k) Fourier-Transformierte von f(7) und f(7*) heift inverse Fourier-Transformierte
von f(k). Das Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion und die Aufteilung des
Normierungsfaktors 1/(27)%2 auf die Funktionen f und f sind Konvention.
Angewandt auf die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktion ¥,(z) als Originalfunk-

tion bedeutet das die Fourier-Transformation

v, () . @(p) = \/217r_h/dx U, (z) e’%p“,
U(p) T W) = \/;T—h/dp@(p)eém

und angewandt auf die Impulsdarstellung der Ortseigenfunktion ¥, (p) als Original-
funktion analog

ne) L 0w = o= [wnpe,
i) TN w(p) = \/%/dx@(x)e—éw.

Es zeigt sich, dass bei breiter Verteilung einer Funktion die zugehorige Fourier-Trans-
formierte eine schmale Verteilung besitzt und umgekehrt. Wir hatten bereits fest-
gestellt, dass die Impulseigenfunktionen (10.21) und die Ortseigenfunktionen (10.22)
(unendlich breit verteilten) ebenen Wellen entsprechen. Demzufolge miissen ihre Fourier-
Transformierten jeweils -Funktionen sein.
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Uy (x) = 5 ei?'" sei die Originalfunktion, entsprechend einer ebenen Welle :
T
., U(p) = / dz Uy (z) - e 7P

V 27r

= eﬁp z. 6—%px
V2rh

1 i /
= ﬁ dz e—g(p—p)il? (111)

W(p) = 6(p—p)=(plp),

dp W e%p’”

:\/_/

= Tﬂh/dp S(p—p)- e

1 4 !
= 5T eﬁp = Wp/@) . g

1
\V2mh

U, (p) = e 1P sei die Originalfunktion, entsprechend einer ebenen Welle:

~ 1
Ly U(z) = \/2_/d w(p) - enP?
1 i
= e hpz . erP?®
V2rh

1
= g5 | e

W(r) = 0(z—2a') = (zl2')

U(a)=d(x—a) T W.(p) = \/217r_h/dx () e v

1 i
= dz §(x — a') - e7nP?
\/27rh/ ( )
1

\V2mh

206



Im speziellen Fall der Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung ist das Skalarprodukt
(plp’) gleich der Fourier-Transformierten von ¥, (x), also gleich F{¥, (z)}:

. 1 s
(plp) = /dx wp(x)xpp,(g;):/dxﬁe Hp—p)a _

]_ 1 [ [
=d0(p—1yp) = f{LPpl(x)} = /d:c erP . e hPT
V27h \V21h v
NEgL NI

weil _
e WP = WX (z) .

\V2mh P

Analog gilt fiir die Ortseigenfunktionen in Impulsdarstellung

1 4 r—a'
= 5o [ e = Flew)

(x|z") = 6(x — o)

3-dimensional und vereinfachend schreibt man oft |p’) fiir die basisfreien Impulseigen-
zustéande und |77) fiir die basisfreien Ortseigenzusténde. Damit erhalten die Fourier-
Transformationen der entsprechenden J-Funktion die Form:

L L 1 P
<p |p/> = 5(]9_])/) = (27‘(‘}1)3 /d3re h,(p P) ’

1 i ol
(717 = 8= ) = g [ el

Eindimensional und fiir p = Ak und dp = hdk gilt einfach

1 o
(kIK'Y =6(k — k) = dz e~t =Kz

2

1 - /
(z|z') =d6(x —2') = P dk etkl@=a) (11.2)

Veranschaulicht kann man sich z. B. (11.2) folgendermafsen vorstellen:

—+00
— 0,

—00

+oo
1 1
an der Stelle x =2’ = —/dkeoz —k
27 27

firz#2 = mitoe—2"=Az

+oo
1 .
Py dk [cos(k - Az) + isin(k - Am)]

—00

A 0
x—7£>07

denn wenn das Integral iiber den ganzen k-Raum

von — oo bis + oo lauft, heben sich alle Beitriage

der Sinus- und Kosinusfunktion auf.
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12 Zusammenfassung Dirac-Formalismus

1. Wie wir feststellen konnten, sind die formalen Dirac-Vektoren keine Elemente

208

des Hilbert-Raums H. Sie werden deshalb auch uneigentliche Zustandsvek-
toren genannt. Ihre Konstruktion in der Dirac-Notation erlaubt aber ihre wider-
spruchsfreie Eingliederung in den Hilbert-Raum, den man dann als erweiterten
Hilbert-Raum bezeichnet.

Gelegentlich bezeichnet man den Hilbert-Raum, in dem die abstrakten, basis-
freien Zustandsvektoren ,leben“, auch als den Zustandsraum. Den Raum mit
einer diskreten oder kontinuierlichen VON-Basis, in der die Zustandsvektoren
dargestellt werden, nennt man Darstellungsraum. Die beiden wichtigsten Dar-
stellungsrdume sind der (kontinuierliche) Ortsraum und der (kontinuierliche)
Impulsraum, oder genauer gesagt, der Raum, der von den Ortseigenfunktionen
oder von den Impulseigenfunktionen aufgespannt wird.

Ist das betrachtete quantenmechanische System im Ortsraum oder Impulsraum
beschrankt, sind die in ihnen dargestellten Grofen diskontinuierlich (diskret)
verteilt. Ist das betrachtete quantenmechanische System im Ortsraum oder Im-
pulsraum nicht beschréankt, bilden die in ihnen dargestellten Gréfsen ein Konti-
nuum.

. Formale Dirac-Vektoren |v)) entsprechen Differentialquotienten (1. Ablei-

tungen) aus Basisvektoren und den zugehorigen Basisvariablenabschnitten:

. |U1,A:c> o ’vm,dx> o |’U;> ‘

im = =
Az=0 /Ax Vdx

Dirac-Vektoren sind also sinngeméfs kontinuierliche Verteilungsfunkionen.

. Die formalen Dirac-Vektoren |v/,) bilden eine kontinuierliche Basis {|v})},

sind deshalb nicht abzahlbar und liegen folglich unendlich dicht beieinander.
Formal besitzen Dirac-Vektoren eine unendlich groffe Norm (Lénge):

(vplvg) — o0

. Entwicklungssatz fiir einen Zustandsvektor |¥) in der diskreten VON-Basis

{lai)}:
) = Z |as) (@il )

mit den Entwicklungskoeffizienten

(a;|¥) = ¢; .



10.

11.

12.

Entwicklungssatz fiir einen Zustandsvektor |¥) in der kontinuierlichen Basis
{lvz)}:
) = [l w) do = [ 1) 9(a) da

mit der Wahrscheinlichkeitsamplitude (Funktion)
(vp| W) = W (x) .
Orthonormalitét der diskreten Basisvektoren |a;) des Hilbert-Raums #:
(aila;) = i .
Orthonormalititsbedingung fiir (kontinuierliche) Dirac-Vektoren |v)) :
(vplvi) = 6z — ') .

Dirac-Vektoren sind also auf §-Funktionen normiert gemaf

/ (vh]vl) do = / 5z — ') da = {1 .2’ im Integrationsbereich,
0: sonst.

. Vollstidndigkeit einer (diskreten) VON-Basis {|a;)} im Hilbert-Raum H:

Z]@@bﬂ.

Vollstiandigkeitsrelation fiir eine kontinuierliche Basis {|v))} aus den
Dirac-Vektoren |v)) :

JAICARTE
1 ist auch hier die Einheitsmatrix bzw. der Identitatsoperator.

Skalarprodukt aus den basisfreien Zustandsvektoren |®) und |[¥) in der konti-
nuierliche Basis {|v.)} unter Verwendung der entsprechenden Vollstandigkeits-
relation:

@m:/@wmmmmz/@@w@m.

Operator A dargestellt in VON-Basis {]a;)} :
Hierbei ist (a;|Ala;) = A;; ein Matrixelement.

A=141 = Z\%) (a;| Alaj){a;|
0 ne

A=) Aylai)a]
¥

Matrixelement des Operators Ain Ortsdarstellung:

(z|Alz') = 6(x — 2') A(2) .
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13.

14.

15.
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Erwartungswert:

Der quantenmechanische Mittelwert heift Erwartungswert. Der Erwartungswert
(A) der Observablen bzw. des Operators A beziiglich eines Zustands |¥) in
der Entwicklung nach der VON-Eigenbasis {|a;)} zu A und mit dem diskreten
Eigenwertspektrum {\;} ist

(A = I Aw) = 30| Alas) (a)

v )\~|a¢> (¢4

= Z/\ W|OLZ 1 Z)‘Z cc
<"21> - Z|Cz|2 Ai _sz i-

Den Erwartungswert in Ortsdarstellung erhédlt man durch geeignetes Einschie-
ben von Identitatsoperatoren:

(A) = (W|1]|A|1|P)

- / v [a @) lder) ()
:/ / 5z — ') A2') - (o)

(A) = [daw*(z) A(z) () .

{

\

Der Erwartungswert ist eine basisunabhéngige Zahl und lasst sich mit jeder
beliebigen VON-Basis als 1-Operator bzw. Identitdtsoperator darstellen.

Reine Zustande:

Im Fall reiner Zustdnde [¥) = ) . |a;){(a;|¥) existieren iiber das betrachte-
te quantenmechanische System vollstdndige Informationen. Die prinzipiell-
quantenmechanische Wahrscheinlichkeit p; mit der dann die Messwerte
(Eigenwerte) A; auftreten, ist deshalb Ausdruck des spezifisch quantenme-
chanischen Indeterminismus.

Wahrscheinlichkeit p; fiir das Auftreten des Messwertes \; bzw. des reinen
Zustands |V¥), dargestellt in der diskreten VON-Basis {|a;)} :

= lail* = (Plai)(@|?) = sz Zwlazﬂaz\@)—l

Die Wahrscheinlichkeiten |c;|? besitzen kein Mafeinheit, sind also dimensionslos.
Die diskreten Entwicklungskoeffizienten ¢; nennt man auch Wahrscheinlichkeits-
amplituden.



16. Wahrscheinlichkeit Ap fiir das Auftreten eines reinen Zustands |¥) beziig-
lich einer kontinuierlichen Basis {|v])} :

By = [ do @)l 9) = [ dow @)
N p:/dw*(x)mx):1

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte W*(z) ¥(z) = | (z)|”. Die Funktion ¥ (z)
heif’t ebenfalls Wahrscheinlichkeitsamplitude, auch wenn sie sich in ihrem
mathematischen Wesen von den diskreten Entwicklungskoeffizienten ¢; unter-
scheidet. Denn genau genommen ist die Funktion ¥(z) die Anderung der Wahr-
scheinlichkeitsamplitude ¢; pro Wurzel aus der Anderung von z. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte ‘W(:p)|2 besitzt die Mafeinheit [z]!.

17. Gemischte Zustande:

Im Fall gemischter Zustédnde |@) existieren tiber das betrachtete quantenme-
chanische System keine vollstdndigen Informationen. Ein gemischter Zustand
|®) besteht dabei aus einer Gesamtheit von reinen Zusténde |¥%,), die jeweils
mit ihrer klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeit w,, auftreten. Die w,,
resultieren z. B. aus den ,,prinzipiell vermeidbaren” Messfehlern.

18. Kombinierte Wahrscheinlichkeit W, fiir das Auftreten des Messwertes
(Eigenwertes) \; im Fall eines gemischten Zustands |®), reprisentiert durch
die Gesamtheit der in der VON-Basis {|a;)} dargestellten reinen Zustande |, ):

Wi = an *Pin = an : |Cin|2 = an|<az|wn>|2 :

Die kombinierte Wahrscheinlichkeit W; setzt sich also zusammen aus den prin-
zipiell-quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten p;, fiir das Auftreten eines
Messwertes A; beziiglich der reinen Zustande |¥,) und den klassisch-statistischen
Wabhrscheinlichkeiten w,, fiir das Auftreten der reinen Zusténde |%,) .

19. Ortsdarstellung eines Zustands |¥) in der kontinuierlichen Basis {|z)} aus
den Ortseigenzusténden |z) :

{z[@)

(a] / da’ [2') (')
~——
U(z')

= /dx’ MW@E’) = ¥(x)

d(x—=a’)

= |W>=/d:v[x>@=/dx@(w)|x)

v (z)
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20.

21.

22.
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Entwicklung eines Zustands |¥) nach einer diskreten VON-Basis {|a;)}
in Ortsdarstellung;:

) =) lap(al®) =) cila) =

7 %

U(z) = (z|¥) = Z@J!aiﬂai’@
— Z/d:c (x]x') |Gz><az|g/>

5(9: z') al(x )

= z:ozZ Aa;|¥) = Zai(:v) ¢

7

- Yt ) [ e alo) i)
= Y a / dz a}(2) ¥ (x)
mit

Ortsdarstellung der Ortseigenfunktionen, d.h. der Eigenfunktionen |z)
zum Ortsoperator 2 :

lz) — (Z|z) =0(x—2').

/dx’ (2|} = /dx’ Sa—a)=1.

d(z—2x') ist der Ausdruck fiir eine Dichte, die (streng) lokalisiert im Punkt 2’ = «
unter dem Integral einen Betrag mit dem Wert 1 liefert. Die Ortsdarstellung der

Ortseigenfunktionen besitzt deshalb die Mafeinheit ﬁ .

Daraus folgt dann

Fourier-Transformation:

Die Fourier-Transformation einer Wellenfunktion ¥ (7) € L?(R3) vom Orts- in
den Impulsraum ist

F o vp= dPr W (7) e T

2V 27Th3

Die zugehorige inverse Fourier-Transformation (Riicktransformation) der Funk-
tion ¥(p) vom Impuls- in den Ortsraum ist

Flow@) = APr U (p) er?"

\/_



Die -Funktion im Impulsraum ist sowohl gleich der Impulsdarstellung der
Impulseigenfunktion als auch gleich der Fouriertransformierten der Ortsdarstel-
lung der Impulseigenfunktion:

L 1 e
o(p—p") = Plp’) = (27rh)3/d37“e R (PP T

Die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktion ist ndmlich

g 1 iphy
(F1p") = Wy (7) = N er’
(s

und beschreibt eine ebene Welle zum Zeitpunkt t = 0.

Die 0-Funktion im Ortsraum ist sowohl gleich der Ortsdarstellung der Orts-
eigenfunktion als auch gleich der Fouriertransformierten der Impulsdarstellung
der Ortseigenfunktion:

— —/ = =/ 1 L5 (F—7
(7= 7Y = (F|F") = (%mg/dspehp( )

Die Impulsdarstellung der Ortseigenfunktion ist ndmlich

1
v/ 27Th3

i = =/
— LT

FI7") = W) = e

und beschreibt eine ebene Welle zum Zeitpunkt t = 0.
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13 Produktansatz bzw. Separationsansatz

Die stationédre Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m im dreidimensio-
nalen (mehrdimensionalen) Ortsraum ist

=

HU(7) = EW(F)

mit dem Hamilton-Operator

2

H=——A+4+U(r).

o BT UT)

Wenn sich dieses Teilchen im unenélich hohen dreidimensionalen Potentialtopf mit der
kinetischen Energie p2/(2m) = h?k*/(2m) = h*k?/(2m) frei bewegt, ist innerhalb des
Topfs die potentielle Energie! U = 0. Die stationire Schrédinger-Gleichung hat unter
diesen Bedingungen die einfache Form

h? h? -

— — AU(F) = — kK*¥(F) .

2m 2m
Entsprechende Aquivalenzumformung fiihrt auf die homogene lineare partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

AU(F) + BU(F) =0,
0? 0? 0? 9 2 2
(@ + 7 T @> U(x,y, z) + (KI4+k +k)¥(x,y 2) =0. (13.1)
Der Losungsansatz
W(’F) _ Ep(l’, v, Z) _ 6X~F _ eAzx-i-)\yy-i-)\zz (132)

liefert durch Einsetzen in die Differentialgleichung (13.1)

AT LN AT LN AT (24 K2R T = 0,

A2 4 k2 M 4 )\ze’w + k; A+ N2+ 2N = 0,
—_—— — -
A2+k2=0 A2+k2=0 A24+k2=0

drei voneinander unabhéngige quadratische Bestimmungsgleichungen fiir die Parame-
ter \;. Deren Losungen

Azt = +ik, ) )\yl = +2ky ) A1 = +ik,

und
Az2 = —iky, ) )\y2 = _iky ) A = —ik,

IEs ist iiblich aber nicht korrekt fiir die potentielle Energie den Begriff ,Potential“ zu verwenden.
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setzen wir jeweils in den Ansatz (13.2) ein und erhalten so die Fundamentalbasis:

W(F) — 6A11w+>\y1y+)\zlz + 6)\ZQZ+)\y2y+>\Z22 — €+ik~F+ e—ik-F"

Mit dieser Fundamentalbasis ist die allgemeine Losung der mehrdimensionalen sta-
tiondren Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf

schlieRlich

—

U(i) = C, etk T 4 Cy e kT

Produkt- bzw. Separationsansatz

Wir zeigen jetzt ein allgemeines Verfahren zur Losung von partiellen linearen Diffe-
rentialgleichungen mit Hilfe des Produkt- bzw. Separationsansatzes am Beispiel des
Hamilton-Operators fiir die drei Ortsraumdimensionen.

Der dreidimensionale Hamilton-Operator

. B2 .
H=-—V*+U
2m
ist die Summe der entsprechenden drei eindimensionalen Hamilton-Operatoren:

h? (8_2 n s i (9_2> + (Up(z) + Uy(y) + U.(2))

H=H,+H,+H,=—
Ty or?  0y? 022

2m

mit der potentiellen Energie U(7) = U,(x) + Uy(y) + U.(z). Die dreidimensionale
stationdre Schrodinger-Gleichung

HW(7) = EW(F)
lasst sich dann mit dem Produktansatz bzw. dem Separationsansatz
W(7) = W, (x) - Uy (y) - 0. ()
und wegen z. B.
H, W(7) = H, W, (2) 0, (y)V.(2) = G0, - H, 0,
wie folgt in drei eindimensionale stationdre Schrodinger-Gleichungen separieren:
W, - H, W, + W0, - H)W, + 0,0, - H. W, = EU, WV, .
Die Division durch ¥, ¥, ¥, ergibt schlieflich

i%+@%+i@
v, v, U,
S~ -~ Y

=FE; :Ey =k,

—E,+E,+E, =FE.

Wie man sieht, vereinfacht sich die Losung der partiellen (mehrdimensionalen) linea-
ren Differentialgleichung durch die Separation in eindimensionale lineare Differential-
gleichungen. Diese sind, jede fiir sich, leicht l6sbar.
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14 Randbedingungen

Wir wollen einige Uberlegungen zu den Randbedingungen bei der Lésung von Wel-
lengleichungen anstellen. Vereinfachend verwenden wir dabei statt des Impulses p die
Wellenzahl k = % p . Die Ersetzung von p durch k£ hat ihren Ursprung in der de Broglie-
Gleichung

h
= — = hk
P=x
und fihrt auf

1
dp = hdk — dk:ﬁdp,
1 1 1 1
Es gibt im Wesentlichen zwei Moglichkeiten zur Festlegung der Randbedingungen.

e Das betrachtete System, z. B. ein quaderférmiger Potentialtopf oder ein Festkor-
per, besitze feste Grenzen im Sinne eines Anfangs und eines Endes hinsichtlich
der Wellenausbreitung.

L sei die Lénge, die der Wellenausbreitung zur Verfiigung steht. Fiir stehende
Wellen mit den Wellenzahlen k,, und festen Enden ergeben sich dann folgende

Bedingungen:
A, 27 27
L=n - — kpn=— & X\ =-— )
n 2’ )\n kn
™ m T
L:nk_n = kn:Z'nan:172v37"' = k”+1_knzz.
(14.1)

e Das betrachtete System, z. B. auf einer Kugeloberflidche, besitze zwar eine end-
liche rdumliche Ausdehnung, sei aber hinsichtlich der Wellenausbreitung nicht
begrenzt, sodass der raumliche Anfang und das rdumliche Ende des ,Wellenum-
laufs” ineinander iibergehen.

Es wird deshalb die periodische Randbedingung fiir die Losungen ¥ der Wellen-
gleichungen (z. B. der Schrodinger-Gleichung) festgelegt geméfs:

U(r)=V(z+ L) = zB. eh =keth) — gilketkl)
Diese Bedingung ist nur erfillt fiir
kL=n-2r =k, L, n=0,+1,+2 +3, ... .
Im Unterschied zu (14.1) folgt daraus
2 2_7T . 2m
L
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