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1 Axiome der Quantentheorie

Bis zur Unterbrechungslinie auf dieser Seite ist dieses Kapitel zitiert aus: Franz Schwabl, Quanten-
mechanik, 6. Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 41.

I) Der Zustand wird durch die Wellenfunktion ¥ () beschrieben.

IT) Den Observablen entsprechen hermitesche Operatoren A ..., wobei Funktionen
von Observablen Funktionen von Operatoren entsprechen.

IIT) Der Mittelwert der Observablen mit zugehorigem Operator A ist im Zustand ¥
durch
(4) = (¥, A¥)

gegeben.!
IV) Die Zeitentwicklung der Zusténde wird durch die Schrodinger-Gleichung

inlw — Hw H= —h—2v2 + V(7)
ot ’ T 2m

bestimmt.

V) Wenn bei Messung von A der Wert a,, gefunden wurde, geht die Wellenfunktion
in die entsprechende Eigenfunktion ¥, iiber.

Aus den Axiomen IT und III folgt, daf die moglichen Mefswerte einer Observablen die
Eigenwerte des zugehorigen Operators A sind und die Wahrscheinlichkeiten gegeben
sind durch |c,|?, wobei ¢, die Entwicklungskoeffizienten von ¥(Z) nach den Eigen-
funktionen von A sind. Insbesondere folgt, daf |7 (Z)|? die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir die Position ist.

Anmerkungen:

Das FEigen in Figenvektor, Eigenfunktion und FEigenwert bezieht sich auf die
Figenschaften bzw. Eigenheiten der Eigenvektoren, Eigenfunktionen und Eigenwer-
te und hat nichts zu tun mit dem deutschen Physiker und Chemiker Manfred Eigen
(1927-2019, Nobelpreis fiir Chemie 1967). In der englischsprachigen Fachliteratur wer-
den die teilweise aus dem Deutschen entlehnten Begriffe eigenvector fiir Eigenvektor,
eigenfunction fiir Eigenfunktion und eigenvalue fiir Eigenwert verwendet.

Eine quantenphysikalische Messgrofe nennt man Observable. Der Observablen ist
ein Operator zugeordnet. Operatoren werden meistens mit einem Dach-Symbol notiert
wie beispielsweise A. Leider ist die Notation von Observablen und Operatoren in
der Literatur nicht einheitlich. Aufterdem werden Observablen und Operatoren in
der Notation oft gleichbedeutend behandelt. So findet man beispielsweise fiir den
Erwartungswert einer Observablen A sowohl (A) = (| A|#) als auch (A) = (W|A|@) .

'Wir werden im Folgenden fiir den Erwartungswert (Mittelwert) einer Observablen bzw. eines
Operators A die bra-ket-Notation (A) = (¥|A|¥) verwenden, genauso wie fiir das hermitesche
Skalarprodukt bzw. Standardskalarprodukt (u|v) aus den beiden Hilbertraumvektoren |u) und |v) .
Die bra-ket-Notation geht auf Paul Dirac zuriick und wird deshalb auch Dirac-Notation genannt.



Quantenmechanische Messgrofen (Observablen) entsprechen stets hermiteschen
Operatoren.

Hermitesche Operatoren A liefern Eigenwertgleichungen der Form

Die [1,) sind die Eigenfunktionen zum Operator A und die a,, die zugehdrigen
Eigenwerte des Operators A.

Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind stets reell.

Die Eigenfunktionen hermitescher Operatoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind stets orthogonal.

Allerdings kénnen die Eigenwerte entartet sein. Dann existieren mehr als eine
(9 > 1) Eigenfunktion zum selben Eigenwert, sodass dieser Eigenwert g-fach
entartet ist. g heifst Entartungsgrad. Die entarteten Eigenfunktionen sind allge-
mein nicht orthogonal zueinander, lassen sich aber durch unitare Transformation
zueinander orthogonalisieren.

Die Eigenfunktionen [¢,,) konnen so gewahlt werden, dass sie die

Orthogonalitétsrelation (1, |¢,) = Omn

erfiillen.

Die Eigenfunktionen lassen sich also normieren, sodass gilt:
Orthonormalitat (¢,[v,) = 1.

Die normierten Eigenfunktionen [¢,) bilden dann das VONS (vollstandige
Orthonormalsystem) {|t,, } mit der

Vollsténdigkeitsrelation Z|¢n)<wn| =1.

Allgemein wird der Zustand eines quantenmechanischen Systems beschrieben
durch den Zustands- bzw. Hilbert-Vektor |¥). Beziiglich eines Operators A mit
dem zugehorigen VONS {[v,} lasst sich |¥) entwickeln geméf dem

Entwicklungssatz |¥) = Z (Vp|) |thy) = chhm

= ) ) (Wl 9 -

—_———
=1

n

Die Entwicklungskoeffizienten c,, sind Skalarprodukte und die Projektionen
des Zustandsvektors |¥) auf die Basisvektoren |1,).



e Der Zustandsvektor [¥) soll normiert sein, sodass
2 ! .
[)])" = (@@) =1 =) (Fle; cal®) = (@) - Y leaf?
= > el =1.

Das Betragsquadrat |c,|? des Entwicklungskoeffizienten ¢, ist demzufolge die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Zustands |¥) beziiglich des Basiszu-
stands bzw. beziiglich des Basisvektors |i,).

Um quantenmechanische Probleme im Speziellen zu 16sen bzw. zu berechnen, geht
man allgemein iiber zu Dirac-Vektoren, die sich auf kontinuierliche Basen beziehen
wie beispielsweise die Ortsraumkoordinaten (siche Kapitel 9).



2 Rechnen mit komplexen Vektoren und Matrizen
bzw. Operatoren

2.1 Rechenregeln

e In bra-ket-Notation (Dirac-Notation) sind basisfreie (abstrakte) Vektoren z. B.
der bra-Vektor (Zeilenvektor) (u| und der ket-Vektor (Spaltenvektor) |v). Sie
bilden das komplexe Standardskalarprodukt (u|v). Sie lassen sich in einer voll-
stdndigen Orthonormalbasis (VON-Basis), z. B. {]a);}, darstellen bzw. entwi-
ckeln, sodass wir dann mit den Entwicklungskoeffizienten u; und v; schreiben

konnen:
vy = Z a;|v) la;) = Zvﬂal ;

i
U1
V2

v;

<u| _ Z<al|<u|a,l> —Z<a,z * uy 1st Skalar Zu a,l
:Z@g_/ = U|Z|az (ail = (ull = (ul,

(u| == (u’{ uy ooeeoul ):(u*)T = (u|7é(u*)T

Basisfreie (abstrakte) Operatoren bezeichnen wir z. B. mit A, Matrizen aber mit
A= (AU) und die Matrixelemente mit A;; . In einer zum Operator A passenden

VON-Basis {|a);} erhélt A die Darstellung
A= ai)(ail Alag)(a;| = A las)(ay
i,J 2¥]
mit den Matrixelementen R
(ai|Alaj) = Ay
und der aus diesen A;; gebildeten und zum Operator A gehorenden Matrix
(Aj)=A = A#A.

e Adjungiert (hochgestellter Index T) heiflt komplex konjugiert (hochgestellter In-
dex *) und zusitzlich transponiert (hochgestellter Index T ), also sinngeméif

T =xAT = TAx.



Beispiel: Matrix A :
A= (A7) = (47)",

Beispiel: Zustands-ket-Vektor |v) (entspricht einem Spaltenvektor):
AT
(o))" =v)' = (v].

Der resultierende Zustands-bra-Vektor (v| entspricht einem Zeilenvektor, dessen
Elemente (Komponenten) die komplex konjugierten Elemente des zugehorigen
ket-Vektors |v) sind.

Beispiel: Spaltenvektor ¥ = (%) analog zu |v) :

(7)) =7t = (vF, v3) .

A ist hermitesch, wenn A = A" | beispielsweise

B a ic\ t a
(e ) -n fhen

A ist antihermitesch, wenn A = — A" bzw. iA = (i4)", beispielsweise

_(—la e\ 4 a
A_(_C ib)_ Al zc)}eR.

Ein linearer Operator A (bzw. eine lineare Matrix) ldsst sich zerlegen in einen
hermiteschen Operator A; und einen antihermiteschen Operator A, geméis

T — AT
:A—l—A Aa:A A.

A=A+ A A
ht a h 2 ) 9

Die Verallgemeinerung des transponierten Produkts (A - B)T = BT . AT aus
reellen Matrizen A, B ist das adjungierte Produkt aus den (komplexen) Matrizen
A, B

(A-B)Y =BT A".

Adjungieren eines Zustands-ket-Vektors |v) :
0)T = (v] .
haulichume: ia) B . .
Veranschaulichung: b = (—ia, —ib).
Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt)

By

(Oz*u{ o ) By :a*ﬁ(ufvl+uzv2+"')



10

liefert also mit «, § € C einen Skalar gemélis

(aulf o) = o*(ulBv) = a" (ulo)
= ((Bulaw) = (Fatvlw) = a8 ((vlw)" = a5 (ulo)

Das Skalarprodukt ist also antilinear (konjugiert linear) im ersten und linear im
zweiten Argument.

Das Skalarprodukt ¢; aus dem Zustandsvektor |v) und dem Basisvektor |a;) , also

¢; = (a;|v), ist die Projektion von |v) auf |a;), gesprochen: ,Skalarprodukt v in

13

a;“. ¢; ist somit die komplexe skalare Vektorkomponente von |v) ,in Richtung“
des Basisvektors |a;) .

Adjungieren des Skalarprodukts (u|v) :

«mwzwwwzwwzzﬁm
— ((u|v>)* = (Zuf UZ'> =

((ulo))' = ((ulo)” = (v]u) .

Adjungieren eines Matrix-Vektor-Produkts:

Alu) = vy =
1
(Alu))" = (ju))T AT = (u|AT = o) = (v],
wobei AT rechts von (u| stehen muss, u. a. weil (u| ein Zeilenvektor ist.

Adjungieren eines Matrix-Matrix-Vektor-Produkts:

;
[A (B|u>)] = [0}t = (v] = ((u[B') AT .
Hierbei ist die Reihenfolge von Matrizen und Vektor zu beachten.

Das dyadische Produkt liefert eine Matrix gemaéls

*

Uy Uy UV;

*

juy(v| = [ U2 | - (vf vy )= [uavT wevy

Die Vektoren (Faktoren) des dyadischen Produkts diirfen in ihrer Reihenfolge
nicht vertauscht werden, wie man in der Veranschaulichung an einem einfachen
Beispiel sofort erkennt.

Adjungieren eines dyadischen Produkts:

(ju) ()" = (]t ) = o) (ul .



Mit den Basisvektoren |a;) der VON-Basis' {|a;)} ist der Einsoperator 1, auch
Identitatsoperator genannt, die Summe aus den

Projektionsoperatoren P; = |a;){a;| .

Fiir die orthonormierten Basisvektoren gilt (a;|a;) = (ai]a;)* = d;; . Wir veran-
schaulichen die Darstellung des Einsoperators fiir : = 1,2

Z P = Z |a;) (ai (2.1)

0 (2.2)

e In Analogie zur Darstellung eines Vektors ¢ durch seine skalaren Vektorkompo-
nenten vy, vy, v3 in der VON-Basis {€], €, €3} im R? gemif

U1
=N (@0 a=>v-a=ov
=1 v =1 V3

wird die Darstellung (Entwicklung) eines (Zustands)vektors |v) nach der VON-
Basis {|a;)} im C" beschrieben durch den Entwicklungssatz

vy (ay|v)
. . ) (as|v)
v) = : w |a;) = Zvi |a;) = Hl = ( | > (2.3)

\E

jai){ai o) =) Pilv)
i=1 i=1
= 1v) = |v) .

'VON-Basis heift vollstindige Orthonormalbasis und ist gleichbedeutend mit der Bezeichnung voll-
stéandiges Orthonormalsystem (VONS). Meistens ist die VON-Basis gemeint, wenn kurz von einer
Basis die Rede ist.

11
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Die Projektionen von |v) auf |a;) bzw. die Skalarprodukte |v) in |a;) sind die
Entwicklungskoeffizienten v; € C. In (2.3) steht ganz bewusst nicht das
Gleichheitszeichen, sondern das :=-Zeichen (,definiert durch“). Wir werden auf
diesen Umstand im Zusammenhang mit der Matrixdarstellung von Operatoren
im Abschnitt 2.3 zuriickkommen.

Darstellung des komplexen Standardskalarprodukts in der VON-Basis {a;} :

Wir gehen dabei aus vom basisfreien Standardskalarprodukt (u|v) und miis-
sen berticksichtigen, dass das komplexe Standardskalarprodukt hermitesch ist
gemafs

(o) = (@Wl))" 2> (ulv) # (v|u) (2.4)

(ulo) =Y {ail(ulas) (a;|v)]a;) = Z(%WM\C@

ij

ij
= Y wv{aila) =Y ujv; .
ij T i
ij

Die Beziehung (ulv) = ((v|u))” zeigt die Konjugationssymmetrie des hermi-
teschen Skalarprodukts.

Aus der Hermitezitét in (2.4) folgt fiir das Standardskalarprodukt eines kom-
plexen Vektors |v) mit sich selbst:

vlv) € R,
(o) = ((v]v))" = vl (2.5)
(v|v) > 0 und somit positiv definit .

(2.5) lasst sich zuriickfithren auf das Normquadrat einer komplexen Zahl z:

¥z e R,
2z = (a—ib) (a+ib) = a®*+b* = |2 =
2*2>0.



2.2 Veranschaulichung des komplexen Standardskalarprodukts
und der Multiplikation komplexer Vektoren mit
komplexen Matrizen

Summen und Produkte aus komplexen Zahlen werde komplex konjugiert, indem alle
Summanden und Faktoren jeweils fiir sich komplex konjugiert werden. Wir zeigen dies
fiir das Produkt aus zwei komplexen Zahlen:

[(a+ib)(c+id)]" = [ac+i(ad + bc) — bd]"
= (a —ib)(c —id) = ac — i(ad + bc) — bd

[(a —ib)(c —id)]" = [ac — i(ad + bc) — bd]”
= (a+ib)(c+ id) = ac+ i(ad + bc) — bd ,

[(a+ib)(c —id)]" = [ac —i(ad — be) + bd]"
= (a —ib)(c+id) = ac +i(ad — bc) + bd .

Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt) ist definiert durch
(ulvy == Zuf v, u, v € C
i=1

Hierbei ist |v) ein komplexer Spaltenvektor und (u| ein komplexer Zeilenvektor. Der
Zusammenhang zwischen einem bra-Vektor (w| und dem zugehorigen ket-Vektor |w)
1st

(lw)*)" = [w)t = (w] .

Der hochgestellte Index * bedeutet komplex konjugiert, T bedeutet transponiert und
 bedeutet adjungiert, also sowohl komplex konjugiert als auch transponiert.

Zunachst zeigen wir

1

(ulv) = Zu o= (0fw) = ()t = dtT = (T7a)

am Beispiel der Vektoren?

) = (2__2;.) i )= (122') —7

2Mit der Notation # fiir Spaltenvektoren und ¢ fiir Zeilenvektoren ist (ﬁ*)T w=at - v=a*v
das Punktprodukt @*-7 = ), u; - v; . Man achte auf den Unterschied zwischen der Verwendung des
Multiplikationspunktes - und der Verwendung des fettgedruckten Symbols - .

13



(ulv) = (20, 2+30) (1;2) — 144,

(Wuy = (1+1i, —i) (2__2;. =—1—4i,

(wu)* = =1+ 41 = (uv) . O

Jetzt zeigen wir die Wirkung einer komplexen (komplexwertigen) Matrix innerhalb
des Skalarprodukts am Beispiel der Matrix

241 3 2—1 2
A= , Al =
-2 1—1 -3t 142
(u] Alv) = (ulw) = (u| - (Alv)) =
= |w)
2+ 37 1—2
= (20, 2+ 3i) -
-2t 1—1 1

mit

Ay =twh= (7

Zum gleichen Ergebnis kommen wir mit der Rechnung

(ulA|v) = (m|v) = ((u]A) - |v) =
~—~—

14



Mit

(Aj))" = |w)f = (w| = [0)TAT = (v] Al (2.6)
2—1 21
= 1+, —i)- = (i, —-1+1)
—31 141
und
2—1 21 —21 4
AT|u) — . =
31 141 2—3 —1—1

zeigen wir schlieflich
(ulw)* = (wlu) = (v|AT|u) = 3+ 5i :
2—1 2 -2

14, —i) - : -
(1+i, —i)
3 1+i) \2-3i

= ((v]A") - [u) = (i,—1+i)-(2__2§)i) —3+5i,

=Gl () = (+in =) (1) =ssi O

Wichtig fiir das Verstédndnis und fiir die Praxis sind die aus (2.6) abgeleiteten und im
Einklang mit (A - B)! = BT - AT stehenden Beziehungen

(m| = (u|A =)t A = (Affu))" = |m)! =
(m| = (A < |m)=Alu),
lw) = Ajp) & (w] = (v]AT.

Im Zusammenhang mit hermiteschen Matrizen werden uns diese Beziehungen noch
beschéftigen.

15



2.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Nach:
Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschultaschen-
buch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 425.

Siehe auch:

Torsten Fliekbach, Quantenmechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik III, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2005, Seite 235 bis Seite 237

und

http://schwalbe.org.chemie.uni-frankfurt.de/sites/default /files/attachements,/
mathematische methoden in_der nmr-spektroskopie/skript zur ubung 1.pdf.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man einen Operator A als Matrix auffassen und
dementsprechend mit ihm umgehen darf. Dazu gehen wir mit den Entwicklungskoef-
fizienten u; von |u) und v; von |v) aus von der (basisfreien) Operatorgleichung

) = Alu) . (2.7)
Zunachst zeigen wir die Entwicklung dieser Operatorgleichung nach der VON-Basis

{lai)}:

J

Zw ja;) = A; {a; !‘u> |az)

Uj

> wilag) = A ujlag) =Y u; Alay) .
i i

J

Durch das Skalarprodukt mit |a;) werden jetzt die Komponenten v; ,herausprojiziert :
>y =y (ailAlay) .
J J

In Komponentenschreibweise ergibt dies

{aila;)
N——
(5”‘

Vi = Z(ailfl!a» U (2.8)

und mit der Notation fiir die Matrixelemente (a;|A|a;) = A;; fiir die Matrix

((ailAlay)) = (Ay) : (2.9)

Damit konnen wir (2.8) als Matrixgleichung in der Basis {|a;)} formulieren:

U1 U1l
(%) (%)
- ———
J Ui uj basisfrei
- ~~ g
Matrixgleichung

16



Die Matrixelemente (a;|Ala;) sind Skalarprodukte. Sie wichten die |u)-Komponenten
u; bei der Summierung zur |v)-Komponente v; .
Zum besseren Verstandnis zeigen wir noch, wie sich der Operator A im

Skalarprodukt (v|A|u)

darstellt. Durch Einschieben von zwei Identitédtsoperatoren erhalten wir daraus in
Komponentenschreibweise

v|Alu) = (v|1AL|u) = vla;) (a;|Ala;) {a;|lu) = v; A uy 2.11
(v[Alu) = (v[1AL|w) ;<1|};>< IAij|g><ii> ; J U (2.11)

mit den skalaren Vektorkomponenten (v|a;) = v/ und (ajju) = wu;. Wenn wir die
Vektoren und die Matrix (in Matrixschreibweise) vollstédndig ausschreiben, erkennen
wir wieder die Matrixdarstellung (Aij) des Operators A:

A A - Alj Uy
Aoy Agp - A2j Uz
* * * * : . .. : . _
E UZ‘Aijuj = (Ul Vg U ) . : . . . =
i,J

An Ay - Ay - u;

<a1]f:1|a1> (a1|1{1|a2> <a1|f‘:1|aj> (a1]u)

(az|Alar) (az|Alaz) (az| Alay) (az|u)
((vlar) (vlag) (vla) --) :

(ailAlar)  {ailAlas) (ai| Alay) <aj.|“>

= (v|1AT|u) = (v|Alu) .

Jetzt zeigen wir die im Grunde genommen &dquivalente Variante der ,eigentlichen®
Matrixdarstellung des Operators A. Dafiir benutzen wir wieder die Operatorgleichung

(2.7):

v) = Alu)
Ljv) = LAL|u)
2@: |a;) (a;|v) 2; |a;) <ai|:1_|aj> (a;]u)
Z<ai|v>lai> ZAU |a;){a;| ) (2.12)
A
) = Alu). O (2.13)

17



Wie wir sehen, ist die ,eigentliche Matrixdarstellung des Operators A

Z]al (@il Ala;){a| = ZAU Jai)(a;| | (2.14)

Bei einem Vergleich der Matrixgleichung in (2.10) mit (2.12), der Operatorgleichung
in der Basis {|a;)}, und der basisfreien Operatorgleichung (2.13) stellen wir fest, dass

A= Z Aijlai)(a;] # (Ayj) -

Dies liegt daran, dass wir fiir (2.12) den linken Teil des Entwicklungssatzes (2.3)

lv) = Zvi|az‘>

7

verwendet haben und fiir (2.10) den rechten Teil

Wenn wir ndmlich die Matrixgleichung (2.10) gegeniiberstellen der Operatorgleichung
(2.12), berechnet nur fiir die Komponente v; , sehen wir

(2.10) ZA,JUJ (2.12) wila;) = <ZAUu])!az . (2.15)

Hierbei sind v; = (a;|v) und u; = (a;|u) . Als Analogie im R? ergibt (2.15) z. B. fiir
die Komponente mit i = 2

Vg = Aoy + Agoup + Apzuz  # vy €y = (A21u1 + Agoug + A23U3) - €y

Im Gegensatz zur Matrixgleichung (2.10) beinhaltet die Operatorgleichung (2.12)
namlich den zum Entwicklungskoeffizienten bzw. zur skalaren Vektorkomponente v;
gehorenden Basisvektor |a;) .

18



3 Eigenwertgleichung einer 2-reihigen reellen Matrix
— Verallgemeinerungen fiir n-reihige Matrizen

Siehe auch:

Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 2, 10. Auflage, Vieweg,
Braunschweig, Wiesbaden, 2001, Seite 121 bis Seite 140

und

Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum, Heidel-
berg, Berlin, 1998, Seite 204 bis 211, Seite 414 bis 422.

Wir gehen aus von der linearen Abbildungsgleichung (Transformationsgleichung)
A =1y

im R? bzw. in der Ebene. Dabei seien die Funktion A eine 2-reihige (quadratische)
reelle Matrix und & = (71) und ¥ = () die Ortsvektoren zur Beschreibung der
Punkte P; := {z1, 22} und Pj := {y1,v2}. Die Wirkung von A auf den Ortsvektor &
kann allgemein sowohl in einer Drehung als auch in einer Lingendnderung bestehen,

woraus dann der Ortsvektor i resultiert (s. Abb. 3.1a). Beispielsweise liefern
(G111 aiz2) 2 —1 > [ T1\ 2
=)= 7)) = ()= 0)
S (2 =1\ (2\ ([ 3\ _ [(v1\ _ -
= (5 ) 0)=(2)=()=r

Wir gehen jetzt der Frage nach, ob zur Matrix A Vektoren ¥ existieren, sodass ¥
kollinear zu T verlduft (s. Abb. 3.1b).

X, X,

Abb. 3.1

a Die Matrix A bewirkt sowohl eine Langeninderung als auch eine Drehung am Vektor # und
tiberfiihrt diesen so in den Vektor 3. Der Vektor Z ist folglich kein Eigenvektor zu A.

b Die Matrix A {berfiihrt den Vektor Z (ohne Drehung) in den zu & kollinearen Vektor 3. Der
Vektor Z ist somit ein Eigenvektor zur Matrix A.

In diesem Fall resultiert mit der Einheitsmatrix £ = (}9)

AT=XMi=\-Ef=¢, )eR. (3.1)
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Um Z zu bestimmen bilden wir aus (3.1) durch die Aquivalenzumformung
A-Z=)E-F7 & (A—AE)-Z=0

das homogene lineare Gleichungssystem (LGS)

2 -1 A0 L (2= -1 z1\ + (0
GG D) ()6 e
Ein homogenes LLGS besitzt nur dann nicht-triviale Losungen ¥, wenn die Koeffizien-

tendeterminante det(A — AF) verschwindet':

det(A — \E) = det (2__; 4‘_1A) 2= N(@ =N = [(~1)(=3)]

= AN —6A+5 =0
A — \E ist die charakteristische Matriz von A und X2 — 6\ + 5 L 0 heilt die

charakteristische Gleichung bzw. das charakteristische Polynom von A. Es ist in die-
sem Fall eine quadratische Gleichung in A und somit nur erfiillt fiir

3+4vV9—-5 = AN =5,
A=

3=VI9-5= A=1.

Die Losungen A; und Ay dieser quadratischen Gleichung, d. h. die Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms von A sind die Figenwerte der Matriz A .

Allgemein konnen wir fiir die 2-reihige Determinate der Matrix A

@11 a2
Q21 A2

det A =

= a11G22 — A12421

und fiir das charakteristische Polynom der Matrix A

- A
det(A — \E) = au alj )\' = (a11 — A)(age — A) — aan
a1 a2
= N\ - (a1 + age) A+ (a1a2 — CL126L21)/
Sp(A) det A
det(A —AE) = A\ —Sp(A)- A +detA=0 (3.3)

!Die Determinante einer Matrix M verschwindet, wenn M singulir (linear abhingig) ist. Folglich
ist es erforderlich, dass die charakteristische Matrix A — AE singulér ist.
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schreiben. Durch Faktorisierung (Zerlegung in Linearfaktoren) erhélt das charakteris-
tische Polynom die Produktform

Der Koeffizientenvergleich zwischen (3.3) und (3.4) zeigt, wie Spur und Determinante
von A mit den Eigenwerten von A zusammenhéngen:

Sp(A) = ajg +aw =\ + X\

detA = a11Q22 — Q1291 = )\1)\2 .

Mit den Eigenwerten A\; und Ay kénnen wir jetzt das homogene LGS (3.2) losen.

(b)) =6) -

(I) —31‘1—232 =0 o 3
To = —OTq .
(I) —3z1—29 = 0 ? '

Fir A\; = 5 resultiert

xq ist frei wahlbar. Wir setzen x1 = « und erhalten fiir den normierten Losungsvektor
71 zum Eigenwert \;

() () =0) -

(I) Tl — Ty = 0 o
To = T1 .
(I1) =3z +3xy = 0 S

x1 ist frei wahlbar. Wir setzen x; =  und erhalten fiir den normierten Losungsvektor

Zo zum Eigenwert Ao
o T 1 1 1
200 = (1) =7(1) = 7 ()

Die Losungsvektoren 7 und Z5 sind die Eigenvektoren beziiglich der Matrixz A . Die
Eigenvektoren liegen im Kern der charakteristischen Matrix A — AE .
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Weil o und § frei gewahlt werden durften, héatten wir sie auch gleich 1 setzen kon-
nen. Es ist zwar Konvention, die Eigenvektoren zu normieren, aber nicht unbedingt
notwendig. Deshalb fiihren wir die Probe mit

a=1 = %z(_é) und =1 = a%z(})

2 —1 1 5 1 - L
1_<—3 4)(—3>_(_15)— '(_3>—)\'x1, A=A =5€R,
- 2 -1\ (1 1 1 ~ L
A'2_<—3 4)(1)—(1)—1'(1)—A~a:2, A=XM=1€R.

Wirkt eine Matrix A auf einen ihrer Eigenvektoren Z;, so erzeugt sie einen zu &; kol-
linearen Vektor y; , dessen Linge das A\;-fache der Léange von Z; betrigt. Hierbei ist \;
der zum Eigenvektor Z; gehorende Eigenwert der Matrix A . Die Linge der Eigenvek-
toren Z; kann frei gewéhlt werden. Konventionsgeméf werden die Eigenvektoren aber
auf die Lange 1 normiert.

durch:

!

A-

8y

81

Merke!

Eine Eigenwertgleichung beschreibt die Wirkung einer Matrix A auf einen ihrer Ei-
genvektoren v. Diese Wirkung ist die Multiplikation des Eigenvektors mit dem zuge-
horigen Eigenwert A. A produziert folglich den Vektor A7 der parallel (kollinear) zum
Eigenvektor v ist.
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Verallgemeinerungen fiir n-reihige Matrizen

Die fiir 2-reihige Matrizen gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf n-reihige Matrizen
verallgemeinern.

e Insbesondere gilt fiir die Eigenwerte n-reihiger Matrizen A

)\1+>\2+)\3++)\HISP(A>, )\1/\2)\3/\n:detA

e Zu n verschiedenen Figenwerten gehoren n linear unabhéngige Eigenvektoren.

e Ein k-facher Eigenwert (Vielfachheit k) hat mindestens einen und héchstens k
linear unabhéngige Eigenvektoren.

e Die Eigenwerte einer Dreiecks- oder Diagonalmatrix A sind identisch mit ihren
Hauptdiagonalelementen. Dies resultiert aus den Rechenregeln fiir Determinan-
ten beispielsweise wie folgt:

ajl — )\1 0 0
det(A — )\E) = det 921 929 — )\2 0
asy asz assz — A3

= (CL11 - >\1)(CL22 - >\2)(CL33 - >\3) ; 0
= AN =an, A=0ax», A3=40as.

e Die Eigenvektoren beziiglich einer Diagonalmatrix sind die den Eigenwerten \;
entsprechenden kanonischen Einheitsvektoren |e;) der Standardbasis {|e;)} .

Beispiel zur Veranschaulichung mit dem Eigen- bzw. Basisvektor |es) = (9):

o= = (5 2)-0)- () () -

o Zusitzlich gilt fiir reelle symmetrische Matrizen A = AT :
Alle n Eigenwerte sind reell und die Eigenvektoren von verschiedenen Eigenwer-
ten sind orthogonal.?

2Die Beweise finden sich unter
www.mpi-inf.mpg.de/departments/dl/teaching/ss10/MFI2/kap46.pdf
oder unter dem Suchbegriff , Figenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen®.
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4 Hilbertraum, Hermitesche Matrizen (Operatoren)
und ihre Eigenschaften

Die Feststellungen iiber hermitesche Matrizen gelten auch fiir hermitesche Operato-
ren. Abhéngig vom Zusammenhang werden wir deshalb im Folgenden entweder von
Matrizen oder von Operatoren sprechen. Weil die hermiteschen Operatoren in der
Quantenmechanik auf Zustandsvektoren, d.h. auf Elemente des Hilbert-Raums H
wirken, beginnen wir diesen Abschnitt mit der

Definition des Hilbert-Raums:

Im Allgemeinen sind Hilbertraume H abzdahlbar-unendlichdimensionale, lineare Vek-
torrdume tiber C mit einem Standardskalarprodukt. Weiterhin sind Hilbertraume voll-
standig beztglich der durch |||@)|| = /(¥|¥) definierten Norm, wobei |¥) abstrakte,
basisfreie Hilbert-Raum-Vektoren (Hilbert-Raum-Elemente) sind.

Die Hilbert-Raum-Vektoren |¥) lassen sich nach ihren quadratsummablen Koordina-
ten entwickeln, die wiederum eine den Hilbertraum vollstindig aufspannende

Orthonormalbasis bilden. Der Hilbert-Raum zu einem Operator mit einem vollstéan-
digen Satz von n linear unabhéngigen Eigenvektoren ist ebenfalls n-dimensional.

Hilbert-Réume sind z. B. der R", der C", der quadratsummable Folgenraum ¢2, aber
auch der L2-Raum der quadratintegrablen Funktionen.

Hermitesche Matrizen (Operatoren) und ihre Eigenschaften

e Hermitesche Matrizen A sind quadratisch und komplex. Sie lassen sich zerlegen
in einen Realteil, die symmetrische reelle Matrix B, und in einen Imaginéarteil,
die antisymmetrische (schiefsymmetrische) Matrix C. Fiir eine n-reihige hermi-
tesche Matrix

A=Anxn =Buxn +iChxn = A=B+iC
gilt folglich

A= (B+i0) =B+ 0" =B"+C"%*=B-C(~i)=B+iC=A,

A=Al
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Alle Hauptdiagonalelemente sind reell. Eine hermitesche Matrix ist z. B.
-7 3t 1—4i

A = —31 2 8—1
144 841 6

-7 0 1 0 3t —4
= 0 2 8)+|-3 0 —i
1 8 6 4 1+ 0

e Die Determinante einer hermiteschen Matrix ist reell:

detAeR.

e Hermitesche Matrizen (lineare hermitesche Operatoren) besitzen
nur reelle Eigenwerte :!

In (2.4) verwenden wir fiir (u|
i
u) = Alo) = (u] = |u)' = (Av))" = (v]AT = (v]A
und erhalten
(ulv) = (ulv)* = (v|AJv) = ((v]AJv))".
Mit dem Eigenwert A von A gilt die Eigenwertgleichung
Alv) = Alv)

woraus

(vl Afv) = (v[Alv)
= Aofo) = (Avlv))”
folgt. Wegen (v|v) € R muss also auch A € R gelten.

e Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Matrix
(einem linearen hermiteschen Operator) sind orthogonal :!

5 €l
A|U> = )\1|u>, A|U> = /\2|’U>, )\1 7é )\2 .

Aus der zweiten Gleichung folgt (v|A = Ay(v|. Bildet man in dieser Gleichung
das Skalarprodukt mit |u), in der ersten Gleichung das Skalarprodukt mit (v|
und subtrahiert anschliefsend die beiden Gleichungen voneinander, so erhdlt man

(v|Alu) = (v|Alu) = M (vlu) = A (v]u)

also
(A1 = Ag)(vlu) =0,

also (v|u) = 0.4

1Zitiert aus bzw. nach: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.
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e Die Eigenvektoren beziiglich einer hermiteschen Matrix (einem linearen her-

miteschen Operator) spannen eine vollstindige Orthonormalbasis (VON-
Basis) in H auf.? Kurz gesagt, die Eigenvektoren aller Eigenwerte einer hemite-
schen Matrix (eines hermiteschen Operators) spannen den gesamten zugehorigen
Hilbert-Raum auf.

Der Eigenvektor bzw. ,,die Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert A
bilden einen Vektorraum, einen Unterraum von H, den Eigenraum H, zum
Eigenwert \.*? Insofern stellt jeder einzelne Eigenvektor einen eindimensionalen
Unterraum von H dar.

Jeder durch eine quantenmechanische Messung zu beschreibende Zustand eines
Objekts ist mathematisch gesehen ein Strahl bzw. die Vektorenmenge {«|¥)}
mit o € C und folglich ein eindimensionaler Unterraum von H. |¥) ist dabei
der im Allgemeinen geméfs (¥|¥) = 1 normierte Zustandsvektor und kann als
Reprasentant des zu beschreibenden Zustands gewahlt werden. Die Zustands-
vektoren (Zustdnde) |¥) wiederum sind im Allgemeinen Linearkombinationen
aus Eigenvektoren |a;) beziiglich einer Observablen, d.h. beziiglich eines Ope-
rators A .

2Zitiert aus bzw. nach: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.
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5 Unitare Matrizen (Operatoren)

Unitére Operatoren bezeichnen wir mit U und die zugehorigen unitdren Matrizen
(Operatorenmatrizen) mit (U;;) = U . Zwei sehr einfache Beispiele fiir unitére Matri-
zen sind die Einheitsmatrix und U = (9 }). Vereinfachend verwenden wir in diesem
Abschnitt fiir die (Zustands-)Vektoren gelegentlich die Darstellung

5.1 Eigenschaften unitirer Matrizen (Operatoren)

e Unitér heift im weitesten Sinne normerhaltend. Das aber bedeutet, dass U bzw.
U auch das Skalarprodukt invariant lassen:

(@w) = (UD|UP)
= (@O )

1

= (AU UW) = (2|7) .

e Daraus folgt

A

Uvto=vlv=1 « UvUt=vu", Ul=0"1.

e Damit ist U stets invertierbar und regular.
e Inverse und Produkt unitérer Matrizen (Operatoren) sind unitér.
e Der Betrag der Determinante von U ist stets

|detU| =1.

e Unitar im Komplexen entspricht orthogonal im Reellen, denn Zeilen und Spalten
unitdrer Matrizen (Operatoren) sind orthonormiert. Mit der unitdren Matrix
U € C™™ und der orthogonalen Matrix O € R™"*"™ heiftt das

U'v=0"'"U=1 +— O0T0o=0"'0=1.
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e |u;) seien die Eigenzustinde beziiglich U und \; € C die zugehorigen Eigenwerte.
Aus der entsprechenden Eigenwertgleichung

Ulus) = w;lug)
erhalten wir das Skalarprodukt (gleicher Zeilen oder gleicher Spalten)
(Uui|Uws) = (| UTU i) = (ui|ug) = 1
= (Niwg|Ajug) = A7 Ai(uilug) = (uilu;) =1
= MNh=|NEP=1.

Das Betragsquadrat jedes Eigenwerts \; des unitdren Operators U bzw. der
unitdaren Matrix U ist gleich 1.

5.2 Unitare Transformation

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschul-
taschenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 430 und Seite 431.

Bei der unitéaren Transformation wird durch eine unitire Matrix (einen unitéren Ope-
rator) ein normerhaltender Darstellungswechsel bewirkt. Die unitére Transformation
andert also das Basissystems im Vektorraum z. B. im Sinne einer Drehung oder Spie-
gelung. Die Orthogonalitatseigenschaften des Basissystems bleiben dabei erhalten.
Analog zu einer Drehmatrix vermittelt so ein unitérer Operator U die unitire Trans-
formation zwischen den zwei verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)} geméfs

Ula;) = |b;) - (5.1)
Die Matrixelemente des unitdren Operators U (s. Matrixdarstellung von Operatoren)
sind damit .
{ailUlas) = {a;|bj) = Uij .
Die Umkehroperation von (5.1) ist
UtU|a;) = UTU|a;) = UT|b;) = |as) .

Ein Vektor |v) hat in den beiden verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)}
die verschiedenen Komponentendarstellungen

D ailai) = o) = o) = > Bilbi)

Der Darstellungswechsel des Vektors |v) von der einen in die andere Orthonormalbasis
mittels unitarer Transformation erfolgt in Komponentenschreibweise wie folgt:

Bj = (bjlv) = <bj|zoﬁ‘ai>
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Fiir die zu den Uy; adjungierten Matrixelementen haben wir dabei Us; geschrieben, weil
fiir die zu (Uy;) adjungierte Matrix (U;)' = (Uy;)* = (U};) gilt. Die Matrixelemente
Uj;; erhalten wir aus den Matrixelementen U;; wie folgt:

Usij = (ai|b;) mit Zeilenindex 7 und Spaltenindex j

= ailby)’ = (ailby)” = (bjlas)

= (bjla;) = Uj; mit Zeilenindex j und Spaltenindex i .

In Matrixschreibweise ist (5.2)

B 631
Bo Qi
o= o)y =U) = Ut
53‘ Q;

Die Darstellung einer Matrix bzw. eines Operators dndert sich ebenfalls bei einem
Basiswechsel. Betrachten wir also die unitdre Transformation des Matrixelements A;;
eines Operators A. Die Transformation erfolge von der Darstellung in der Basis {|b;)}
in die Darstellung in der Basis {|a;)} . Mit (5.1) und den Komponenten von U/ und A
erhalten wir in Komponentenschreibweise

Ay; = (0| Alby) = (Ua; |A|Uay) = (a,|UTAUa;) = (UTAU), = A;

= (UNa AUy . (5.3)

k1

Hierbei ist also A;; das Matrixelement der Matrix A in der Basis {|6;)} und Zij das
Matrixelement der Matrix A in der Basis {|a;)}. Uj; = (a]b;), d. h. |b;) in |a;), ist die
Projektion von [b;) auf |a;) . In Matrixschreibweise ist schlieflich (5.3) kurz

UtAU = A
Dies entspricht dem basisfreien Operatorenprodukt

OTAD = 4.
Die unitére Transformation von Polynomen (A 4+ B) erfolgt durch

(A+B)=U'(A+ B)U = U'(AU + BU) = U'AU + U'BU = A + B

und von Potenzreihen (A - B) durch

(A-B)=U'A-BU =U(A-UU"-BU =U'AU -U'BU=4- B .

29



Merke!

Die unitére Transformation von der Basis {|a;)} in die Basis {|b;)} erfolgt durch

Ulai) = [bs)
mit der Umkehroperation |a;) = UT|b;) .

Die unitére Transformation eines Vektors |v) erfolgt durch

Uty = |v)

mit der Umkehroperation |v) = Ulv) .

Die unitére Transformation einer Matrix A bzw. eines Operators A erfolgt durch

UAU = A o UTAD = A

~ A A~

mit der Umkehroperation A = UAUT «+— A=UAU'".

—_~—

Dabei ist (Aij) = A die zum Operator A gehorende und (Al-j) = A die zum Operator
A gehorende Matrix. U (...) U ist die zu UT (... ) U inverse Operation.

5.3 Diagonalisierung von Matrizen (Operatoren)

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschul-
taschenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 418 und Seite 419.

In diesem Abschnitt folgen wir im Wesentlichen der Argumentation von Lang und
Pucker (s. Literaturhinweis). Wie wir in unseren bisherigen Betrachtungen tiber den
Umgang mit Matrizen und Operatoren unter Beriicksichtigung der Matrixdarstellung
von Operatoren feststellen konnten, lassen sich die Ergebnisse fiir Matrizen miihe-
los auf Operatoren iibertragen. Deshalb gehen wir jetzt vereinfachend nur von einer
Matrix A aus.

Diese Matrix A habe die spezielle Eigenschaft, dass ihre Eigenvektoren |v;) or-
thogonal aufeinander stehen und gleichzeitig auch eine zu A passende VON-Basis
{|v;)} bilden. Dies gilt stets fiir hermitesche und folglich auch fiir symmetrische reel-
le Matrizen. Selbstverstindlich erfiillen diese Basisvektoren (Eigenvektoren) |v;) die
Eigenwertgleichung

Wenn wir aus den orthonormierten Eigen- bzw. Basisvektoren |v;) eine Matrix bilden
derart, dass die Basisvektoren die Spalten der Matrix darstellen, so erhalten wir die
unitare Matrix U sinngeméf durch

U= (lor) foa) -+ Jui) )
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denn wegen der Orthonormalitét der |v;) geméfs (v;|v;) = d;; gilt

Wie man sieht, sind die Elemente der Matrix U die Entwicklungskoeffizienten (v;);
der Eigenvektoren |v;) in einer anderen VON-Basis, z. B. {|a;)}:

(Ui)l
(%’)2
o) = D _aslodlag) =Y (wi)lag) == |

i J (vi);

Wiren die |a;) selbst die Eigenvektoren zur Matrix A, hitte U die Gestalt einer
Diagonalmatrix.

Jetzt multiplizieren wir U in (5.4) mit der Matrix A.! Entsprechend der Eigenwert-
gleichung

beziiglich der Eigenvektoren (Spalten) |v;) von U gilt fiir die Elemente der resultie-
renden Matrix UTA U , d.h. fiir ,, Zeile k von U' mal )\; mal Spalte ¢ von U

Z(Uk); Ai(vi)j = A Z(Uk); (vi)j = i i

J

sodass
A

v o0

UAU = . —A.

A
0

Die Hauptdiagonalelemente der Diagonalmatrix A sind die Eigenwerte der Matrix A.

'Die Multiplikation der Matrix U mit der Matrix A entspricht der Wirkung des Operators A auf
den unitdren Operator U.
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Damit haben wir ein Verfahren zur Diagonalisierung von hermiteschen bzw. symme-
trischen reellen Matrizen A (Operatoren A) gefunden:

1. Wir bilden die orthonormierten Eigenvektoren |v;) zu A (zu A).

2. Diese Eigenvektoren bilden die Spalten der unitdren Matrix U . Auf die Rei-
henfolge der Eigenvektoren bzw. Spalten ist zu achten. Sie ist nicht beliebig,
denn eine Vertauschung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt
eine entsprechende Vertauschung der Reihenfolge der Diagonalelemente \; in A.

3. Das Matrixprodukt UT AU bewirkt dann die Diagonalisierung von A und liefert
die Diagonalmatrix A, deren Hauptdiagonalelemente die Eigenwerte A; von A
(von A) sind.
Beispiel

Betrachten wir die hermitesche Matrix

Ihre Eigenwerte sind
A =44+V164+9= 9,
A2 4—-vV16+9=-1,

also erwartungsgeméf reell. Die (normierten) Eigenvektoren zu A sind

1 3
1) () = Nad Uk

[v2)(00) = \/% <;>

|v1) und |vy) sind tatséchlich orthogonal, denn

(vn[va) = \/% (i)T - \/% (;) _ 1—10 (=30 +3i) = 0.

Die Eigenvektoren sind die Spalten der unitédren Matrix U, die A wie folgt diagonali-
siert:

3 —1 . 3 7
UtAU = [ Vi5 Vo (8. _32) VIO Vo =<9 01):(A1 )(\)):/1.

Die Umkehroperation dazu ist

UAU'=U (UTAU)UT =UUTAUUT = 1A1 = A .

Eine Anderung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt eine entsprechende
Anderung der Reihenfolge der Diagonalelemente \; in A :

i 3 . . _
o )= o= (B ) = oo ()= (% 0)
V10 V10 !
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6 Spur einer Matrix

e Die Spur einer Matrix A ist die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente. Fiir die
Darstellung der Spur in der VON-Basis {|a;)} gilt somit

Sp{A} = (ailAla;) = Ay .
e Die Spur einer Matrix ist unabhéngig von der verwendeten VON-Basis (hier
{]a;)} und {|b)}) von H:
Sp{A} = ) (ai|Ala;)

_ Z;miww(bkmwo {bu] ;)
= ZZ(bz|ai><ai|bk><bk|A‘bl>
— Z <Z|al a; ) |br) (bi| Alby)

k1
—_—
=1

Z bl\bk (br.| Alby)

5 ki

Z ki (i Alb)
Sp{A} = Z bi| Alb) -

e Die zyklische Invarianz der Spur:

Zunéchst zeigen wir

Sp{AB} = Sp{BA} :
Sp{AB} = Z(ai\AB\aﬁ = ZWJA\%N%!B\%)
= ZZ@MB\%NM\AWQ

= Z(akleAlak> =Sp{BA} . O

Daraus folgt die zyklische Invarianz der Spur

Sp{A-BC} = Sp{BC- A}
— Sp{B-CA} =Sp{CA- B}
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und fiir die unitare Transformation der Spur einer Matrix A

Sp{A} = Sp{UTAU} = Sp{ YU A} = Sp{A4} .

=1

Sp{AB} = ZAM Bji # Sp{A}-Sp{B}=) Ai-> Bj.

e Spur des dyadischen Produkts

D = |u)(v|, |u) orthogonal zu |[v) = (ul|v) = (v|u) =0 :

Sp{D} = ) (ailu)(v]a)

i

= Z( |az a1|u | Z|az a1| |u
7
N
=1

Sp{D} = (vju) =0.

Veranschaulichendes Beispiel:

0 0
D(l) (00 1)(0
0 0

o O O
o = O

) = Sp{D} =0.



7 Das quantenmechanische Messproblem

7.1 Observable, Messvorgang und Messergebnis

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen,
6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 130 bis Seite 137 und Sei-
te 180 bis Seite 183.

Die zu messende physikalische bzw. quantenmechanische Grofe bezeichnet man als
Observable. Sie ist eine ,, quantendynamische Variable (Operator) mit direkt beob-
achtbaren, reellen Messwerten.“! Im Folgenden werden wir die basisfreien Operatoren
zur besseren Unterscheidung mit einem Dach kennzeichnen wie z. B. beim Operator A,

Eine Messung impliziert notwendigerweise die Wechselwirkung zwischen der Mess-
apparatur und dem zu messenden System. Aufserdem muss die Messapparatur zur
Messung der Observablen geeignet sein. Mathematisch gesehen entspricht der Mess-
vorgang der Anwendung eines linearen hermiteschen Operators A auf einen Zustands-
vektor (kurz Zustand) |¥) des Systems. In der Quantenmechanik lassen sich diese
Operatoren A als die Observablen identifizieren. Anders gesagt, die Operatoren wer-
den auch als Observablen bezeichnet. Weiterhin bezeichnen wir im Folgenden die
Eigenwerte von A mit ); und die Eigenvektoren beziiglich A mit la;) . Letztere sol-
len eine vollsténdige Orthonormalbasis {|a;)} in dem zu A passenden Hilbert-Raum
H aufspannen. Weiterhin nehmen wir vereinfachend an, |¥) sei ein reiner System-
zustand. Warum |¥) ein reiner Zustand ist, werden wir verstehen, wenn wir im
néchsten Abschnitt die gemischten Zustédnde kennenlernen.

Weil in der Quantenmechanik wegen der Heisenberg’schen Unschéarferelation die
Orte 7 und die Impulse p’ der Phasenraumpunkte 7 = (&, ) nicht gleichzeitig scharf
sein konnen, haben wir es in der Quantenmechanik mit Zustandsvektoren und Erwar-
tungswerten zu tun. Zustandsvektoren sind im Allgemeinen Linearkombinationen von
Eigenvektoren beziiglich einer Observablen. Bei der Messung einer Observablen an
einem System, dessen Zustand durch einen Zustandsvektor beschrieben wird, resul-
tiert ein (reeller) Eigenwert der Observablen. Bei der Messung hat folglich das System
den zum gemessenen Eigenwert gehorenden Eigenzustand angenommen und der ur-
spriingliche Zustand des Systems ist vernichtet. Das Ergebnis der Einzelmessung ist
in der Regel nicht vorhersagbar. Bestimmte Messwerte (Eigenwerte) realisieren sich
bei der Messung mit einer zugehorigen bestimmten Wahrscheinlichkeit, die sich aus
den Eigenfunktionen zur Observablen ergibt. Der quantenmechanische Mittelwert aus
allen moglichen Messwerten unter Beriicksichtigung ihrer Wahrscheinlichkeit heifst
Erwartungswert.

Wir werden jetzt das mathematische Modell des quantenmechanischen Messvor-
gangs am reinen Zustand |¥) entwickeln. Der quantenmechanische Messvorgang er-
folgt in zwei Schritten, der Spektralzerlegung und der Zustandsreduktion von |¥).

1Zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundla-
gen, 6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 137.
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Spektralzerlegung des reinen Zustands |¥)

Zu Beginn des Messvorgangs zerlegt die Messapparatur den Zustand |[¥) in alle seine
Komponenten ¢;|a;) parallel zu den Eigenzustiinden (Eigenvektoren) |a;) beziiglich A.
Die ¢; = (;|¥), ¢; € C, sind die Entwicklungskoeffizienten von |¥). Mathematisch
betrachtet bewirkt hierbei der Operator A diese Spektralzerlegung des Zustands |#)
wie folgt:

Ay = Z)\ aZW la;) = Z)\ |a;) (a;| @) (7.1)

Ay =) e Ma,-) (7.2)

i

(7.1) ist eine Summe aus Vektoren, die alle parallel zu den Basisvektoren bzw. Ei-
genzustinden von A verlaufen. |¥) ist also die Linearkombination aus den Vektoren
(a;|¥) |a;) gemaks der Entwicklung |¥) = > (a;|¥) |a;) . Aus dem Vergleich von linker
und rechter Seite der Gleichung (7.1) entnehmen wir mit ) . |a;){a;| = 1

At

v 0

Ai

A= Z)\ |a;)(a;| =
0

Dies ist die Spektraldarstellung des linearen hermiteschen Operators A oder kurz das
Spektrum von A, also die Gesamtheit aller Eigenwerte \; von A dargestellt als Dia-
gonalmatrix.

Zustandsreduktion

Jede Messung kann nur einen Wert ergeben. Deshalb wird der Messvorgang abge-
schlossen, indem ein Zustand mit dem zugehorigen Eigenwert \; als Messwert aus
dem Spektrum (7.2)  herausgefiltert wird. Mathematisch erfolgt diese Zustandsre-
duktion durch den Projektionsoperator P; = |a;)(a;| wie folgt:

PIF) = leifal 320} o)

= |a;){ai| Z |a’J Cj
= ) la) CLz‘|<lj ¢j
: N——
J 51‘]’
Bil) = cila;) .
Welcher der Zustéande |a;) bei der Zustandsreduktion herausgefiltert und welcher zu-
gehorige Eigenwert \; dabei gemessen wird, ist nicht vorhersagbar. Allerdings lassen

sich die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens der einzelnen Zusténde |a;) mit den zu-
gehorigen Messwerten \; aus den Entwicklungskoeffizienten ¢; exakt berechnen. Die
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Entwicklungskoeffizienten werden deshalb auch als Wahrscheinlichkeitsamplituden be-
zeichnet. Jede Einzelmessung ergibt ndmlich mit der bestimmten, naturgegebenen
Wahrscheinlichkeit

pi = ciei = |l = (Plag)(a;|P)

den zugehorigen Eigen- bzw. Messwert J;, sodass die Wahrscheinlichkeit, iberhaupt
einen Wert aus dem Eigenwertspektrum {\;} der Observablen A zu messen, erwar-

tungsgemaéls
Dopi= ca= lal’ =D (Pl {ail?) =1

ist.

Abschliefsend bilden wir noch den Erwartungswert der Observablen A. In der Quan-
tenmechanik wird der Mittelwert iiber die N Messwerte einer Messreihe beziiglich
einer Observablen fiir N — oo Erwartungswert genannt. Der Erwartungswert von A
ist

(A) = (w|Aw)
= Z(W’ai><ai|fi|aj><aj|w>

1”‘7
= ¢ (ai| Ajlag) ¢
(2%
= Y A lailay) ¢
- ~——
1,7 67{]
(A =D pi- A

An (7.3) erkennt man, dass das Betragsquadrat cf¢; = |¢;|* der Entwicklungskoef-
fizienten ¢; die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der zugehorigen Messwerte \;
ist.

Im Fall reiner Zusténde |¥) existieren vollstindige Informationen tiber das durch
Messungen seiner Observablen zu beschreibende System. Und dennoch treten die mog-
lichen Messwerte \; nur mit einer bestimmten, prinzipiell-quantenmechanischen,
aber exakt berechenbaren Wahrscheinlichkeit auf. Dieser Sachverhalt ist Ausdruck
des spezifisch-quantenmechanischen Indeterminismus.

| 2

7.2 Gemischte Zustande

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Auflage, Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 103 und Seite 104.

Im Unterschied zu reinen Zusténden existieren bei den gemischten Zusténden |@) nur
unvollstindige Informationen iiber das durch die Messung seiner Observablen A zu
beschreibende System. Unter dieser Bedingung befindet sich das System jeweils mit
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der Wahrscheinlichkeit w;,, in einem der reinen Zusténde |¥,), n =1, 2, 3, ... . Diese
angenommenen reinen Zustéande [¥,) seien orthonormiert, aber nicht notwendigerwei-
se die Eigenzustinde zur Observablen A. Die Eigenzustande beziiglich A bilden die
VON-Basis {]a;)} .

Die Wahrscheinlichkeiten w,, sind hier, z. B. durch &ufsere Einfliisse bzw. Messfehler
bedingt, rein klassisch-statistischer und nicht grundsétzlicher (prinzipieller) Natur.
Sie resultieren also aus der Unvollstandigkeit der Information und waren prinzipiell
vermeidbar — im Gegensatz zu den prinzipiell-quantenmechanischen Wahrscheinlich-
keiten infolge des spezifisch-quantenmechanischen Indeterminismus.

Ein gemischter, normierter Zustand |@) werde also reprisentiert von der Gesamtheit
der reinen Zusténde |¥,) jeweils mit ihrer statistischen Wahrscheinlichkeit w,, , sodass
fiir den Erwartungswert von A gilt:

(A) = (®|A|D) anwmyw

mit  (a;|Ala;) = (a;|Ala;) 6;; = \; (aila;) = A; 0y
= (ai|A|az‘> =

= an Z\cm|2)\
= Z)\i'zwn'pin

Die Wahrscheinlichkeit

I/szzwnpma

mit der die Messwerte \; des gemischten Zustands |@) auftreten (bei Messung am
gemischten Zustand), setzt sich also aus zwei verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zu-
sammen. Darin ist

Pin = lew|* = {asl)|
die prinzipiell-quantenmechanische Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Messwer-
tes \; beziiglich der reinen Zusténde |¥,,) (bei Messung am reinen Zustand) und die
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w,, sind die klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der reinen
Zusténde |¥,,) .

Entsprechend beinhaltet der Erwartungswert (A) der Observablen A in einem ge-
mischten Zustand zwei verschiedene Mittelungen.

Die erste Mittelung ist die rein-quantenmechanische Mittelung:
e Sie ist prinzipieller Natur.
e Sie erfolgt direkt auf der Grundlage reiner Zusténde bzw. der quantenmechani-
schen Wahrscheinlichkeitsamplituden (Entwicklungskoeffizienten)
cn€eC. =
e Die daraus resultierenden Zustédnde kdnnen miteinander interferieren.

Die zweite Mittelung ist die klassische Mittelung:

e Sie ist praktischer Natur. Die diesbeziiglichen Abweichungen vom Mittelwert
wéaren im Prinzip durch den Ausschluss von Messfehlern vermeidbar.

e Sie ,, greift dagegen direkt Erwartungswerte und nicht Zustinde an“?, erfolgt
also auf der Grundlage der klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeiten
w, ER. =

e Die Folge davon ist, ,, dass die verschiedenen reinen Zustéande |%,,) des Gemisches
nicht miteinander interferieren. Der gemischte Zustand resultiert also aus einer
inkohérenten Superposition von reinen Zustinden.*?

7.3 Der statistische Operator (Dichtematrix)

Nach:

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen, 6. Auflage,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 189 bis Seite 194

und

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Auflage, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 104 bis Seite 106.

Von besonderer Bedeutung fiir die Bestimmung der Erwartungswerte und fiir die
Quantenstatistik ist der statistische Operator

0= walT) (Wl |

der auch kurz Dichtematrix genannt wird. Die Zusténde |¥,) seien die gleichen wie im
Abschnitt 7.2, also reine, orthonormierte Zustandsvektoren geméf (¥, |¥,) =
aber nicht notwendigerweise Eigenzustdnde zum Operator A. Wir leiten  aus dem
quantenmechanischen Erwartungswert der Observablen bzw. des Operators A in
einem gemischten Zustand |@) her, d. h. fiir ein statistisches Ensemble. Der gemischte
Zustand |®) wird repréisentiert durch die reinen Zusténden |¥,), die jeweils mit ih-
rer klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeit w,, auftreten. Die reinen Zusténde |%,)

2Zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundla-
gen, 6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 191.
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kénnen entwickelt werden nach den Eigenzusténden |a;) zum Operator A . Beziiglich
der reinen Zusténde |¥,) treten die zu den Eigenzusténden |a;) gehérenden Mess-
bzw. Eigenwerte \; mit der prinzipiellen, quantenmechanischen Wahrscheinlichkeit
Pin = |Cin]? auf. A

Bei der Bestimmung des Erwartungswerts von A im gemischten Zustand ermoglicht
der statistische Operator ¢ die Zusammenfassung der quantenmechanischen mit der
klassischen Mittelungsprozedur und liefert so den Erwartungswert (A) aus den Eigen-
werten \;, die dann jeweils mit der kombinierten Wahrscheinlichkeit W; = >~ w,, - pin
auftreten:

1 1
o +.4
(4) = an v, | A|W,)
\_V_./
klass. Mittel.
= anz v, |az az|A|aJ> <aj|kl7 )
0] Zahl Zahl Zahl

Zahlen sind beliebig vertauschbar =

= an > (a51%) (Palai)(as| Alay)

(%]
= Z@” > wn [ W) (P a;) {as] Alay)
%] n P
= Z<%|@|ai> (ai| Alaj) = Z(az’|/i|aj> (ajlolai)
i ] (2%

(A) =Y (ajl04la;) =Y {ai|Adlar)

7 %

(A) = Sp{pA} = Sp{As}
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Eigenschaften des statistischen Operators

1. ¢ ist hermitesch, weil der Projektionsoperator |¥,)(¥,| hermitesch ist und die
Wahrscheinlichkeiten w,, reell sind:

>
Il
>

2. Mit A = 1 folgt

Sp{@/l} = Sp{@ll} = an (U, |,y = an =1,

Sp{@} =1

3. 0 bzw. der Erwartungswert von ¢ sind nicht-negativ:

(D|0|P) = (2] an|wn><lpn|¢> = an<¢|wn><wn|@>

=) w, (o) >0. O

4. ¢* (Operatorquadrat) in gemischten Zustéinden bzw. in gemischter Gesamtheit:

& =) Wi W | W) (W[ (|
——

5m’n

o = Zwi |V ) (P

= Sp{@2} = Zwi < an: 1,

0<Sp{s} <1

5. 0* (Operatorquadrat) in reinen Zustinden bzw. in reiner Gesamtheit:

Der reine Zustand |¥) einer reinen Gesamtheit besitzt die klassisch-statistische
Wabhrscheinlichkeit w,, = w = 1, sodass
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6. Die zeitliche Entwicklung von ¢ mit dem Hamilton-Operator H=4H T der
zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung

Ay X
h——==ih|¥V)=H|V
in L = i) = i)
und ihrer Adjungierten
d(¥| . -
—th —— = —ith (V| = (V|H :
W= i) = w|

o L, d
iho(t) =ih e En Wy, [Ur) (Y|
durch Produktregel

= w, <Zh |0,) (@, + iR \%M@nI)

= 3w (@) (@l = |20, 1)
iho(t) = Hp(t)— o(t) H (Kommutator) . (7.4)

(7.4) ist die Von-Neumann-Gleichung

Die Von-Neumann-Gleichung ist das quantenmechanische Analogon zur Liouville-
Gleichung der klassischen statistischen Mechanik.



8 Randbedingungen

Wir wollen einige Uberlegungen zu den Randbedingungen bei der Losung von Wel-
lengleichungen anstellen. Vereinfachend verwenden wir dabei statt des Impulses p die
Wellenzahl k = % p . Die Ersetzung von p durch £k hat ihren Ursprung in der de Broglie-
Gleichung

h
= — = hk
P=x
und fihrt auf

1
dp = hdk —> dkﬁ:ﬁd]%
1 1 1 1
— [ dk ... — — [ =dp ... =— [dp ....
27 27 / h P 2mh P
Es gibt im Wesentlichen zwei Mdoglichkeiten zur Festlegung der Randbedingungen.

e Das betrachtete System, z. B. ein quaderférmiger Potentialtopf oder ein Festkor-
per, besitze feste Grenzen im Sinne eines Anfangs und eines Endes hinsichtlich
der Wellenausbreitung.

L sei die Léange, die der Wellenausbreitung zur Verfiigung steht. Fiir stehende
Wellen mit den Wellenzahlen k,, und festen Enden ergeben sich dann folgende

Bedingungen:
An 2w 27
L= - kn - 1 = )\n = 75
"y A i
T s T
L=n ]{,‘_n = knzz-n,nzl,Z,B,... = kn+1—]€nzz. (81)

e Das betrachtete System, z. B. auf einer Kugeloberfliche, besitze zwar eine end-
liche rdumliche Ausdehnung, sei aber hinsichtlich der Wellenausbreitung nicht
begrenzt, sodass der rdumliche Anfang und das rdumliche Ende des ,Wellenum-
laufs ineinander iibergehen.

Es wird deshalb die periodische Randbedingung fiir die Losungen ¥ der Wellen-
gleichungen (z. B. der Schrodinger-Gleichung) festgelegt geméfs:

U(x) =0(r+L) = 2B e =chath) = gilketkl)
Diese Bedingung ist nur erfiillt fiir
kL=n-2n=kL, n=0 41, +2, 43, ... .
Im Unterschied zu (8.1) folgt daraus

2 2 2
L=n-2 = k=20 = knﬂ—kn:%. (8.2)

43



9 Dirac-Formalismus

Nach: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/1, Quantenmechanik — Grundlagen,
6. Auflage, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 147 bis Seite 151.

Literaturtip: Cornelius C. Noack, Hilbertraum—Kompendium fiir Physiker zum Gebrauch neben der
Vorlesung, Mathematik zur Quantentheorie, Universitdt Bremen, Institut fiir Theoretische Physik,
2003.

9.1 Ubergang Hilbert-Vektor — Dirac-Vektor

Um von Anfang an Klarheit zu schaffen, werde schon an dieser Stelle folgendes fest-
gestellt:

e Hilbert-Vektoren sind abzéhlbar, also diskret, und werden auch eigentliche
Zustandsvektoren genannt.

e Hilbert-Vektoren lassen sich darstellen durch ihre Entwicklungskoeffizienten (Ska
larprodukte) in einer abzahlbaren (diskreten) VON-Basis, die den Hilbert-Raum
aufspannt.

e Dirac-Vektoren sind nicht abzéhlbar, also kontinuierlich.

e Dirac-Vektoren sind keine Elemente des Hilbert-Raums. Sie werden entwi-
ckelt nach einer kontinuierlichen Basis und werden deshalb auch uneigentliche
Zustandsvektoren genannt.

e Dirac-Vektoren sind auf §-Funktionen normiert.

e Die Menge der eigentlichen Zustandsvektoren (Hilbert-Vektoren) und die Menge
der uneigentlichen Zustandsvektoren (Dirac-Vektoren) bilden gemeinsam den
erweiterten Hilbert-Raum.

Wir werden uns in diesem Abschnitt den Ubergang von den (diskreten) Hilbert-
Vektoren zu den (kontinuierlichen) Dirac-Vetoren erarbeiten. Dabei gehen wir von
der Entwicklung des Hilbert-Vektors [#) nach der VON-Basis {|v;)} aus:

W) = Z vi) (vi| &) = Zcz‘ ui) = Z‘I’z U

Wie wir bereits festgestellt hatten, sind die Entwicklungskoeffizienten ¢; Skalarpro-
dukte bzw. skalare Vektorkomponenten und ihre Betragsquadrate |c;|? sind die Wahr-
scheinlichkeiten fiir das Auftreten des Hilbert-Vektors [¥) beztiglich der Basisvektoren
|v;) mit Y, |¢;]* = 1. Aus didaktischen Griinden werden wir im Folgenden fiir die Ent-
wicklungskoeffizienten ¢; = (v;|¥)

C; = Wz

schreiben, weil wir sehen werden, dass die (diskreten) ¥; in die (kontinuierlichen)
Dirac-Vektoren ¥(z) iibergehen, also den Wahrscheinlichkeitsamplituden ¥(z)
entsprechen.
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Abb. 9.1 Die Betragsquadrate |¥;|?, d.h. die Wahrscheinlich-
keiten des Zustands |¥), sind in Form eines Histogramms {iber
den zugehdrigen Basisvektoren |v;) := ¢ € N aufgetragen. Unter
Beriicksichtigung von H|W>H2 =3 %P=1 und Ai=1
resultiert daraus

lo =¥,

P
(2 A

IW °

1= Zz |Q’z|2 =

Ein Histogramm ist eine diskrete ,Differentialdarstellung”

und reprdsentiert die Verteilungsdichte. Es ist also allgemein die
Darstellung der Differenzenquotienten % liber den x; bzw. die

Aufteilung von N auf die Az; gemal
AN;

i

Wenn wir die Betragsquadrate |¥;|* der Entwicklungskoeffizienten ¥; iiber der zuge-
horigen diskreten Basis {|v;)} bzw. {|i)} z. B. in Form eines Histogramms auftragen,
erhalten wir die diskrete Darstellung der Verteilungsdichte der Wahrscheinlichkeiten
des Zustands |¥) beziiglich der Basis {|v;)} (siehe Abb. 9.1).

Abb. 9.2 Veranschaulichung des Ubergangs von der diskreten
Darstellung (s. Abb. 9.1) der Verteilungsdichte zur kontinuierli-
chen Darstellung der Verteilungsdichte gemal

|Ll',x,‘r\x|2 .. AX ANZ
> === li Az = = . = N,
a2 Ay, BT [ r6@)-ao =
[0l i
mit der Analogie
X
’ ) Ve el”
li xl,Ax _ U 2. dr =1
dimy 2Ry A [ W) -da
v,
und dem Differentialquotienten  lim Lol = |w(z)|%.
Az—0 Az
Was passiert, wenn wir die Basis {|i)} entsprechend ¢ = 1, 2, 3, ... immer mehr

verfeinern (siche Abb. 9.2) und die Breite der Intervalle Ai = (i +1) —i = 1 auf
der z-Achse schlieRlich gegen Null gehen lassen?! Wegen der Verfeinerung verwenden
wir dann statt des (diskreten) Laufindex i die (kontinuierliche) Koordinate z und an
Stelle der Basisvektoren |v;) schreiben wir |v, a,), sodass zusammenfassend gilt

i=1,2,3 ... mitAi=1 = |y) —

re€R mit 0<Azx <1l = |vgAz)-

Tm Fall diskreter Basisvektoren gilt auch bei einer Verfeinerung stets Ai = (i +1) —i = 1.
Gegen Null gehen konnen die Intervalle selbstverstdndlich nur im Fall kontinuierlicher ,Basisvekto-
ren” z.B. auf der z-Achse. Diese kontinuierlichen ,Basisvektoren* zu konstruieren ist aber gerade
das Ziel unserer Uberlegungen. Achtung! Das = in z-Achse steht in diesem Zusammenhang nicht
notwendigerweise fiir die Ortskoordinate.
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Fiir die Entwicklungskoeffizienten bzw. skalaren Vektorkomponenten des Zustands-
vektors |¥) erhalten wir damit

Co, Ax = WI,ACE = <UI,AI‘W> . (91)
Analog zu einem Differenzenquotienten AX—(;C) konstruieren wir uns jetzt den Differen-
zenquotienten aus der skalaren Vektorkomponente (9.1), ndmlich
(V2, 0|P)

VAz

Hierbei ist der Zahler (v, a.|¥) eine bestimmte skalare Vektorkomponente ¥, A, von
@) bzw. die ,Anderung von |¥) pro Basisvektor |v,, a.)*. Der Nenner v/Az entspricht
dem Intervall Az, welches ein Basisvektor auf der x-Achse einnimmt. Sinngeméfs
resultiert also die Anderung von |¥) pro Wurzel aus der Anderung von . Aus Griinden
der Normierung verwenden wir hier im Nenner v/Az und nicht Az, was im folgenden
Abschnitt 9.2 deutlich werden wird.

Aus diesem Differenzenquotienten bilden wir den Differentialquotienten fiir Az ge-

gen Null:
. <UCC,ACC|W> IR T UJ:,AJ: o . Vg, Az
dm S = fm (2] ) = (lim, 2 |7) - @)
Hierbei konnten wir |¥) aus dem Quotienten herausziehen, weil [¥) basisfrei und unab-
héngig von z ist. Der Differentialquotient (9.2) ist eine Verteilungsfunktion, abhéngig
von x , die wir wie folgt notieren:

U(x) = < lim (A
Az—0 v/ Ax

w) = (vp )

Der hochgestellte Index D steht hier fiir die erste Ableitung und

. ‘Uz,Az> _ |Uﬂf7d$> (9.3)
Az—0 /Ar vdx

ist der formale Dirac-Vektor, welcher der ersten Ableitung der diskreten Basis-
vektoren |v;) nach x entspricht und eine kontinuierliche Basis reprisentiert.

Die (kontinuierliche) Funktion ¥(x) entspricht der ersten Ableitung der (diskreten)
Entwicklungskoeffizienten (v;|¥) nach x .

¥ () nennt man die Wahrscheinlichkeitsamplitude und |7 (z)|?, also das Betrags-
quadrat der Wahrscheinlichkeitsamplitude, die Wahrscheinlichkeitsdichte. Folglich
erhiilt man durch Integration der Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(x)|? iiber den gesamten
,x-Raum* die Wahrscheinlichkeit

7O|L17(x)|2 dz = /Lp*(x) W(z) de = /W(x) W (2) do = 1

fiir eine mogliche Realisierung, z. B. einen Messwert, von |¥) .
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9.2 Entwicklungssatz, Orthonormalitat, Vollstindigkeit und

Skalarprodukt in kontinuierlicher Basis

Der (diskrete) Entwicklungssatz
2y = o) {vi| ¥)
erhélt mit (v;|¥) — (v, a.|¥) die Form

¥) = Z |V, A0 ) (Vz, Az | ¥)

7

und fir Az — 0

|W> - A]-:}SIEOZ |U$7A$><U.Z’,A,7;|lp> .

Der formale Dirac-Vektor (9.3) liefert nach Aquivalenzumformung

lim |vg, Az)

D\ — Axz—0 l — 1 A . D
o) = P vas ¢ A eae) = fim Vae-fop) =
Az—0

limo V2, Az) (Ve Az = lim0 VAz - [Py (vP] -V Az,

Azx— Azr—

. L D\ D] .
Alir30|vx,Ax><Uw,Aw| = Alirgo|vm><vx| Ax .

Einsetzen von (9.6) in (9.4) ergibt die Riemann-Summe

— i D D .
W) = Jim 3" [vp) (2| W) Az,
r =(z)

(9.4)

(9.5)

(9.6)

die man als Integral, den Entwicklungssatz fiir den Hilbert-Vektor |¥) beziiglich

einer kontinuierlichen Basis, schreiben kann:

) = [z o) do = [1o2) 0 do

Die Multiplikation von links mit dem bra-Vektor (v | liefert

(02|7) = / (v2[02) (v2]) dz

und zeigt fiir beliebige |¥)

210) = [ 8t~ o) op10) do

(9.7)
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Wie wir sehen, sind die formalen Dirac-Vektoren |vP) iiber die §-Funktion

o
— oo firx =2, (9.8)
0 sonst

(vplop) = d(z —a) = {

als Orthonormierungsbedingung (Orthonormalitidtsbedingung) geméifs

/ (VhvP) do = / 5z — o) du = 1 wenn 2’ im Integrationsbereich liegt,
0 sonst

auf 1 normiert. Die formalen Dirac-Vektoren leisten also nur an der Stelle x = 2’ unter
dem Integral den Beitrag 1, sonst, fiir x # 2/, aber den Beitrag 0. Das bedeutet, dass
die formalen Dirac-Vektoren nur unter dem Integral das Analogon zu den Hilbert-
Basis-Vektoren darstellen. Dies erkennt man auch daran, dass die formalen Dirac-
Vektoren selbst geméf der Orthonormalitéitsbedingung (9.8) an der Stelle z = 2’ die
Norm /(v%|vD) — 0o, also eine unendliche ,Lange” besitzen.

Die Herleitung der Vollstandigkeitsrelation fiir eine kontinuierliche Basis beginnen
wir mit dem Skalarprodukt eines orthonormierten Hilbert-Vektors |¥) mit sich selbst
in der (diskreten) VON-Basis {|v;) }:

W) =) @lo)(ul?) =1 & Z |vi) (vi = 1 (9.9)

)

Diese Darstellung bzw. dieses Ergebnis ist nur dann méglich, wenn die Basis {|v;)}
den zu |¥) gehorenden Hilbert-Raum H wvollstdndig aufspannt. Deshalb ist (9.9) die
Vollstandigkeitsrelation beziiglich der diskreten VON-Basis {|v;)} .

Im Fall einer kontinuierlichen Basis gehen wir aus vom Entwicklungssatz (9.7) :

) = [ loz)ep|®) do
= [ @ p)ezl 19 (9.10)

| S S
=1

Aus (9.10) folgt die Vollstandigkeitsrelation fiir eine kontinuierliche Basis mit der
Einheitsmatrix bzw. dem Identitatsoperator 1 :

/|u5><vg| dz=1 |. (9.11)

Aus den beiden basisfreien Zustandsvektoren |@) und ) erhalten wir in der diskreten
VON-Basis {|v;)} das Skalarprodukt

@10) = 3 @) wl7) = 3 ki

i
kY ci
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und analog dazu in der kontinuierliche Basis {|v2)} unter Verwendung der entspre-
chenden Vollstédndigkeitsrelation das dquivalente Skalarprodukt

(PP = /(@]vfﬂvﬂk@ dr = /@*(aj) U(x) de .

9.3 Darstellung des formalen Dirac-Vektors in kontinuierlicher
Basis und sein Eigendifferential

Um Naheres iiber die Eigenschaften des formalen Dirac-Vektors zu erfahren, entwi-
ckeln zunéchst den ket-Vektor |v, a,) in der kontinuierlichen Basis geméf (9.7). Dabei
ist die Anderung der Strichindizierung von x zu beachten. Diese erfolgt zur besseren
Unterscheidung der Integrationsvariablen in dem sich spéter ergebenden Doppelinte-
gral:

x+%AI

o) = [ 0Bl ) = [ e leR) @Bl (912)
1
r—5Az

Fiir das in (9.12) unterklammerte Skalarprodukt resultiert unter Berticksichtigung von

(9.5)
) i (A, )
(08lvnan) = Jim (22 |un o (9-13)

) 1
= dim R avfvn ae)

St

1
(Vo Ag) = lm ——= 6

Az 50 /A T

Die damit verdeutlichte Orthogonalitit in (9.13) rechtfertigt die Festlegung der Inte-
grationsgrenzen in (9.12). Fiir hinreichend kleine* Az’ bzw. Az und fiir 2/ =z =
0, = 1 wird das unterklammerte Skalarprodukt zu

(02 vy, ) = —
x! x, Az \/E

und lésst sich vor das Integral (9.12) ziehen:

x-l—%A:v
1
o) — = [ @) =1ED@) |. 9,19
x—%Aw

(9.14) heiftt Eigendifferential des formalen Dirac-Vektors |v2) .

2Vereinfachend verzichten wir darauf, in den Integrationsgrenzen und im Radikanden fiir die hin-
reichend kleinen Az bzw. Az’ die Differentialnotation dz bzw. dz’ zu verwenden. Man kommt auch
ohne diese Umbenennung zum richtigen Ergebnis.
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Die (kontinuierlichen) formalen Dirac-Vektoren mit ihrer unendlichen Léange sind keine
Elemente des Hilbert-Raums. Thre Eigendifferentiale erfiillen jedoch die Hilbert-Raum-
Axiome. Z. B. sind sie normiert:

x—i—%Aw T+ % Az

(ED@)[ED@) = —= [ @tpl-—= [ arie)

xf%Ax I*%AUT
x+%Am
1
= / /dx’ da” (v, |vE)
X N—_——
m—%Aw (9.8)
ac—&-%A;r
1
= / /dx' da" §(x" — ')
x—%Aw
CE+%AI
1
= — da’
Ax / *
:EféA:E
z+iAz
_ L:U t3 _ (z + 3A2) — (z — 3Ax) _ Az
Ax el Ag Az Az

(ED(z) |ED(z)) = 1. O

9.4 Orts- und Impulsdarstellung von Zustandsvektoren und
Operatoren

Nach: Torsten Fliefbach, Quantenmechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik III, 4. Auflage,
Elsevier Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2005, Seite 233 und Seite 234.

Analog zur Vektorrechnung im R? ist der Kalkiil der basisfreien Zustandsvektoren und
Operatoren in H bzw. der Dirac-Formalismus ,leider” abstrakt. Um physikalische Pro-
bleme bzw. physikalische Grofen berechnen zu koénnen, ist deshalb die algebraische
Darstellung der Zustandsvektoren und Operatoren in einer zur Berechnung geeig-
neten Basis erforderlich. So miissen die basisfreien Zustandsvektoren in Funktionen
iiberfithrt werden, die die Abhéngigkeit z. B. von Energie, Impuls oder Ort zum Aus-
druck bringen und zusammen mit den in der gleichen Basis dargestellten Operatoren
die Berechnung dieser physikalischen Grofen ermdglichen.® Hierbei kommen uns die

3Vielleicht stellt sich an dieser Stelle die Frage, wozu man den abstrakten Dirac-Formalismus iiber-
haupt braucht, wenn man am Ende die Berechnungen quantenmechanischer Probleme trotzdem in
irgendeiner Darstellung durchfithren muss. Tatsdchlich sind viele Herleitungen und Zusammenhénge
in abstrakter Form viel bequemer und {ibersichtlicher darstellbar. Ein einfaches, bekanntes Beispiel
dafiir ist die Beschreibung des quantenmechanischen harmonischen Oszillators u.a. mit Hilfe des
Erzeugungsoperators ' und des Vernichtungsoperators a .
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aus dem Korrespondenzprinzip hervorgehenden Ersetzungsregeln (Korrespon-
denzregeln) zu Hilfe. Das Korrespondenzprinzip stellt u. a. auch den Zusammenhang
her zwischen dem abstrakten Dirac-Formalismus und der Wellenmechanik von Er-
win Schrodinger (1887 — 1961), insbesondere der von ihm postulierten und nach ihm
benannten Schrédinger-Gleichung.

Anstelle der bisher allgemein im Dirac-Formalismus verwendeten (uneigentlichen) for-
malen Dirac-Vektoren |v2) verwenden wir jetzt, je nach Darstellung, die uneigentli-
chen Orts- oder Impulseigenzustéande.

Die uneigentlichen Ortseigenzustdnde |r) (1-dimensional) bzw. |7) (3-dimensional)
bilden die kontinuierlichen Basen {|z)} bzw. {|7)} .

Die uneigentlichen Impulseigenzusténde |p) (1-dimensional) bzw. |p) (3-dimensional)
bilden die kontinuierlichen Basen {|p)} bzw. {|p’) }.

In Analogie zu 9.8 gilt fiir die Orts- und Impulseigenzustéinde

")

(x|z") = d6(x ) bzw. (

— 7 (r—r"),
{plp’y =d(p—p')  bzw.

/>.

Daraus ergeben sich die folgenden Dimensionen fiir die Ortseigenzustéande:

=l
=y

o
5(5 —

=L
Sy
Il
=)
Ty

1 b 7y = 1
= ZW. T e —————
v Lange Minge®

Die Eigenwertgleichungen fiir den Orts- und fiir den Impulsoperator sind damit

) =

T|x)y = x|x) bzw.
plp) = plp)  brw.

und die Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir einen basisfreien Zustand |¥) in Orts- und
in Impulsdarstellung sind

(x|W) = ¥(x) bzw. Py = w(r),
plW) = ¥(p)  baw.  (PI¥) = ¥(p).

Den Ubergang zwischen einem basisfreien Operator O und seiner Darstellung O(z)
wollen wir uns jetzt anschauen. Dabei gehen wir rekursiv vor und beginnen mit der
Operatorgleichung, dargestellt in Abhéangigkeit von der Grofe . Wenn x z. B. der Ort
ist, dann wirkt der Operator O in Form seiner Ortsdarstellung O(z) auf eine Funktion
¥ (z) und erzeugt dabei eine andere Funktion @(x):

B(z) = O(x) U (x) . (9.15)

Es handelt sich hier natiirlich nicht um den speziellen Fall einer Eigenwertgleichung.
Dieser Gleichung entspricht im Dirac-Formalismus die abstrakte, basisfreie Gleichung

|P) = O W) . (9.16)

(9.15) ist also die Ortsdarstellung von (9.16).
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Mit dem Identitéatsoperator (9.10) schreiben wir fiir (9.16)
y@:émmzé/mﬂm@mm:/ﬁfmw@wy (9.17)

Die Multiplikation von links mit dem bra-Vektor (z|, d.h. die Projektion von (9.17)
auf |z) liefert

(2]B) = B(z) = / da’ (z|0]a") (/)

dz’ (z]O)z') w(z')

D(x) =

Wie wir sehen, kommt der Zusammenhang zwischen dem Operator O und seiner
Ortsdarstellung O(z) in der Gleichung

(z|O]') = 6(x — 2') O(a")

zum Ausdruck, wobei (z|O|2’) das Matrixelement von O beziiglich der kontinuierlichen
Basis {|x)} ist. Zur Verdeutlichung geben wir noch einige Operator-Ortsdarstellungen
in dieser Form an:

_ . R 02
Hamilton-Operator: (z|H|z") = o0(z —2) (—% 5272 + V(2, t)) )
Ortsoperator: (z|z]z") = d(x—a2)a' =0(x—2)x,
. .0
Impulsoperator: (x|plz’) = d(xz —2a') (—zh %> :
Die zeitabhéangige Schrédinger-Gleichung
Wy . . L0 .
—%V U(r, )+ VI(F ) e(r t) = zh& U(r, t) = EV(T, t) (9.18)

ist im weitesten Sinne grundlegend fiir die Energie-Verhéltnisse in quantenmechani-
schen Teilchensystemen. Mit dem Hamilton-Operator in Ortsdarstellung

h? P2
H= ——V2 + V(Fa t) = —+4+V= Hklassisch
2m 2m

erhalt sie die Form
HWY (7, t)=EW¥(r,t),

woran wir die Ersetzungsregeln fiir die Energie £’ und den Impuls p ablesen kénnen.
In der folgenden Tabelle sind die wichtigsten Ersetzungsregeln dargestellt:
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basisfrei Ortsdarstellung Impulsdarstellung

H Hamilton-Operator —  H = —Q—V,%»—i- V(r, t)
m
E Energi — h 0
nergie ih —
5 ot
. .0
D Impulsoperator — —ih — P
Ox
]%’ Impulsoperator — —thVz D
N .0
T Ortsoperator — x 1th —
Ip
i Ortsoperator — T thVy
1 Identitdtsoperator = /dgr |7 ) (7| /d?’p 1) (P
0] Operator —  (z]O|z") = 6(z — 2) O(z')

Es fallt bei den Ersetzungsregeln auf, dass die Wirkung des Ortsoperators in Ortsdar-
stellung einfach nur in der Multiplikation mit x bzw. 7" und die Wirkung des Impuls-
operators in Impulsdarstellung einfach nur in der Multiplikation mit p bzw. p besteht.

In den folgenden Abschnitten zeigen wir noch die Uberfithrung der basisfreien Impuls-
und Ortseigenzustiande in ihre Orts- und ihre Impulsdarstellung.

9.4.1 Ortsdarstellung der Impulseigenzustinde

Wir beginnen mit der Ortsdarstellung der Impulseigenzusténde |p) und gehen aus von
der entsprechenden Impuls-Eigenwertgleichung:

plp)=plp) .

Durch Multiplikation mit dem uneigentlichen bra-Vektor (z| aus der Basis, die der
kontinuierlichen Ortsbasis {|x)} entspricht, erhalten wir die abstrakte Ortdarstellung
der Impuls-Eigenwertgleichung:

(x| plp) = p(z[p) - (9.19)
In ihr erkennen wir die Ortsdarstellung (x|p) = ¥,(z) der Impulseigenzusténde |p) .
Zur Berechnung der Funktion ¥,(z) verwenden wir jetzt die Ersetzungsregel —ihd/dx
fiir den Impulsoperator p und iiberfithren damit (9.19) in die algebraische Form der
Eigenwertgleichung:

L d
—ih e U, (z) = p ¥y(x) .
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Als allgemeine Losung fiir diese Differentialgleichung finden wir mit dem Exponenti-
alansatz ¥,(x) = ¢** und daraus resultierend mit o = £ p

y(z)=C- P

Wie wir sehen, ist der Impulseigenzustand [p) in Ortsdarstellung die ortsabhéngige
Impulseigenfunktion C - e#”®. Bei ihr handelt es sich um eine Wellenfunktion im
Ortsraum, die einer ebenen Welle entspricht. Ebene Wellen sind aber nicht quadra-
tintegrabel und folglich nicht normierbar, sodass unter Beriicksichtigung der Fourier-
Transformation (10.1) die folgende Orthonormalitdtsbedingung resultiert:

“+o00

(plp’y = / dz W) () ¥y ()
T |
= dz S S —
/ \V2rh V2rh

+0o0

1 i /
— [ dz e w PP = §(p—p). (9.20)
2mh

—00

— 00

(plp") =

Die Fourier-Transformierte einer ebenen Welle ist namlich die d-Funktion. Wie man

sieht, ergibt sich aus dieser Darstellung der Normierungsfaktor C' = \/ﬁ , sodass
(alp) = Ty(a) = —— - e (9.21)
xlp) =¥, (x) = - eh . .
P P V2mh

Das Integral iiber die Orthonormalitdtsbedingung (9.20), d.h. iiber die J-Funktion,
liefert die Orthonormalitat der auch beziiglich p kontinuierlichen Impulseigenfunktion

Wy ()

Ja o) = [a [ aen@ v

1 i 1 [
= d dz e WP . —— erP?
/ p/ vV2rh V2rh

, 1 wenn p' im Integrationsbereich ,
= ) o= = 0 sonst

mit dem Skalarprodukt in Ortsdarstellung
]_ Ao ] T
i) = [ do 03 0y(o) = [ do o0 5 p),

das auch gleichzeitig die Impulsdarstellung der Eigenfunktionen zum Impuls-
operator ist. Das Integral iiber die -Funktion liefert nur an der Stelle p = p’ einen
Beitrag mit dem Wert 1.
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Im speziellen Fall, z.B. fiir die Bewegung eines Teilchens im eindimensionalen, un-
endlich hohen Potentialtopf der Breite L und symmetrisch zu x = 0, ist aber unter
Verwendung der sich dann daraus ergebenden periodischen Randbedingungen die Nor-
mierung moglich:

+

|t

dov ¥ (z)¥,(z) = [ da C*e™iP% . C eiP®

L
2

o[~

>
+
:/dx|C|2:|C’|2-x :|C|2-L;1

Nl

Die normierten Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung fiir ein Teilchen im eindi-
mensionalen, unendlich hohen Potentialtopf sind schlieflich

1
VL

eRPT

() =

?

ol
p:%n, n=+1, +2, 43, ...,

wie man sich unter Beriicksichtigung der periodischen Randbedingungen und der
Heisenberg’schen Unschérferelation iiberlegen kann. Diese Impulseigenfunktionen sind
ordentliche, orthonormierte Eigenvektoren geméaf

sodass
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Wir stellen fest:

Die Impulseigenfunktionen ¥,(z) sind beztiglich =, d.h. beziiglich des Ortsraums,
kontinuierliche Funktionen.

Im Fall des unbegrenzten (unbeschrénkten) Ortsraums sind die Impulseigenfunk-
tionen ¥,(z) auch beziiglich des Impulses p kontinuierlich. Es handelt sich dann um
Kontinuumseigenfunktionen mit einem kontinuierlichen Eigenwertspektrum. Beziig-
lich p kontinuierliche Impulseigenfunktionen sind dann {iber die é-Funktion §(p — p')
orthonormiert.

Im Fall des begrenzten Ortsraums dagegen sind die Impulseigenfunktionen ¥, (z)
beziiglich des Impulses p diskret (diskontinuierliches) verteilt, besitzen ein diskretes
Eigenwertspektrum und sind gemaf dem Kronecker-é,, orthonormiert.

9.4.2 Impulsdarstellung der Ortseigenzustinde

Die Impulsdarstellung der Ortseigenzustinde erhélt man analog zur Ortsdarstellung
der Impulseigenzustéinde. Deshalb wird die entsprechende Herleitung nur skizziert:

tlz) = z|z),
(pl[z) = z(plz),
ih%%(p) = z Y, (p),
1 g

Hinsichtlich der Orthonormalitéit der Ortseigenfunktionen gilt analog zu den Impuls-
eigenfunktionen

/ dz (z|z')y = / dz §(x — 2') falls Impulsraum unbeschrankt |

(x]x') = Oy falls Impulsraum beschrankt

mit dem Skalarprodukt in Impulsdarstellung

1 [ /
A * , _ pla—2)p _ o
(z]2") /dp v (p) Y (p) /dp 57 € 6(x —a'),

das auch gleichzeitig die Ortsdarstellung der Eigenfunktionen zum Ortsope-
rator ist.
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10 Fourier-Transformation der Impuls- und
Ortseigenfunktionen

Wir zeigen jetzt die Uberfithrung der Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung in die
Ortseigenfunktionen in Impulsdarstellung und umgekehrt mit Hilfe der entsprechen-
den Fourier-Transformation. Allgemein, also 3-dimensional und ohne Berticksichtigung
physikalischer Inhalte, verwenden wir die iibliche Form der Fourier-Transformation

F LY 1 T 37, 7 e—iEF’
0 L (E) = (@)iﬁd £y et
LN F! S\ 1 +003 (B etk
) 2 00) = o [ TR

Hier ist F die Fourier-Transformation und F~! die Umkehroperation, die inverse
Fourier-Transformation. Wenn die Funktion f(7") die Originalfunktion ist, dann heift
f(k) Fourier-Transformierte von f(7) und f(7*) heift inverse Fourier-Transformierte
von f(k). Das Vorzeichen im Exponenten der e-Funktion und die Aufteilung des
Normierungsfaktors 1/(27)%2 auf die Funktionen f und f sind Konvention.
Angewandt auf die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktion ¥,(z) als Originalfunk-

tion bedeutet das die Fourier-Transformation

v, () . @(p) = \/217r_h/dx U, (z) e’%p“,
U(p) T W) = \/;T—h/dp@(p)eém

und angewandt auf die Impulsdarstellung der Ortseigenfunktion ¥, (p) als Original-
funktion analog

ne) L 0w = o= [wnpe,
i) TN w(p) = \/%/dx@(x)e—éw.

Es zeigt sich, dass bei breiter Verteilung einer Funktion die zugehorige Fourier-Trans-
formierte eine schmale Verteilung besitzt und umgekehrt. Wir hatten bereits festge-
stellt, dass die Impulseigenfunktionen (9.21) und die Ortseigenfunktionen (9.22) (un-
endlich breit verteilten) ebenen Wellen entsprechen. Demzufolge miissen ihre Fourier-
Transformierten jeweils -Funktionen sein.
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Uy (x) = 5 ei?'" sei die Originalfunktion, entsprechend einer ebenen Welle :
T
SN U(p) = / dz Uy (z) - e 7P
V 27r

— eﬁp T, 6—%px
\/27rh
1 @ /
= 57 [ de e~ nPP)e (10.1)

W(p) = o(p—p) =),
= \/_/de - enP®
- \/ﬁ/dpﬂp—p')'eﬁ”

1 4 !
= 5T eﬁp = Wp/@) . g

1
\V2mh

U, (p) = e 1P sei die Originalfunktion, entsprechend einer ebenen Welle:

~ 1
s W) = @—/d w(p) - enP?
1 i
= e hpz eﬁpz
V2rh
1
= g5 | e

W(r) = 0(z—2a') = (zl2')

U(a)=d(x—a) T W.(p) = \/217r_h/dx () e v

1 i
= dz §(x — a') - e7nP?
\/27rh/ ( )
1

\V2mh
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Im speziellen Fall der Impulseigenfunktionen in Ortsdarstellung ist das Skalarprodukt
(plp’) gleich der Fourier-Transformierten von ¥, (x), also gleich F{¥, (z)}:

. 1 s
(plp) = /dx wp(x)xpp,(g;):/dxﬁe Hp—p)a _

]_ 1 [ [
=d0(p—1yp) = f{LPpl(x)} = /d:c erP . e hPT
V27h \V21h v
NEgL NI

weil _
e WP = WX (z) .

\V2mh P

Analog gilt fiir die Ortseigenfunktionen in Impulsdarstellung

1 4 r—a'
= 5o [ e = Flew)

(x|z") = 6(x — o)

3-dimensional und vereinfachend schreibt man oft |p’) fiir die basisfreien Impulseigen-
zustéande und |77) fiir die basisfreien Ortseigenzusténde. Damit erhalten die Fourier-
Transformationen der entsprechenden J-Funktion die Form:

L L 1 P
<p |p/> = 5(]9_])/) = (27‘(‘}1)3 /d3re h,(p P) ’

1 i ol
(717 = 8= ) = g [ el

Eindimensional und fiir p = Ak und dp = hdk gilt einfach

1 o
(kIK'Y =6(k — k) = dz e~t =Kz

2

1 - /
(z|z') =d6(x —2') = P dk etkl@=a) (10.2)

Veranschaulicht kann man sich z. B. (10.2) folgendermafen vorstellen:

—+00
— 0,

—00

+oo
1 1
an der Stelle x =2’ = —/dkeoz —k
27 27

firz#2 = mitoe—2"=Az

+oo
1 .
Py dk [cos(k - Az) + isin(k - Am)]

—00

A 0
x—7£>07

denn wenn das Integral iiber den ganzen k-Raum

von — oo bis + oo lauft, heben sich alle Beitriage

der Sinus- und Kosinusfunktion auf.
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11 Zusammenfassung Dirac-Formalismus

60

1. Wie wir feststellen konnten, sind die formalen Dirac-Vektoren keine Elemente

des Hilbert-Raums H. Sie werden deshalb auch uneigentliche Zustandsvek-
toren genannt. Ihre Konstruktion in der Dirac-Notation erlaubt aber ihre wider-
spruchsfreie Eingliederung in den Hilbert-Raum, den man dann als erweiterten
Hilbert-Raum bezeichnet.

Gelegentlich bezeichnet man den Hilbert-Raum, in dem die abstrakten, basis-
freien Zustandsvektoren ,leben“, auch als den Zustandsraum. Den Raum mit
einer diskreten oder kontinuierlichen VON-Basis, in der die Zustandsvektoren
dargestellt werden, nennt man Darstellungsraum. Die beiden wichtigsten Dar-
stellungsrdume sind der (kontinuierliche) Ortsraum und der (kontinuierliche)
Impulsraum, oder genauer gesagt, der Raum, der von den Ortseigenfunktionen
oder von den Impulseigenfunktionen aufgespannt wird.

Ist das betrachtete quantenmechanische System im Ortsraum oder Impulsraum
beschrankt, sind die in ihnen dargestellten Grofen diskontinuierlich (diskret)
verteilt. Ist das betrachtete quantenmechanische System im Ortsraum oder Im-
pulsraum nicht beschréankt, bilden die in ihnen dargestellten Gréfsen ein Konti-
nuum.

. Formale Dirac-Vektoren |vP) entsprechen Differentialquotienten (1. Ablei-

tungen) von Basisvektoren mit den zugehérigen Basisvariablenabschnitten:

. ”Ux,Ax> o |Ux,dx>

im =
Az—=0 /Ax Vdx

Dirac-Vektoren sind also sinngemaéfs kontinuierliche Verteilungsfunkionen.

= [o7) -

. Die formalen Dirac-Vektoren |v2) bilden eine kontinuierliche Basis {|v2)},

sind deshalb nicht abzahlbar und liegen folglich unendlich dicht beieinander.

. Formal besitzen Dirac-Vektoren eine unendlich groffe Norm (Lénge):

(v2]vP) — oo .

. Entwicklungssatz fiir einen Zustandsvektor |¥) in der diskreten VON-Basis

{lai)}:
) = Z ) (@il )

mit den Entwicklungskoeffizienten

(a;|¥) = ¢; .



10.

11.

12.

Entwicklungssatz fiir einen Zustandsvektor |¥) in der kontinuierlichen Basis
{lvp)}:
) = [ o)1) de = [ o2 #@) da
mit der Wahrscheinlichkeitsamplitude (Funktion)
(7| W) = ¥(z) .
Orthonormalitét der (diskreten) Basisvektoren |a;) des Hilbert-Raums #:
(aila) = bij -
Orthonormalititsbedingung fiir (kontinuierliche) Dirac-Vektoren [v2) :
(vPlvg) = do(x — ') .

Dirac-Vektoren sind also auf -Funktionen normiert geméfs

/ (vplvy) do = / 5z — 2/) dz = {1 : 2/ im Integrationsbereich,
0: sonst.

. Vollsténdigkeit einer (diskreten) VON-Basis {|a;)} im Hilbert-Raum H:

Z!&i><ai| =1.

Vollstiandigkeitsrelation fiir eine (kontinuierliche) Basis {|v2)} aus den
Dirac-Vektoren [v2) :

/|v§>(vf| de=1.
1 ist auch hier die Einheitsmatrix bzw. der Identitatsoperator.

Skalarprodukt aus den basisfreien Zustandsvektoren |@) und |[¥) in der
(kontinuierlichen) Basis {|v2)} unter Verwendung der entsprechenden Vollstan-
digkeitsrelation:

@l0) = [ (@) (o210 do = [ @ (2)¥(a) do

Operator A dargestellt in VON-Basis {|a;)} :
Hierbei ist (a;|Ala;) = A;; ein Matrixelement.

A=1A1 = Zlaz') (a;|Ala;){a;|
iy J A

i,
A = Aylai)(ay]
iy

Matrixelement des Operators Ain Ortsdarstellung:

(z|Alz') = 6(z — o) A(2) .
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13.

14.

15.
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Erwartungswert:

Der quantenmechanische Mittelwert heift Erwartungswert. Der Erwartungswert
(A) der Observablen bzw. des Operators A beziiglich eines Zustands |¥) in
der Entwicklung nach der VON-Eigenbasis {|a;)} zu A und mit dem diskreten
Eigenwertspektrum {\;} ist

(A = I Aw) = 30| Alas) (a)

v )\~|a¢> (¢4

= Z/\ W|OLZ 1 Z)‘Z cc
<"21> - Z|Cz’2 Ai _sz i-

Die |¢;|* = p; sind die Wahrscheinlichkeiten mit der die zugehdrigen Eigenwerte
A; auftreten.

Den Erwartungswert in Ortsdarstellung erhélt man durch geeignetes Einschie-
ben von Identitétsoperatoren:

(A) = (Z[1A|1|P)

(A) = / dz U (z) A(z) #(z)

Der Erwartungswert ist eine basisunabhéngige Zahl und lédsst sich mit jeder
beliebigen VON-Basis bzw. durch geeignetes Einschieben von 1- oder Identi-
tatsoperatoren darstellen.

Reine Zustande:

Im Fall reiner Zustinde [¥) = > |a;)(a;|¥) existieren iiber das betrachte-
te quantenmechanische System vollstdndige Informationen. Die prinzipiell-
quantenmechanische Wahrscheinlichkeit p; mit der dann die Messwerte
(Eigenwerte) A; auftreten, ist deshalb Ausdruck des spezifisch quantenme-
chanischen Indeterminismus.

Wahrscheinlichkeit p; fiir das Auftreten des Messwertes \; bzw. des reinen
Zustands |¥), dargestellt in der (diskreten) VON-Basis {|a;)} :

= lai* = (P]ai)(a;|¥) = sz > (Plai){a|¥) =1.

7

Die Wahrscheinlichkeiten |¢;|? besitzen kein Mafeinheit, sind also dimensionslos.
Die diskreten Entwicklungskoeffizienten ¢; nennt man auch Wahrscheinlichkeits-
amplituden.



16.

17.

18.

Wahrscheinlichkeit Ap fiir das Auftreten eines reinen Zustands |¥) beziig-
lich einer (kontinuierlichen) Basis {|v2)}:
x2 2
By = [ do @) wpl9) = [ dow(a)ia)
+oo
= p= / de U*(z)¥(x) =1

mit der Wahrscheinlichkeitsdichte ¥*(z) ¥(z) = |¥(x) |2 . Die Funktion ¥ (x)
heifst ebenfalls Wahrscheinlichkeitsamplitude, auch wenn sie sich in ihrem
mathematischen Wesen von den diskreten Entwicklungskoeffizienten ¢; unter-
scheidet. Denn genau genommen ist die Funktion ¥(x) die Anderung der Wahr-
scheinlichkeitsamplitude ¢; pro Wurzel aus der Anderung von x. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichte ’!Z/(av)‘2 besitzt in dem hier betrachteten eindimensionalen
allgemeinen Fall die Dimension (z)7*.

Wenn z die Ortskoordinate ist, dann besitzt ’!7(56)‘2 die Dimension (Linge) ™.

Und im Fall des dreidimensionalen Ortsraums besitzt |W(r )‘2 die Dimension

(Lange) 3.

Gemischte Zustande:

Im Fall gemischter Zustédnde |@) existieren tiber das betrachtete quantenme-
chanische System keine vollsténdigen Informationen. Ein gemischter Zustand
|®) besteht dabei aus einer Gesamtheit von reinen Zusténde |%,), die jeweils
mit ihrer klassisch-statistischen Wahrscheinlichkeit w,, auftreten. Die w,
resultieren z. B. aus den ,prinzipiell vermeidbaren® Messfehlern.

Kombinierte Wahrscheinlichkeit W, fiir das Auftreten des Messwertes
(Eigenwertes) \; im Fall eines gemischten Zustands |®), représentiert durch
die Gesamtheit der in der VON-Basis {|a;)} dargestellten reinen Zustande |, ):

Wi = an *Pin = an : |Cin|2 = an|<az|wn>|2 :

Die kombinierte Wahrscheinlichkeit W; setzt sich also zusammen aus den prin-
zipiell-quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten p;, fiir das Auftreten eines
Messwertes \; beziiglich der reinen Zusténde |¥,,) und den klassisch-statistischen
Wahrscheinlichkeiten w,, fiir das Auftreten der reinen Zusténde |¥%,) .
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19. Ortsdarstellung eines Zustands |¥) in der kontinuierlichen Basis {|x)} aus

den Ortseigenzustinden |z) :
(@) = ol [ a' 1) @)
(=)
w !

= /dx’ (z]2") ¥(2) = ¥(x)
——

6(z—=x')

= \W}z/dxh)@z/dx@(z)\x}

20. Entwicklung eines Zustands |¥) nach einer diskreten VON-Basis {|a;)}

21.

64

in Ortsdarstellung;:

) = Z|ai><ai!¥p> = cla) =

V(o) = (e = 3 (olas) (@ ¥)
:;/wgﬁwm@m

———
d(x—a’) ai(x’)

¢ = (;|¥) = /dac a;(z)¥(x) .

Ortsdarstellung der Ortseigenfunktionen, d.h. der Eigenfunktionen |z)
zum Ortsoperator 7 :

) — (Z|z) =0(x—1').

/dx’ (|} = /dx’ Sw—a)=1.

d(z—2x') ist der Ausdruck fiir eine Dichte, die (streng) lokalisiert im Punkt 2’ = «
unter dem Integral einen Betrag mit dem Wert 1 liefert. Die Ortsdarstellung

(«'|x) der Ortseigenfunktionen |x) besitzt deshalb die Mafeinheit o

Daraus folgt dann



22. Fourier-Transformation:

Die Fourier-Transformation einer Wellenfunktion ¥ () € L*(R?) vom Orts- in
den Impulsraum ist

F: U(p) = /d3r&0f') —nPT

\/ﬁ

Die zugehorige inverse Fourier-Transformation (Riicktransformation) der Funk-
tion ¥ (p) vom Impuls- in den Ortsraum ist

F o o) = dgrkpﬁ)e%ﬁf

\/_

Die /-Funktion im Impulsraum ist sowohl gleich der Impulsdarstellung der
Impulseigenfunktion als auch gleich der Fouriertransformierten der Ortsdarstel-
lung der Impulseigenfunktion:

o 1
5<p—p>=<p|p>=W/d3reh< 2l

Die Ortsdarstellung der Impulseigenfunktion ist ndmlich

1
RV 27TFL3

und beschreibt eine ebene Welle zum Zeitpunkt t = 0.

- T

St

(Fp") = W (7) =

ehn

Die 6-Funktion im Ortsraum ist sowohl gleich der Ortsdarstellung der Orts-
eigenfunktion als auch gleich der Fouriertransformierten der Impulsdarstellung
der Ortseigenfunktion:

_ L1 1 ig (i
r—r" =) = (27rh)3/d3p e (=7")

Die Impulsdarstellung der Ortseigenfunktion ist namlich

1
Vi 27rh3

e n P

(F17) = W () =

und beschreibt eine ebene Welle zum Zeitpunkt t = 0.
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12 Produktansatz bzw. Separationsansatz

Die stationédre Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m im dreidimensio-
nalen (mehrdimensionalen) Ortsraum ist

HU ()= E¥(

=

)

mit dem Hamilton-Operator

. B2 .
H=——A+4+U(r).
o BT UT)
Wenn sich dieses Teilchen im unenélich hohen dreidimensionalen Potentialtopf mit der
kinetischen Energie p2/(2m) = h?k*/(2m) = h*k?/(2m) frei bewegt, ist innerhalb des
Topfs die potentielle Energie! U = 0. Die stationire Schrodinger-Gleichung hat unter
diesen Bedingungen die einfache Form
h? h? -
— — AU(F) = — kK*¥(F) .
2m 2m
Entsprechende Aquivalenzumformung fithrt auf die homogene lineare partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

AU(F) + KU (F) =0,
d” 0 0 2 2 2
(w‘i_a_yz—{'@) U(x,y, z) + (kw+ky+k2) V(r,y,2) =0. (12.1)
Der Losungsansatz
W(’F) _ Ep(l’, v, Z) _ 6X~F _ eAzx-i-)\yy-i-)\zz (122)

liefert durch Einsetzen in die Differentialgleichung (12.1)

AT LN AT LN AT (24 K2R T = 0,

A2 4 k2 M 4 )\ze’w + k; A+ N2+ 2N = 0,
—_—— — -
A2+k2=0 A2+k2=0 A24+k2=0

drei voneinander unabhéngige quadratische Bestimmungsgleichungen fiir die Parame-
ter \;. Deren Losungen

Azt = +ik, ) )\yl = +2ky ) A1 = +ik,

und
Az2 = —iky, ) )\y2 = _iky ) A = —ik,

IEs ist iiblich aber nicht korrekt fiir die potentielle Energie den Begriff ,Potential“ zu verwenden.
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setzen wir jeweils in den Ansatz (12.2) ein und erhalten so die Fundamentalbasis:

W(F) — 6A11w+>\y1y+)\zlz + 6)\ZQZ+)\y2y+>\Z22 — €+ik~F+ e—ik-F"

Mit dieser Fundamentalbasis ist die allgemeine Losung der mehrdimensionalen sta-
tiondren Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf

schlieRlich

—

U(i) = C, etk T 4 Cy e kT

Produkt- bzw. Separationsansatz

Wir zeigen jetzt ein allgemeines Verfahren zur Losung von partiellen linearen Diffe-
rentialgleichungen mit Hilfe des Produkt- bzw. Separationsansatzes am Beispiel des
Hamilton-Operators fiir die drei Ortsraumdimensionen.

Der dreidimensionale Hamilton-Operator

. B2 .
H=-—V*+U
2m
ist die Summe der entsprechenden drei eindimensionalen Hamilton-Operatoren:

h? (8_2 n s i (9_2> + (Up(z) + Uy(y) + U.(2))

H=H,+H,+H,=—
Ty or?  0y? 022

2m

mit der potentiellen Energie U(7) = U,(x) + Uy(y) + U.(z). Die dreidimensionale
stationdre Schrodinger-Gleichung

HW(7) = EW(F)
lasst sich dann mit dem Produktansatz bzw. dem Separationsansatz
W(7) = W, (x) - Uy (y) - 0. ()
und wegen z. B.
H, W(7) = H, W, (2) 0, (y)V.(2) = G0, - H, 0,
wie folgt in drei eindimensionale stationdre Schrodinger-Gleichungen separieren:
W, - H, W, + W0, - H)W, + 0,0, - H. W, = EU, WV, .
Die Division durch ¥, ¥, ¥, ergibt schlieflich

i%+@%+i@
v, v, U,
S~ -~ Y

=FE; :Ey =k,

—E,+E,+E, =FE.

Wie man sieht, vereinfacht sich die Losung der partiellen (mehrdimensionalen) linea-
ren Differentialgleichung durch die Separation in eindimensionale lineare Differential-
gleichungen. Diese sind, jede fiir sich, leicht l6sbar.
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