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1 Sinussatz, Kosinussatz, Additionstheoreme

i
b h: \a
o /B
d |
Herleitung Sinussatz
h 3\
sina = f ‘ '
= h. =b-siha=a-sinff <& maes sin
sing = —
a J
ha )
sinff = —
- : :
= hy = c-sinf=0b-siny & sin 5 _ 7
| ha R — ’ ‘
siny = —
T
sinac sin 3 _ siny g.e.d.
a b c

Herleitung Kosinussatz

d
cosa:Z & d=0b-cosa,

b = h?+d* o h? =b* —d*,
a’> = (c—d)* + h?
= —2cd+d* + V-

= —2c-becosa+b?,

a? = P+ — 2bc-cosa |- qed.

Die Herleitungen zur Berechnung der Seiten b und ¢ sind vollig analog.
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Veranschaulichung der Additionstheoreme im ersten
Quadranten des Einheitskreises

sinfB-sina

cosf
cos(a+ ) = cosa-cosf — sina -sinf3

und mit cos(—y) = cosy sowie mit sin(—y) = —sin~y
cos(aw — B) = cosa-cosf + sina-sin .

cosB-sina

sin(a + ) = sina - cosf + sinf - cosa
und mit cos(—y) = cosy sowie mit sin(—y) = —sinvy
sin(a — ) = sina-cosf — sinf - cosa .



COS & COSs v
=

cos 3 = §=——
B s cos 3’
u . cosa |
sinff = — & u=s-sinf = -sin 3 .
S cos 3
. _ cosa |
v=sina—u=-sina— -sinf3 . (1.1)
cos f3
. t ) } ) cosa
cos(90° — f) =sinff=—- << t=wv-sinff=sina-sinf — -sin? 3 .
v cos 8
Cos (v ) cosa
cos(a—f)=s+t = +sina-sinfg — -sin? 3
cos 3 cos 3
) COS & i
= sina-sinf + (1—smzﬁ>,
cos 3
—_———
cos? 8
cos(a — ) = cosa-cosf + sina - sin 3

Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypotenuse ¢ gilt a = ¢-sina, b = ¢ - cos o und damit folglich

2
. C . .
a2+b220220281n2a—|—620052a — smza—i—cosza:l < 1—sm2a=cosgoz.

Analog ist sin? B+ cos? 8 =1 und fiir den rechten Winkel v gilt sin?90° 4+ cos?90° =12 4+02=1.

Cosﬁzsin(o;——ﬁ) & sin(a—f)=v-cosf 4y

sin(a — f) = sina-cos B — sin 3 - cos




2 Differentialbegriff und Infinitesimalrechnung

Siehe auch:

Springer-Lehrbuch von Klaus Weltner, Mathematik fiir Physiker 1, 12. Aufl., Springer-
Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2001, Kapitel 5 Differentialrechnung und Kapitel
6 Integralrechnung.

Ohne Anspruch auf mathematische Vollstandigkeit wollen wir in diesem Kapitel die
Begriffe Differential, Differenzenquotient und Differentialquotient anhand der Abbildung
2.1 und anschlieffend die Begriffe bestimmtes und unbestimmtes Integral skizzieren.
Dabei wird deutlich werden, dass Differentiale nicht unbedingt infinitesimal kleine
Grofsen sein miissen, auch wenn diese Betrachtungsweise sehr praktisch sein kann und
deshalb in der Physik tiblich ist geméf dz = lim (x — x¢) = & — 29 = Az — 0.

T—T0

s ‘ s(t)

St+As

s+ds

— : 5

0 ty tyt At t

Abb. 2.1 Geometrische Veranschaulichung der Differentiale ds und d¢ sowie des Differential-
quotienten ds/dt = tan « im Punkt s(to) der Funktion s(t).

2.1 Differentialrechnung

Gegeben sei eine glatte Funktion s(t), also eine stetige, von ¢ abhéngige Funktion ohne
,Knick®. Z. B. kann die unabhéngige Variable ¢ die Zeit und die abhéngige Variable s
die in der Zeit zuriickgelegte Wegldnge sein. Wéhrend die Zeit ¢ ausgehend von ¢, um
At (Strecke OQ) fortschreitet, &ndert sich die Funktion s(t) um As = s(to+ At) — s(to)
(Strecke QP). Jetzt legen wir im Punkt s(¢;) (Punkt O) eine Tangente an die Kurve
s(t). Die Tangente schneidet die Strecke OP im Punkt R. Die Strecke QR ist die
geometrische Darstellung des abhéngigen Differentials ds .

Merke:

Das abhéngige Differential ds (das Differential der Funktion) ist die lineare Nahe-
rung fiir die Anderung As . Wir haben dabei das unabhéngige Differential di = At
(das Differential des Arguments, Strecke OQ) zugrunde gelegt.



Die Naherung ist um so besser, je mehr sich der Punkt Q dem Punkt O n&hert bzw.
je kleiner wir das unabhéngige Differential d¢t = At wéahlen. Bei linearen Funktionen
s(t) ist die Tangente an jeden Punkt der Kurve identisch mit der Kurve selbst, so dass
in diesem Fall fiir das abhéngige Differential ds = As gilt.

Der Quotient aus den Differentialen ds und dt¢ beziiglich s(ty), also der Differen-
tialquotient ds/dt an der Stelle ¢y, ist geometrisch die Steigung tan o der Tangente
an den Kurvenpunkt s(t) (s. Abbildung 2.1). Allgemein gilt, je kleiner wir im Diffe-
renzenquotienten As/At das Intervall At wiahlen, desto mehr ndhert sich dieser dem
Differentialquotienten an, so dass wir fiir den Differentialquotienten von s(t) an der
Stelle ¢t = t; folgendes schreiben konnen:

ds
dt

As

— im 2%~ hm s(to + At) — s(to)
to At—0 At

L 21
to

Diesen Grenzwert konnen wir fiir beliebige ¢ bilden, so dass wir eine Funktion der
Differentialquotienten von t¢ erhalten. Diese Funktion heifft Ableitung

ds(t) . As . s(t+ At) —s(t)
! = — = _— = —
s(t) = a ARy T A At v(t) (22)

der Funktion s() . Die Ableitung s'(¢) der Funktion s(t) liefert uns fiir jeden Zeitpunkt
t die momentane Anderung des Weges s pro zugehoriger Anderung der Zeit ¢, also die
Geschwindigkeit s'(t) = v(t) = ds/dt und mit (2.2) schreiben wir fiir das abhéngige
Differential

ds = §'(t)dt = v(t)dt . (2.3)

2.2 Integralrechnung

Wir wollen jetzt aus der Funktion s'(t) die Anderung As in den Grenzen von t, und #
berechnen. Dazu teilen wir At in N Abschnitte At;, so dass Zfil At; = At. Wenn die
Teilbereiche At; klein im Vergleich zu At gewéhlt werden, erhdlt man mit je einem
Funktionswert s'(¢;) aus jedem Teilbereich At; die Naherung

N

N N
S oS t) A=) % AL =) o) - At~ As (2.4)
=1 =1

i=1 t;

Je kleiner wir die Intervalle At; wéhlen, desto grofer wird ihre Anzahl N in den Grenzen
von tg bis tg + At und desto besser wird die Naherung. Im Grenzfall fir At; — 0 bzw.
N — oo erhalten wir aus der Niherungsgleichung (2.4) die exakte Anderung As :

N N
. / - . AW R
Altlggo Z; s'(t) - At; = Altlggo Z; v(t;) - At; (2.5)
to+At to+At s(to+At)

_ / S(t)dt = /v(t)dt: / ds = s(ty+ Af) — s(to) = As . (2.6)

to to s(to)



Der Ausdruck
to+At

s'(t)dt = As (2.7)

heiflt bestimmtes Integral'. Es hat nimlich wegen seiner Integrationsgrenzen einen
eindeutig bestimmbaren Wert.

Wie wir sehen, ist das Integralzeichen der Befehl zur Summation iiber eine unendliche
Anzahl von infinitesimal kleinen Differentialen ds = s'(t)dt = v(t)dt . Geometrisch ist
das bestimmte Integral (2.6) der Fldcheninhalt A unter dem Graphen der Funktion
'(t) in den Grenzen von to und ¢y + At (s. Abb. 2.2 und Abb. 2.3).

S s(t)=t’6

s(t) 1

As

S(tn) N

0 . -
Abb. 2.2 Beispiel Weg-Zeit-Funktion Abb. 2.3 Ableitung von %t?’ nach t:
s(t) =113, s'(t) =312,

GemaB der Weg-Zeit-Funktion s(t) ist Fiir den Flacheninhalt A unter dem
As = s(t1) — s(tp) der im Zeitintervall Graphen der Ableitungsfunktion s'(t)
t1 —to zuriickgelegte Weg. Der Anstieg des von tg bis t1 gilt
Graphen der Funktion s(t) in Abhangigkeit . .

. . . . 1 1
von t wird b;eschrlel()itse?t)durch die Ableitung A= As — dfii(tt) dt = [s'(t)dt.

s'(t) = =5~ = v(t). to to

Das unbestimmte Integral iiber s'(¢) hat keine Integrationsgrenzen und liefert uns
die Stammfunktion zu s'(t) :

/s’(t)dt =s(t)+C . (2.8)

!Dieses bestimmte Integral als Beispiel wird gelesen: ,Integral iiber s'(¢) dt in den Grenzen von tg
bis tg + At gleich As* oder kurz: ,Integral s'(t) dt von tg bis tg + At gleich As*.

10



Die Integrationskonstante C' hdngt von den Anfangsbedingungen ab. Bilden wir die
@bleitung der Stammfunktion, so verschwindet die Integrationskonstante, weil die
Anderung oder Ableitung einer Konstanten gleich Null ist. Wir erhalten deshalb aus
(2.8) wieder

d ds(t) dC

—(s(t)+C) = — =5{t)+0=45(t). 2.9

S(s()+C) = S+ = (1) +0 = 51 29)

Differentiation und Integration sind zueinander Umkehroperationen. Sinngeméf liefern
uns die Differentiation einen ,Quotienten aus Differenzen und die Integration eine
,Summe von Produkten®.

2.3 Beispiele

Im Gegensatz zur Tatsache, dass die Integration {iber unendlich kleine Differentiale
erfolgt, sind Differentiale allgemein keine unendlich kleinen Gréfien. Dessen ungeachtet
ist es in der Physik {iblich, Differentiale als unendlich kleine Anderungen von Grofen
anzusehen und mit ihnen zu rechnen, d. h., auf sie die Grundrechenarten anzuwenden.
Das fiihrt oft auf bequeme Weise zu exakten Ergebnissen, wenn man die Differenzier-
barkeit bzw. die Integrabilitdt der betrachteten Funktionen voraussetzt. Dies werde
fiir die folgenden veranschaulichenden Beispiele angenommen.

e Gegeben sei die Weg-Zeit-Funktion z(t) = t*. Die Differentiationsregel fiir
Potenzfunktionen ist

d
a(a-xn—i-C'):a-nx”_l . (2.10)
Dann ist die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion
d d
u(t) = d—f = —t? =2t (2.11)

und das abhéngige Differential dz = v(t)dt = 2tdt .

e Gegeben sei die verkettete Funktion vox = v(z(t)) mit v(z) = z/2 und z(t) = 2.
Die Ableitung von v(z(t)) = ¢*/2 nach ¢ erhalten wir durch Anwendung der
Kettenregel:

do(z) dz 1 dv(z(t))

-—:—-2:
de dt 2 ! dt

Man kommt direkt zum Ergebnis, wenn man dz ,herauskiirzt® und fiir v die
Funktion v(z(t)) einsetzt.

—t. (2.12)

e Fiir das Geschwindigkeitsquadrat im kartesischen Koordinatensystem gilt mit

(2.2)
v o= v+l + 0l (2.13)
Az’ . Ay 2 o AzZ\?
= (519@) +<i¥£@) +(Aﬂ%m) (2:14)
o (Ar)? + (Ay)® 4 (Az)?
= b, (B (2.15)
dz)? + (dy)? + (dz)?
v? = (de) <(dt))2 (dz)” (2.16)

11
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Es ist nicht ganz korrekt aber bequem und deshalb {iiblich, bei Potenzen der
Koordinatendifferentiale die Klammern zu vernachlassigen. So erhalten wir aus
(2.16) fiir das Geschwindigkeitsquadrat

2 dz? + dy? + dz?

2.17
P (2.17)
und fiir das Differential des rdumlichen Abstandsquadrats

do? + dy? + dz? = v*dt* . (2.18)

Ein Kérper werde ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 mit a(t) = dv/dt = t beschleunigt.
Bei t = 0 habe der Korper die Anfangsgeschwindigkeit C' = vg = 4 . Welche
Geschwindigkeit hat er dann bei t; = 2 und bei t; =8 7

Die Integrationsregel fiir Potenzfunktionen ist
n 1 n+1
a-z"dr=a- ——a""" +C. (2.19)
n+1
Aus dem Geschwindigkeitsdifferential dv(t) = a(t)dt erhalten wir

U@%:/wa:i/dﬂ&:i/“ﬁ:%ﬁ+ﬂ0:%ﬁ+4- (2.20)

Die gesuchten Geschwindigkeiten sind also v(t1) = v1 = 6 und v(ty) = vo = 36 .
Der Korper hat also seine Geschwindigkeit in der Zeit von ¢; bis ¢, von 6 auf
36 erhoht. Diese Geschwindigkeitsdnderung um 30 liefert uns das bestimmte

Integral:
Vo to=8
1 2
Vg — U1 = dv = tdt = it
V1 t1=2

Die Integrationskonstante vy = 4 brauchen wir beim bestimmten Integral nicht
zu berticksichtigen, denn sie féllt bei der Subtraktion vy — vy = (32 +4) — (24 4)
heraus.

—32-2=230. (2.21)

to=8
t1=2



3 Totales Differential und thermodynamisches
Potential, totale Ableitung

Mit dem Gradienten grad f eines skalaren Feldes f(7) = f(x,y, z) in unmittelbarem
Zusammenhang steht das vollstédndige oder totale Differential auf folgende Weise (totale
Differenzierbarkeit von f vorausgesetzt):

fr+dr) — f(7) _ df(r)
dr dr

T )

Gradient : 5 + €, By 5,

= grad f(r') := €,

totales Differential : df(7) = f(¥+ dr) f('F) _ () -dr = grad f(7)-dr

,'7.‘
. = af(a:,y,z) — Qf(:t,y,z) — ZL’ y7 — — -
= (6x o7 + ey By +ez <dx e, +dye, +dz ez> ,
7)) = edi = M qpy g, 4 9
Af(F) = grad f(7)-dF = Z-do+ 5 dy+ 5o dz | (3.1)

Die Funktion, von der das totale Differential gebildet wird, muss nicht von den drei
Raumkoordinaten abhéngen, sondern kann von beliebig vielen Koordinaten (Gréfen)
x; (i = 1,2,3,...) abhéngen. Deshalb lautet die allgemeine Definition des totalen
Differentials

of

df = ox;

dZL‘Z' .

Wenn in einem Punkt 7 alle partiellen Ableitungen einer Funktion f(7) existieren
und wenn dann dort auch noch alle partiellen Ableitungen stetig sind, dann ist f in
7y total differenzierbar. Geometrisch bedeutet das, dass sich die total differenzierbare
Funktion lokal durch eine lineare Abbildung (Tangentialebene) approximieren lisst.!

Die geometrische Bedeutung des totalen Differentials lasst sich fiir eine Funktion
von zwei unabhéngigen Variablen wie beispielsweise f(7) = f(x,y) = z graphisch
veranschaulichen (siche Abbildung 3.1).

=f(xy)

of dx

__________________________ %
ox t_’ __________________________ t}

Abb. 3.1 Veranschaulichung der geometrischen Bedeutung des totalen Differentials der Funktion
f(xz,y) = z. Die Funktionwerte z bilden die punktierte gekrimmte Flache iber der (z,y)-
Koordinatenebene. Abbildung aus dem Hochschultaschenbuch von Christian B. Lang und Norbert
Pucker, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 84.

!Genaueres dazu findet man unter dem Suchbegriff Totale Differenzierbarkeit — Wikipedia.
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Mit de =z — zo, dy =y — yo, df = 2 — 20 = df (z0,yo) und zo = f(xo, yo) liefert das
totale Differential die Ebenengleichung fiir die Tangentialebene an den Graphen der
Funktion f(z,y) im Punkt (xq, yo):

of of
df = =—dze+—=dy =
/ oz i dy Y
0 0
o) = 90| @4y =
T l(zo,0) Y1 (@o.w0)
ez = 8f(3§,yo) (z — x0) + af(rgzvyo) (y—yo) <

Of (o, yo)
ox

O f (o, yo)

Tangentialebene := z = f(xo,v0) + (x —x9) + T (¥ — vo)
Y

Die Differentiale dz und dy bzw. die Differenzen © — zp = Az und y — yg = Ay
stehen hier in der ersten Potenz, beschreiben also einen linearen Zusammenhang, eine
Ebene. Vergleichen wir die Tangentialebenengleichung mit der Taylor-Entwicklung von
Funktionen mehrerer Variablen, so stellen wir fest, dass das totale Differential (die
Ebenengleichung) eine lineare Néherung von f ist, d. h. eine Taylor-Entwicklung bis
zur ersten Ordnung.

Handelt es sich bei f um eine Funktion von nur einer Variablen wie beispielsweise
f(z) =y, so entspricht das zugehorige totale Differential einer Geraden, ndmlich der
Tangente an die Funktion f im Punkt f(z() mit der Tangentengleichung

df(z)
dz m()' @ =)

y = f(z) = f(xo) +

Diese Tangentengleichung ist aber gerade die Taylor-Entwicklung der Funktion f(z)
an der Stelle x( bis zum linearen Glied, also bis zur ersten Ordnung. Und wie man hier
sieht, stimmen im 1-dimensionalen Fall und nur im 1-dimensionalen Fall die klassische
reelle, die partielle und die totale Differenzierbarkeit {iberein.

Ist f jedoch von mehr als zwei Variablen abhéngig, so spricht man im Zusammenhang
mit der geometrischen Bedeutung des zugehorigen totalen Differential trotzdem von
einer Tangentialebene. Ein linearer Zusammenhang entspricht immer einer Ebene
bzw. ebenen Verhéltnissen.

Eine wichtige Rolle spielen totale Differentiale in der klassischen Thermody-
namik. Im Gegensatz zu den Prozessgrofien Wirmeenergie (Q und Arbeit W mit
ihren ,infinitesimalen” Anderungen 6Q und W besitzen die Zustandsgrofen? totale
Differentiale. So besitzt beispielsweise die Zustandsgrofse (die Zustandsfunktion, das
thermodynamische Potential) innere Energie U das totale Differential

v = <—‘9Ué‘QT>> dV+(—aUg;’T)> ar |
(T) V)

’Intensive Zustandsgrofien: z. B. Druck p und Temperatur 7.
Extensive Zustandsgréfien: z. B. Volumen V', Teilchenzahl N, Stoffmenge, Entropie und ther-
modynamische Potentiale.
Thermodynamische Potentiale: innere Energie U, freie Energie, Gibbs-Energie und grofskano-
nisches Potential.

14



Die tiefgestellten Indizes in Klammern, also (7') und (V'), bedeuten hier, dass 7" bzw.
V jeweils festgehalten werden. In Analogie zu (3.1) konnen wir U(V,T) als thermody-
namisches Potential bzw. als skalares Feld {iber den unabhéngigen Variablen V' und
T ansehen. Der Gradient von U liefert demzufolge das Gradienten- bzw. Vektorfeld

U (V.T)
V(V,T) = grad U(V, T) = 8U‘ZT)
oT

Damit erhélt das totale Differential der inneren Energie U die Form

dv L (dV
dU = gradU(V,T)- (dT) =V. (dT) (3.2)

Schlieflich integrieren wir (3.2) in den Grenzen von Vi, T bis Vo, T5 :

V2, Th V2, T
- (dV
fow= [V ()
1,1y Vi, 11
Vo, Th
_ dU(V,T) ) (aU(v,T) ) T
/[< o (T)OWJr or <V>d
V1,11

= UVo, Tn) — UV, Th) = AU .

Wir konnen feststellen, dass das zur inneren Energie gehorende Gradientenfeld ‘7(‘/, T)
dem konservativen Vektorfeld V() entspricht. Deshalb ist das Integral iiber V (V,T)
wegunabhingig und somit das totale Differential dU bzw. die Anderung AU der inneren
Energie nur vom Anfangs- und Endpunkt der Anderung abhéingt. Oft vereinfachen sich
dadurch Problemlosungen in der klassischen Thermodynamik oder werden dadurch
erst moglich.

Explizite und implizite Zeitabhangigkeit, totale Zeitableitung

Insbesondere in der Mechanik spielen die verschiedenen Zeitabhéngigkeiten physikali-
scher Grofen und die sich daraus ergebenden verschiedenen Ableitungen nach der
Zeit eine grofse Rolle. Betrachten wir also eine physikalische Grofe f als Funktion von
der Zeit und von den kartesischen Koordinaten z, y, z im Ortsraum:

i f:f@?vt) :f({L‘,y,Z,t)

f héngt von den Ortskoordinaten und explizit von der Zeit ab, wobei die
Ortskoordinaten nicht von der Zeit abhédngen. Dabei werden die Orts- und die
Zeitabhéngigkeit von f an einem festen Ort betrachtet. Weil die Ortskoordinaten
zeitunabhéngig sind, ist die Zeitableitung von f in diesem Fall ausschlieflich

E f L Y t E f w? y7 27 t
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o [=[(r(t) = fz(t),y(t),2(1))
f héngt iiber die zeitabhéngigen Ortskoordinaten ausschliefslich implizit von der
Zeit ab. Wir betrachten f also an einem mit der Geschwindigkeit v bewegten
Raumpunkt. Die Zeitableitung erfolgt hier nach der Kettenregel:

df(F(t) _ 0f(w,y,2) do  Of(w.y.2) dy  Of(w.y.2) dz (3.4)

dt ox dt dy dt 0z dt
dr . g
= gradf- T = §-Vf = <U-V>f
dz
dt Uy
mit U = % = [ v, und dem Operator <6V) )
dz Uz

dt
Formal liefert die Multiplikation von df/d¢ mit d¢ das totale Differential df.

o [=/(r(t).t) = f(z(t),y(t),2(t), t)
f ist sowohl implizit iiber die Zeitabhéngigkeit der Ortskoordinaten als auch
explizit zeitabhéngig. Man spricht dann auch von einer zusammengesetzten
Funktion. Die Ableitung von f nach der Zeit setzt sich folglich zusammen aus
(3.3) und (3.4) und heift totale Ableitung:

df(F(t),t)  of dz Of dy  Of dz Of

dt S o at Toy at To: at o
- a7 of of
= gl"adf'E—f-a = (’U V)f—f—a



(0.¢}
o — 2
4 Losung der Integrale [z7-e¢ " dx, ¢ €N, a € R>Y
Siehe auch Integrationsmethode nach Feynman oder Feynman-Trick.

N sei die Menge der natiirlichen Zahlen einschliefslich der Null. Wir werden im
Folgenden eine Fallunterscheidung vornehmen und betrachten zuerst den Fall mit

ungeraden ¢ € N = m=2k+1 mit £=0,1,2,3, ...
und anschlieftend den Fall mit
geradenge N = n=2k mit £=0,1,2,3, ...

Aufserdem ist zu berticksichtigen, dass die Integranden z? - e~ #* it ungeradem ¢ bzw.
m ungerade Funktionen und mit geradem ¢ bzw. n gerade Funktionen von z sind.

4.1 Fiir ungerade ¢

Die Substitution

du 1
— =2 dr = —d
dx T rm g A
liefert
m . —ax? 2k+1 —au 1 2k —au 1 k —au
/:Ue dx:/$ . e du:—/x e du:—/ue du =
T 2 2
0 0 0 0
m_—ax? 1 0 - —au m— 1 . 2
e de = = —— ) e ™du, k= fiir ungerade m € N, u =z~
2 Oa 2
0 0
(4.1)
denn

|
H%
@D
| |
2 2
< IS4
Il
e}
L
S g

@
I
IS
o

w
|
Q
<
w
|
Q
<

Tlo e e Pl

~— —, —
CD\
I
S
I
S
[\
CD\
IS)
e

o
I
I~
o

7~ N 7 N 7 N 7N
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Damit kann man fiir (4.1)

17/ oV 1 o [
— —— | e ™du = - D= [ e du
2/(8@) 2<)8a"3/
0 0
schreiben und mit
o0 0o 1
/e_audUZ—— e v ——=q!
a u=0 a
0
schliefslich
i 0" Kl
1 ! m—1
2me ™ dy = = (=1)F =—a ' = —~— fiir ungerade m € N und k= ——
/ 2 (U g 2 bl 8 2
0
@3)
Beispiel m=1 = k=0:
T 1 1
—az? 0 -1
/xe dx:§~(—1) a zf-O!ﬁ7
0
oo
/z-e*‘” dz = % (4.4)
a
0
Beispiel m=3 = k=1:
T 1
3. ,—azx? _ 1 -2
/x-e dx—i-(—l) (-1)-a —71'?,
0
/x3~e @ dx = 2%
a
0
Beispiel m=5 = k=2:
. —axz? 1 —
/:r5~e dxzi-(—lf (71)~(—2)a3:7~2!$,
0
/x5~e dr = —
a
0
Beispiel m=7 = k=3:
3 -4
(1) (1) (-2)- (-3) at = 53—

2
/x7~e*‘” dzx =

0
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4.2 Fiir ¢q=0

&0 2 o0 2 * 2
Mit [ 2% de = [ yle ¥ dy= [ e dx erhalten wir
—00 —00 —0oQ

/ 2% " dy = / e—ar’dy - / e~ dy = / / e ® (9”2”2)(1;5 dy .

Die Verwendung von ebenen Polarkoordinaten ermoglicht die Substitutionen

z? +1y? =r?, Flichenelement dedy = rdrdy,
sodass
/xe‘”dx— /dcp/e”dr
Mit fooo re o’ dr = gemaf& (4.4) und mit f dy = 27 resultiert daraus schliefllich
i 1
/ 2% dy = [ 27 - — ,
2a
T .2 T T ) 1 T ..
/e“:‘dﬂc:\/j = /e“xdx:—\/j, fir n=0 |. (4.5)
a 2V a
—0o0 0

70,12

Hierbei haben wir beriicksichtigt, dass e eine gerade Funktion ist.

4.3 Fiir gerade ¢

n
2

Mit der Substitution 22 =u = 2" = uz = u* gilt zunichst

o o

—ar2 _
/w”e ar dx:/uke “Wdx .
0 0

Nach Aquivalenzumformung von (4.2) gemif

o\ d\'
k ,—au _ (__1\k —au k _ qau (1)K, —au
u” e (—1) (8&) e & ut=e™-(—1) <8a) e

kénnen wir ©* im Integranden ersetzen und erhalten

0o 00 P i
n  —ax? _ au | (_ 1\k | e —au | | ,—au
/:ce d:c—/e (—1) [(6’@)6 ]e dz

0 0
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Wir ziehen wieder den Differentiationsoperator vor das Integral und verwenden fiir
das verbleibende Integral die Losung (4.5) :
k% ,
> / e " dx
a
0

793%—“2@19; = (—1)k- <%)k7e_““dx — (—1)F. (

- o () 3

> 1 "o
/x"e“m dz = 3 (=DF - /7 - (—) a2 fiir geraden € N und k = g

QJ|QD

Beispiel n=2 = k=1:

7 : 1 o\ . 1 1 g
/;L-2~e*‘”” dr = 2.(_1)1.\/}.(8&) a 2 = 2~(—1)'\/E~<—2>'a2,
0
2 _—ax? 1 1 s 2  —ax? 1 _s
7 e dx:§-ﬁ~§a2 = % e 'dx:ﬁ.aaz
0 —o0
Beispiel n=4 = k=2:
T 2 1 0 2 1 1 1 3 5
[t = v () ot = govE (o) ()
0
T = 1 3 _s 7 3
A emar? g — T aTz = /x‘l-e_‘” dz = Vr-~a 2
2 4 4
0 oo

Beispiel n=6 = k=3:

oo

2 1 oY 1 1
6. —az = — . (— 3. . N T2 = —.
/.7: e dz 5 (=1)° - /m <8a> a 5

0

/l_\
N~
~~_
B
/T\
N~
~_
/|\
N w
~_
/T\
DO | Ot
~~_
@\
N~

—_
ot
[SI]

Die letzten drei Beispiele lassen sich verallgemeinern zu

[ o 1 135 -(n—1) _un

/x"e_‘”” dngﬁ 57 (n )a_% fir gerade n € N\0
2

0
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Der Vollstandigkeit halber zeigen wir noch die Losungen von haufig vorkommenden
Integralen, die eine gewisse Ahnlichkeit zu den bisher dargestellten Integralen der Form

o0 _ 2 .
Jo" @™ dx besitzen.

e ¢ % gtatt e und qg=NeN:

oo

N!
/xNe“xda: = N NeN,0 =1, aecR?®

0

lasst sich zeigen mit der Substitution

—ar=u = dr=-—-du,
a

mit den Grenzen

r=0 = u=0,
r—00 = U——00

und durch ggf. wiederholte Anwendung der partiellen Integration.

e ¢79% statt e und ¢ = Fmitm=1,3,5...:

| r 3
/xée_‘”dx =3 % und /xge_‘”dx = %, aeR®
0

kann man zeigen mit der Substitution

3

1 3
r=u? bzw. 22 =u und z2 =u = dz=2udu

und durch anschliefende Anwendung von (4.3).
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5 Polar-, Zylinder- und Kugelkoordinaten auf einen
Blick

(Siehe Lehrbuch aus der Teubner Studienbiicherei Physik: Siegfried Groffmann, Mathematischer
Einfiihrungskurs fiir die Physik, Teubner-Verlag, Stuttgart, Leipzig, 8. Auflage, 2000.)

Es ist iiblich, weil es am einfachsten und am anschaulichsten ist, die verschiedenen Koordinatensysteme
in Beziehung zu kartesischen Koordinaten darzustellen. Das kartesische (z, y, z)-Koordinatensystem
ist ndmlich ausgezeichnet durch seine globale Orthonormalbasis {€,, €,, €. }. Die kartesische Ortho-
normalbasis wird Standardbasis, natiirliche Basis oder kanonische Basis genannt. Die Darstellung von
Ortsvektoren 7 in nichtkartesischen Koordinaten u, v, w erfolgt meistens in der Form

z(u, v, w)
=x€, +yé, +z€. — 7= |yuv,w)| =az(uvw)é; +yuv,w)é, + z(u,v,w)e,.
2(u, v, w)

r_':

ISI S )

kartesisch

Besitzt das (u, v, w)-Koordinatensystem die normierte Basis {€,, €,, €y} , so kann die Darstellung
eines Ortsvektors 7 in der Form

T = ugu + Uév + wéw — = U(ﬂ%ya Z)éu(xa Y, Z) + ’U(Z‘,y, Z)év(xa Y, Z) + w(m,y, Z)éw(xa Y, Z)

erfolgen. Dabei haben wir beriicksichtigt, dass die Standardbasis unabhéngig von 7, also ortsun-
abhéngig bzw. global ist, wihrend die Basisvektoren {é,,€,,€,} allgemein abhingig von den
Ortskoordinaten und somit lokal sind (wie z. B. bei krummlinigen Koordinatensystemen wie den
Polarkoordinatensystemen). Wenn man von Polarkoordinaten im Allgemeinen spricht, sind sphéri-
sche Polarkoordinaten (Kugelkoordinaten), Zylinderkoordinaten und ebene Polarkoordinaten (kurz
Polarkoordinaten) gemeint. Diese drei Polarkoordinatensysteme sind lokal orthogonal und
teilweise krummlinig.

5.1 Polarkoordinaten (r, )

e Polarkoordinaten (fiir 0 < ¢ < 27), dargestellt in kartesischen Koordinaten:

r= Vel +y?,

arctan (£) , wenn x > 0,

arctan () + 7 , wennz <0 A y >0,
P = arctan(%)fﬂ,wennx<0/\y<0,

arccos , wenn y >0,

21 —arccos ¥, wenn y < 0.

e Ortsvektor 7:

7= (") = ("%} = reos €, +rsinp-€, = r-€ =
o ~ \r-sinp/ LR voey = "

Y
R or R or
|gr|:5:gT:1’ |g¢|:%:g@:
e Basiseinheitsvektoren:
g - g—f _ (cos<p> e - ,% _ <sin<p>
" |%| sing )’ ks |%| cos

e Jacobi-Matrix J :

. . z Y
cos —rsing o B cos ¢ sin ; g
JZ( >=(gr,g¢) @f:( o >: Ve e

sin 7 COS sing - cosy

—_= xz
T x2 +y2 2 +y2
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Drehmatrix (Rotationsmatrix) D :

cos —sin 1 0 cos —rsin
J = D . h = . SD SD . = . SD %0 .
sin ¢ cos ¢ 0 r sin ¢ 7 COS (P

D h

D ist orthogonal = D~!=DT,

Funktionaldeterminante detJ = r.

_ 10
Metriktensor:  (gr) = J*-J =h* = <0 r2> :

Transformation der Basiseinheitsvektoren:

(é'w, éy) -D = (é}, é;,) & (é}, élp) DT = (é’w, é'y) mit DT = D! (D ist orthogonal) .

Transformation von Differentialen:
dx dr dr dx
71 . p— . p—
/ <dy) (ds0> e 7 <dw> (dy> '

Transformation partieller Ableitungen:

9 9N ,_ (0 9Y o (2 9\ ;a_ (9 9
ox’ Oy —\or’ Oy or’ Oy S \oz’ oy )

Mit coscp:%:\/% und sinwz%:# ergibt das
ety oY
L R N Y B
or e+ 2 0 a2+ y2 Oy’ dp Oy Yoz’
9 0 snp o 90 e D
oxr o r Op’ oy 79 r Op

—»

Transformation eines Vektorfeldes F(7)

T, Fa: _ Fr . Fr o Fx
p G;_<@ < DAr )= \p
F = F,é, + F,€, = F,é + F,é, .

Flachenelement: dS(r,¢) = |detJ|-drdp = rdrde.

Linienelement ds:

- . _ 8f — 1 a.f —
Gradient: grad f(r,p) = 5 € + v 9o €, .
. o 19 1 0F,
Divergenz: div F(r,p) = = (7« . Fr) + e
Rotation: [rot F(r, gp)} = % %(r F,) - % %];T

o*f 10f 1 9*f

Laplacian: A fryp) = szt v 87@2’

wobei der Laplace-Operator oder Laplacian A := V-V = V? = divgrad .
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5.2 Zylinderkoordinaten (7, ¢, z)

e Zylinderkoordinaten (fiir 0 < ¢ < 2m), dargestellt in kartesischen Koordinaten:

r=Va?+?,

arctan ( g)
y
T

, wenn z > 0,

arctan( )+7r ,wennax <0 A y>0,
o = arctan (£) — 7, wennz <0 A y <0,
arccos , wenn y >0,
2m —arccos ¥, wenn y <0,
z =z
e Ortsvektor 7:
x 7 COS P
r=\y| = sing | = rcosp-€,+rsingp-€,+z2-€, =
z z
oF cos oF —rsine oF
gr = — = | sin , g, = — = 7 COS g. = —
gr o 12 9o 9o P> g: 92
0 0
R or . or . or
|gr|7 ar gr =1, |gap‘7 % =G =T, gz| 9z
e Basiseinheitsvektoren:
oF cos ¢ OF —sing o7
e, = g; = |sing |, €, =55 = cosp |, € = g;
|W| 0 |To| 0 ’@’
e Jacobi-Matrix J :
cosp —rsing 0
J = sinp  rcosgp = (§T,§¢7§Z> &
0 0
. z Yy
cos ¢ sing 0 Vet Jzty?
-1 _ 1 1 o _
J = ssing  “cosp 0| = el TQIW
e Drehmatrix (Rotationsmatrix) D :
cosp —sing 0 1 0
J =D-h = |sing cose O 0
0 0 1 0 0
D h
D ist orthogonal = D~!=DT,
e Funktionaldeterminante detJ = 7.
1 0 0
o Metriktensor: (gkl) =JT.J=hm2= [0 2 0
0 0 1

24



Transformation der Basiseinheitsvektoren:
o o o - o o o o o T o o o
(ew, €y, ez) -D = (er7 €y, ez) & (er, €, ez) -D* = (ew, €y, ez) .

Transformation von Differentialen:

dx dr dr dx
J Vo ldy | = [de s Jolde| = |dy
dz dz dz dz

Transformation partieller Ableitungen:

9 0 9N ,_(9 0 9\ , (9 0 9\ ;a_ (9 9 9
0x’ Oy’ Oz o\ or’ O¢’ 0z or’ 0p’ 0z \ oz’ Oy’ Oz

—»

Transformation eines Vektorfeldes F(7)

F, F, F, F;
DY |F,| =|F,| & D-|F,|=[F].

—

F = F,&,+ F,é, + F.é. = F,é, +F,é, + F.é. .
Volumenelement: dV = |detJ| -drdedz = r-drdpdz.

Flachenelement auf dem Zylindermantel mit » = const :

dv
ds = e |det J|-dpdz = r-dpdz.
r

Das Fléchenelement in den Ebenen z=const ist gleich dem Fliéchenelement in ebenen
Polarkoordinaten.

Linienelement ds:

(A7)* = (ds)® = g2 (dr)® + g2 (dp)® + g2 (d2)? = (dr)? + 7% (dp)® + (d=)?.

Gradient: grad f(r,p,2) = g—i e + % gi €, + % €, .

0 1 OF OF,
e

1
r r Op 0z

Divergenz: div F(r,,z) =

_, 1 OF oF. oF, OF,\ |
Rotation:  rot F(r,¢,z) = (r z_ %0) é.+ ( _ Z) é,

dp 0z 0z or
1/0 oF.\

Sl (e P
’ (37“ (- F) &p) :

Laplacian: Af(r,p,z) = = —
,



5.3 Kugelkoordinaten (r, 4, )

e Kugelkoordinaten (fiir 0 < ¢ < 7 und 0 < ¢ < 27), dargestellt in kartesischen Koordinaten:

r = /l‘2+y2+22,

z z

¥ = arCCOSW = arccotﬁ,
arctan (%) , wenn x > 0,
arctan(%)—&—w , wennz <0 A y>0,

© = arctan (£) —7 , wennz <0 A y <0,
arccos , wenny >0,
2w —arccos T, wenn y < 0.

e Ortsvektor 7:

T r - sin ¥ cos
¥ = |y| = |r sinvsing | = rsindcosp- €, +rsindsing-€, +rcosv - €,
z r - cosv
r-€, =
) oF sin 0 cos ¢ ) oF 7 cos ¥ cos ¢ . oF —rsin ¥sin g
gr=— = |sindsinp |, gy=—— = | rcosdsing |, o == = rsindcosy |,
or 09 . Op
cos v —rsind 0
=5 =0 =1l =55 4.1 =5 i
= |—| = = 19 = |—| = 19 =T = 7 S11n .
gr or gr s g 90 g > 9o 9o 9o
e Basiseinheitsvektoren:
oF sin cos ¢ o7 cos v cos %; —sing
= |6E| = |sindsinp | , €= |iﬁ’ cosvsinp | , €,= |@| = cos
or Cos 99 —sind 9¢ 0
(5.1)
e Jacobi-Matrix J = (577 , Go gp) :
oz Oz Oz in 9 cos <9 cos indsi
ooy, 2) or 99 0g sincosp rcostcose —rsindsing
J = <8(7g’)> = % % % = | sin¥sing rcosd¥sing rsindcosy | ,
U, @ ) )
Oz dz dz e
o 59 P cosv rsind 0
o(r.9.0) % %’; % sin ¢ cos sin ¥ sin ¢ cos ¥
r . .
J 1 = (3 ek d ) = ?TZ g—z % = %Cosﬁcoscp %cosﬂsmcp f%smﬁ
T,Y, 2
(z,9,2) 99 00 O _1sing 1 cosg 0
ox oy 0z r sind r sind
z y z
T I T
o 2 yz - (@*+y%)
= r2\/3:2+y2 r2\/ac2+y2 Tz\/x2+y2
— T
z2+y2 :1:2+y2 O
e Drehmatrix (Rotationsmatrix) D :
sindcosyp cosvcosp —sing 1 0 0
J =D-h = |sindsing cosdsingp cosp| - |0 r 0
cos ¥ —sin ¢ 0 0 0 rsind
D h

2% D orthogonal = D~ !'=DT.



Funktionaldeterminante detJ = r2sind .
1 0 0
Metriktensor:  (gr) =J¥-J=h*= [0 r? 0 )
0 0 7r2sin?9
Transformation der Basiseinheitsvektoren:
(é’z, €y, éz) -D = (ér, €y, 5<p) & (ET, €y, €<p) DT = (é’z, €y, éz) .

Transformation von Differentialen:

dzx dr dr dzx
J o ldy | = |dv & J-|ldv| = [dy ]| .
dz dep de dz

Transformation partieller Ableitungen:

9 9 0N ;,_(9 9 0
oz’ Oy’ Oz —\or’ 09’ Oy

—»

Transformation eines Vektorfeldes F(7)

F, F, F, F;
DV |\F | =|F]| & D |F)|=|F],
F, r, F, F,
F = F,é, + F &, + F.é, = F.&, + Fyéy+ F,é, .
Volumenelement: dV = dS-dr = |detJ|-drdddy = r?sind-drdddy.

Flachenelement auf der Kugeloberfliche mit Radius r = const :

ds = c(i% = |det J|-dddy = r’sind-dddy.

Linienelement ds:

(d7)? = (ds)* = g2 (dr)® + g3 (d9)% + g2 (dp)? = (dr)? + 72 (d9)* + r?sin® 9 (dp)? .

of . 10f . 1 af .
e+ - —e€y

Gradient: grad f(r,d,p) = B =39 5D Bp €, .

i iv P 190 19, 1 OF
Divergenz: div F(r,¥,p) = = 5(7"2 F) + s 8—19(511119 Fy) + o a—: .
Rotation: ot F(r, 9, ) = lrsilnﬁ <§9(sin19 -F,) - 881;9) z

1 8F. 10 )
=2 (r-F
[rsinﬁ dp 1 Or (r "9) €s
1o 18],

. 1 0 (45 Of 1 0 /. af 1 9%f
LWW“AW%@ZﬂmGHJﬂmww@”aﬂﬂmmww

Radialableitung

Fa\" ) e trar ~rant )

18(28f>_82f+28f_182
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6 Linien-, Flachen-, Volumenelement

6.1 Linienelement

Weil Linien oder Kurven indimensionale geometrische Objekte sind, benétigt man fiir ihre Beschreibung
nur einen freien Parameter, den Kurvenparameter, auch wenn es sich bespielsweise um eine Raumkurve
(im 3-dimensionalen Raum) handelt.

6.1.1 Linienelement in kartesischen Koordinaten

Im kartesischen Koordinatensystem kann folglich jeder Punkt einer Linie durch den zugehorigen
parametrisierten Ortsvektor dargestellt werden, z. B.

z(t) x
7(t) = | y(t) | mit Parameter ¢ , 7(z) = | y(z) | mit Parameter z .
2(t) z(x)

Der Parameter ¢t kann z. B. die Zeit sein und der Parameter x ist die Ortskoordinate = selbst. Aus
dem Differentialquotienten

dz(t)/dt
o = W@/
dz(t)/dt
nach dem Parameter ¢ resultiert das
At da(t)/dt
vektorielle Linienelement d7(¢) = rdt ) ~dt = | dy(¢)/de |- dt.
dz(t)/dt

Die Arbeit W, die eine Kraft F(7) lings eines Weges 7(t) verrichtet ist damit das Arbeitsintegral

) Fu(a(0),y(0).2(0)\  (da(t)/at
[ Fear (@0 9(0).20) | - [ dy()/at | -as

F.(z(t),y(t),2(t)) dz(t)/dt

- /Fz(F(t)) df(ﬂiit) St + /Fy(F(t))dZit),dt N /FZ(F(t)) dZSf) .

Interessant und wichtig ist, dass d#(t)/d¢, d. h. die Ableitung der Kurvenfunktion nach dem Kurven-
parameter, der Tangentenvektor an die Kurve im Punkt 7(¢) ist.!

|
0|

Das (skalare) Linienelement ds = ds(t) resultiert aus der Ableitung der Kurvenldngenfunktion
s(t) nach dem Parameter ¢t wie folgt:

to ta

%

Kurvenstiicklinge = s(t)

SV (@) + (an)f + (A=)

t1 t1

(- (352 (5

t]\/(dzgf)f + (di§t>)2 + (dzit)f L Zjds(t) _

to

1

1Siehe dazu: Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 3, Vieweg-
Verlag, Braunschweig, Wiesbaden, 4. Auflage, 2001, Abschnitt 1.2 Differentiation eines Vektors nach
einem Parameter, Seite 4 bis Seite 20.
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dr

g7 | folgt daraus

da J dz\2 _  [dF dF _
Mit \/d () +(dt) =\ atar =

—

dr
= d_' =
" 7| <

Das Linien- oder Kurvenintegral lings 7(¢) in einem skalaren Feld f(x,y, z) ist damit
[ #as= [ £ao.00.0)-

Allgemein, also beispielsweise fiir krummlinig-schiefwinklige Koordinatensysteme, wird das Linienele-
ment ds wie folgt im Tensorkalkiil dargestellt:?

dF(t)
at

’.dt.

(ds)? = g dubdul .

Dabei ist gi; der metrische Tensor oder Metriktensor, der sich aus dem verwendeten Koordinatensystem
mit der Jakobi-Matrix J durch

JUT =1 = (gu) — gu

ergibt. Wenn man die Matrix (gkl) in einen Tensor umschreibt, erhdlt man den Metriktensor gg;, der
die Metrik des Raums beschreibt.

6.1.2 Linienelement in Polarkoordinaten

Im Folgenden verwenden wir gelegentlich die Laufindizes ¢ € {1,2,3} und j € {1,2,3} am Koordina-
tensymbol u, sodass u = uq, v = uz, w = usg .

Jetzt leiten wir das Linienelement fiir krummlinig-orthogonale Koordinatensysteme her. Dies betrifft
insbesondere die in der Praxis wichtigen Polarkoordinaten. Dazu gehoren insbesondere

e ebene Polarkoordinaten oder kurz Polarkoordinaten,
e Zylinderkoordinaten,
e sphérische Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten.

Hierbei handelt es sich um spezielle (u, v, w)- bzw. (u7, us, uz)-Koordinatensysteme, deren Koordina-
tenlinien (u,v,w) = (u1,u2,us) und folglich auch ihre Basiseinheitsvektoren

or or o7
€y, =€, = €, =€, = 5%, &,=6,=-%
£ 551 5]

stets senkrecht aufeinander stehen, sodass gilt:

0 fiir 4 = i
’ ' 1firi=7.

Auferdem bilden die Basiseinheitsvektoren in der Reihenfolge u, v, w bzw. uy, us, uz ein Rechtssystem,
also insgesamt ein orthogonales Rechtssystem bzw. ein rechtwinkliges rechtshéndiges Dreibein geméfs

éi'(€1LJX5qtk) = &ijk -
Aus oF  oF  oF oF oF oF
sza—rd —|—a—rdv+a—rdw: ar du+ &, az dv—i—éwa—?:dw

2Im Abschnitt 6.8 Der metrische Tensor (Metriktensor) meines Skripts Grundlegendes zur Elek-
trodynamik und Quantenmechanik ist das Linienelementquadrat mit dem Metriktensor vollsténdig
ausgeschrieben. Um derartige ,,Monstren* zu handhaben, ist der Tensorkalkiil entwickelt worden. Es
ist gut zu wissen, was sich hinter derartigen Tensoren verbirgt.
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und mit den metrischen Koeffizienten

or or or
gu:%’ gu=%7 szaTU
folgt das vektorielle Linienelement (6.1)
d¥ = gydu-€, +g,dv-€, +g,dw-€, = (6.1)
(d7)? = (ds)? = g2 du® 4 g2 dv® + ¢2 dw? . (6.2)

Durch Radizieren des Linienelementquadrates (6.2) resultiert das (skalare) Linienelement

ds = /g2 du? + g2 dv? + g2 dw? . (6.3)

Die Darstellung einer Kurve erfolgt beispielsweise durch die Parametrisierung — hier mit dem Parameter
t — des Ortsvektors geméfs

7(u,v,w) — 7“'(u(t)7 v(t), w(t)) .

Bei der Bildung von Kurvenintegralen langs der Kurve 7(¢) bendtigen wir das parametrisierte
Linienelement. Dabei ist zu beachten, dass hier die metrischen Koeffizienten g, (t) ldngs der zugehorigen
Koordinaten w;(t) konstant sind und folglich hinsichtlich der Ableitung der Differentiale du;(t) nach
dem Parameter ¢ als konstante Faktoren betrachtet werden kénnen. Zwar sind die Basiseinheitsvektoren
bei krummlinig-orthogonalen Koordinatensystemen ortsabhéngig und werden deshalb parametrisiert,
doch ergeben sie im Skalarprodukt unter dem Integral €y, (t)- €y, (t) = 0 fiiri # j und €y, (t)+ €y, (t) = 1.
Im Ubrigen erfolgt die Parametrisierung vollig analog zu der in kartesischen Koordinaten:

dF(t) = (gu(t) dz;it) L&, (1) + 9u(t) dzit) L Ey(t) + gu(t) d%f) . gw(t)> Lt
2 2 5
ds(t) = \/gi(t) (dz(tt)) +g3(1) (dz(f)> +g3(t) (%E“) .

Beispiel:

Betrachten wir wieder das Arbeitsintegral, aber diesmal in Kugelkoordinaten. Ist das Kraftfeld F_"('F' )
in kartesischen Koordinaten gegeben, miissen wir es zunéchst in Kugelkoordinaten transformieren.
Dies zeigen wir am Kraftfeld

T —yz
F(z,y,2) = |y+az

2
Mit x = r-sind-cosg,

= r-sind-singp,

z = r-cos?

ersetzen wir die kartesischen Koordinaten in ﬁ(x, y,z) und erhalten die folgende Darstellung in
Kugelkoordinaten:

rsint cos  — rsind sin ¢ - r cos ¥

ﬁ(r,ﬁ,ap)z rsindsing + rsin ¥ cos ¢ - r cos (6.4)
rcos ¥
sin ¥ cos —singp
=7 |sindsing | + r2sind - cos =
cos ¥ 0
—&, =é,

ﬁ(r, Y, p) = (rsinﬂcosg@—rz Sin19sin(;5(30519)€z + (rsinﬁsin<p+r2 sin19c05¢cos19)€y +rcosv €,
=r-é + r2sin19~é’¢

=F.-€ + F,-€,. (6.5)
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An diesem Beispiel lésst sich leicht {iberpriifen, dass man die skalaren Vektorkomponenten F., Fy, F,
von F (in Kugelkoordinaten) entweder durch

F, sin cos?  sin¥sin g cos ¥ rsind cos p — rsindsin ¢ - r cos ¥ F.
DT. Fy, | = [ cosdcosd costdsing —sind |- | rsindsing+rsindcosg-rcosd | = | Fy
F, —sing COS 0 rcos v F,

oder durch die Projektion des Vektors F(r, 9, ) in Darstellung (6.4) auf die Basiseinheitsvektoren
€, €y, €, in Darstellung (5.1) berechnen kann:

ﬁ(r?ﬂa@)'érzFrv ﬁ(r707¢)'€§:Fﬁa ﬁ(r,ﬁ,@)'éwsz.
Mit dem (6.1) entsprechenden vektoriellen Linienelement fiir Kugelkoordinaten
dr(u,v,w) = gy -du-€,+ g, - dv-€, + gy -dw-€, =

dr(r,9,¢9) = 1-dr-€ +r-dd-€y+rsind-dy- €,

kénnen wir jetzt das Arbeitsintegral in Kugelkoordinaten bilden:
/ﬁ-df - /(FT.5T+F,9-éﬁF@-ey,).(1-dr-aw.dﬁ-éﬁrsinﬂ-dgo.é@)

= /(r-é} +0-é'19+rQSin19~é'¢)-(1-dr-é’r+r-d19~€,9—l—rsin19~dgp-é'¢>.

Die Parametrisierung mit dem Kurvenparameter ¢ liefert daraus

/ﬁ(F(t))-dF(t) :/(r(t)-ér(t) +0-&(t) + (r(t))zsinﬁ(t)-égo(t))

& () +r(t) %’f) - Ep(t) + (1) sinI(t) -

de(t)
dt

: é;,(t)) dt .

Weil im Skalarprodukt (unter dem Integral) stets €, (t) - €,,(t) = 1 gilt, ist das Arbeitsintegral in
unserem Beispielkraftfeld fiir ein Kurvenstiick von #(¢1) bis 7(t2)

7(t2) t2

/ F.dF = / (r(t) d:i(tt) + (r(zﬁ))SSin2 9(¢) dflit)> -dt .

#(t1) t

In Polarkoordinaten (u,v,w) ist das mit ¢ parametrisierte Kurvenintegral in einem Vektorfeld
F(u,v,w)

/ﬁ-dF - /ﬁ(u<t),v(t),w(t))-df(u(t),v(t),w(t))

- <F"(t) e dzjiit) + Fo(t) - g0 dv(t) + Fu(t)-g dw(t)) ~dt.

dt “de

In Polarkoordinaten ist das Linien- oder Kurvenintegral 1l&ngs #(t) in einem skalaren Feld f(u,v,w)
mit dem skalaren Linienelement (6.3) nach Parametrisierung mit ¢

/f-ds - /f(u(t),v(t),w(t)) ds(u(t), v(t), w(t))

/f(u(t),v(t),w(t)) . \/gg (dZ§t)>2 g <(hc)g)>2 s (dlé’h(f)f dt
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6.2 Flachenelement

Flachen S werden durch 2 freie Parameter beschrieben, z. B. durch die Parameter bzw. Koordinaten
wund v:

S = r(u,v) .
Allgemein ist damit das vektorielle Flichenelement
dS(u,v) = <8r(u,v) X 8r(u,v)> cdudy = n-dA.
ou Oov —~—

dA

71 ist der Normalenvektor auf S und es gilt S 17 7i. Das (skalare) Flichenelement ist folglich
o (u,v) " Or(u, v)
Ju v

0

dS(u,v) = ‘ ~dudv = |ii|-dA.

Weiterhin gilt mit dem Einheitsnormalenvektor 72

d§ = 2 jfijdA. = @ -dS
73
Fldchenelement auf der Kugeloberfliche mit Radius R in kartesischen Koordinaten:

Als freie Parameter wihlen wir die beiden kartesischen Koordinaten x und y:

x
Kugelfliche S := 7(z,y) = Y =
/RZ — 22 — 42
2 _ .2 ,2\—3
ofey) | orwy) _ (U T )T R
n= o X ay =y - (R —;zl: —yH)7z |, |73 R279327y2’
S x
1
A= o= y
|7i| R R2 — 22 — 42
dS = |n]|-dA = R ~daedy,
RZ — 22 _ 42
) v (R?—a?—y?)72
dS = 7% dS = f-d4d = |y (R2—a22—y2)"2 | -dzdy.
1

Flidchenelement auf der Kugeloberfliche mit Radius R in Kugelkoordinaten:

Die freien Parameter der Kugeloberfliche sind die Kugelkoordinaten v und ¢:

R -sinvcos g
Kugelfliche S := 7(J,¢p) = | R-sin¥ sinyp =
R -cos?
.2
=9 (9 sin” ¥ cos ¢
i = 67’(819780) X 87’(6 ) = R? | sin®9 sing | , 71| = R?*sin® ,
® sin ¥ cos ¥
A sin ¥ cos ¢
i’ = — = [sindsing
7] cos v
dS = |f|-dA = R%sind-dddy,
B sin ¢ cos ¢
dS = 7-dS = 7i-dA = |sin?sing | R®sind - ddde .
cos ¥
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6.3 Volumenelement

Siehe auch:

Siegfried Grofimann, Mathematischer Einfithrungskurs fiir die Physik, Teubner-Verlag, Stuttgart,
Leipzig, 8. Auflage, 2000, Abschnitt 5.3.4. Wechsel der Variablen, Abschnitt 5.5.4.2. Die Funktional-
determinante und Abschnitt 5.3.4.3. Die Transformation von Flichenelementen, Seite 203 bis Seite
207.
https://vhm.mathematik.uni-stuttgart.de/Vorlesungen/Mehrdimensionale_Integration/
Folien_Mehrdimensionale_Integration.pdf

Volumina besitzen 3 freie Parameter. Es ist sofort klar, dass das Volumenelement
in kartesischen Koordinaten (z,y,z) : dV = dzdydz

ist. Und schaut man sich die Abbildungen zum Volumenelement im ,Grofmann® oder im ,Weltner“3
an, so ist ebenfalls intuitiv klar, dass gilt

in Kugelkoordinaten (r,9,) : dV = dS-dr = r?sind-drdddyp.

Allgemein kann man sich das Volumenelement als infinitesimales Parallelepiped, auch Spat genannt,
vorstellen, dessen Kanten gebildet werden von den infinitesimalen Tangentenvektoren an die Koordi-
natenlinien des betrachteten Koordinatensystems. Im (geradlinigen, global orthogonalen) kartesischen
(z,y, z)-Koordinatensystem fallen die infinitesimalen Tangentenvektoren mit den Koordinatenlinien
zusammen, sodass das Volumenelement dV' ein Kubus mit dem Volumen dV = dz - dy - dz ist.

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien nichtkartesischer (u, v, w)-Koordinatensysteme
erhalten wir, falls die Koordinatentransformation (z,y, z) = g(u, v, w) bzw.

x z(u, v, w)
=1y = |ywvw)
z z(u, v, w)

bekannt ist, mit der Jacobi-Matrix J wie folgt:

ox 9z 9m
ou OJv Ow . . .
gl o e | _ or(u,v,w)  OF(u,v,w)  OF(u,v,w)
- ou  Ov ow - ou ’ v ’ Sw ’

9z 0z 09z
ou ov ow

J

(G G0 Gu) -

Die Vektoren g, g», Gw sind die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien w, v, w und bilden die
Spalten in der Jacobi-Matrix. Der Betrag des Spatprodukts, also

)

’(gu X gv)'gw’ = |detJ

aus diesen Tangentenvektoren ergibt das Volumen des Parallelepipeds im Verhéltnis zum Volumen
des kartesischen Kubus’ (07/0x x 07/9dy) - 07/0z mit 7(x,y, 2) = (z,y, 2):

100
)‘—det010 =1.
0 0 1

got (072, y,2)  Or(z,y,2)  Or(z,y,2)
Ox ’ Oy ’ 0z

Der Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix, d. h. der Betrag der Funktionaldeterminante
ist der Skalierungsfaktor fiir das Volumenelement gemafi

dV = 1-dezdydz = dadydz = |detJ|~dudvdw,

3Klaus Weltner, Springerlehrbuch, Mathematik fiir Physiker 2, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg,
New York, 12. Auflage, 2001, Abschnitt 15.4.8 Kugelkoordinaten, Seite 51.
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oder ausfiihrlich geschrieben:

or or or
— _ «— = 1
dv ‘(ax dx x ay dy> 5% dz drdydz
or or or
= ‘(&Lduxai}d?})'@wdw = |detJ‘-dudwa.

Zu beachten ist, dass in den Volumenelementen (und auch in den Fléchenelementen) der Betrag
der Funktionaldeterminante verwendet werden muss, um ein orientierungsabhéngiges Vorzeichen
zu vermeiden.

Eine vereinfachende Besonderheit gibt es bei lokal orthogonalen Koordinatensystemen. In diesem Fall
sind die Spalten der Jacobi-Matrix orthogonal zueinander, sodass fiir den Betrag der Funktionaldeter-
minante

|det J| = |Gu| - |Go| |G| = 9u- 90 Gu
gilt. Angewandt auf Kugelkoordinaten ergibt dies mit

rsind cos rsin 1 cos ¢ rsin 1 cos ¢
gr = a rsindsing || =1, gy = 9 rsindsing || =7, g, = % rsinvsing || = rsind
rcosv rcosv rcosv

das Volumenelement

dvV = |g',H§19| |§¢‘ ~drdddy = 1-r-rsind-drdddy = r?sind - drddde .
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6.4 Gelegentlich hilfreiche Erganzungen

e Zur Funktionaldeterminante bei Flichenelementen im R?:

Fldchen sind 2-parametrige geometrische Objekte, besitzen also zwei freie Parameter. Die
Analogie zum Volumenelement im 3-dimensionalen Raum ist folglich das Flachenelement im
2-dimensionalen Raum bzw. in der Ebene mit der quadratischen Jacobi-Matrix

Oz (u,v)  Oz(u,v)

J _ ou ov _ <xu xv) — (O(x,y))
Oy(uw)  By(uw) Yu Yo o)

ou ov

bzw. der zugehorigen Inversen

Ou(z,y)  du(z,y)
ox

J = Oy _ (U Uy :<a(u,v))
ov(z,y) Ov(z,y) Vgr Uy Izy) ) -

ox oy
Das Fliachenelement im R? ist dann

or(u,v) " O (u,v)
Oou v

dS(u,v) =

~dudv = |detJ| -dudv = ’det(ggi:zg)‘-dudv,

was man sofort fiir den Fall ebener Polarkoordinaten verifizieren kann (siehe Abschnitt 5.1).

o Beziehung zwischen Funktionaldeterminante und ihrer Inversen:
Es gilt
dV(z,y,2) = dedydz = ‘det (%)‘ ~dudvdw = dV(u,v,w) . (6.6)

Und mit

AV (u,v,w) = dudvdw = ‘det (%((ZZZ)))‘ ~drdydz

resultiert aus (6.6)

dedydz = ’det (%)’ . ’det (%) ’ -drxdydz = dexdydz

=1

= faer (32| = g
‘det (8(11,,71;,771)))‘

in Ubereinstimmung mit

1
det A~

Angewandt auf die Funktionaldeterminante det J hat dann diese Beziehung in vereinfachter
Notation die folgende Gestalt:

A invertierbar = detA”! = (det A)f1 =

Up Uy Uy

1 1
detJ ' = |v v v, = = .
wz u;“; wzz Ty Ty Lo det J
Yu Yo Yuw

Zu Ry Rw

Auflerdem sieht man, dass

AV (u,v,w) = dudvdw # dzdydz = |det J| - dudvdw = dV (u, v, w) .
e Zum Skalierungsfaktor bei Flichenelementen im R?:

Weil Fliachen nur zwei freie Parameter besitzen, gibt es fiir sie im R? keine Funktionalde-
terminante in der bereits diskutierten Form.* Man kann aber auch fiir Flichen im R? eine

4Siehe Siegfried Grofmann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik, Teubner-Verlag, Stutt-
gart, Leipzig, 8. Auflage, 2000, Abschnitt 5.5.4.2. Die Funktionaldeterminante, Seite 205.
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Determinante konstruieren, die den richtigen Skalierungsfaktor liefert, wenn wir davon ausgehen,
dass der Skalierungsfaktor der Betrag eines Spatprodukts

(@xb)-¢ = (bxé)-@ = (Exd)-b

sein soll, und wenn wir berticksichtigen, dass man ein Spatprodukt als Determinante 3. Ordnung
scheiben kann:
az; by cg
det (a, b, | = det(d b, ¢) = (@xb)-c.
a. b, c:
Die Elemente der Determinante sind hier skalare Vektorkomponenten und diirfen nicht mit
partiellen Ableitungen nach den Koordinaten z, y, z verwechselt werden. Wenn jetzt %Z =a

und g—f = b die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien der Fliche sind und wenn 7° der
nach auflen gerichtete Einheitsnormalenvektor auf dieser Flache ist gemaf

axb=n = @i'= -5 = , |7’ =1,

dann kénnen wir damit ein Spatprodukt konstruieren, das uns den Skalierungsfaktor fiir das
Flachenelement liefert:

oF OF
det(au,au7n>‘

Sehr bequem lésst sich diese Determinante fiir die Kugeloberflache ermitteln, denn Kugelkoor-
dinaten sind lokal orthogonal. Deshalb steht der Vektor g, stets senkrecht auf den Tangenten-
vektoren g, und g, an die Koordinatenlinien 1} und ¢ der Kugeloberflache:

sin ¥ cos ¢
gr = | sin¥sing | =7, fﬁr‘:9r=1~
cos ¥

Der Skalierungsfaktor fiir das Fléchenelement der Kugeloberfliche mit » = const = R ist damit

or(d, ¢)  Or(d,¢)

= |det (5197 g&;ﬂ gr)

o9 Op
Rcostcosp —Rsindsing sind cosy
= |det | Rcosdsing Rsindcosy sindsing = R?sind .
—Rsind 0 cos ¥

Das Raumwinkelelement df? ist
d? := sinddddy,

sodass das Integral {iber den gesamten Raum R® den vollen Raumwinkel

T 27
s = /d() = / /Sinﬁdﬁdga = 4r
R3 =0 =0

ergibt. Der Raumwinkel (2 ist ndmlich {iber die Gesamtoberfliche Aok einer Kugel mit dem
Radius R und iiber deren Teiloberflichenstiicke A wie folgt definiert:

2
AOK_47TR —dr - 0- A

R =




7 Differentialoperatoren in krummlinig-orthogonalen
Koordinatensystemen

(Nach dem Lehrbuch aus der Teubner Studienbiicherei Physik: Siegfried Groffmann, Mathematischer
Einfiihrungskurs fiir die Physik, Teubner-Verlag, Stuttgart, Leipzig, 8. Auflage, 2000, Abschnitt 7.2.
Differentialoperatoren in krummlinig-orthogonalen Koordinaten, Seite 256 bis Seite 258.)

In diesem Kapitel verallgemeinern wir die Differentialoperatoren des geradlinig-orthogonalen (kar-
tesischen) (z,y, z)-Koordinatensystems auf die Differentialoperatoren in krummlinig-orthogonalen
(u, v, w)-Koordinatensystemen.

7.1 Gradient

In kartesischen Koordinaten ist der Gradient einer skalaren Funktion bzw. eines skalaren Feldes
f=7f)= f(x,y,2) definiert durch

of . ~of . Of . df
d = —-€, —_— . — e, = — . 1
grad f 5 € + 3y €, + 5, € = (7.1)
Bei i—ﬁi handelt es sich um eine symbolische Schreibweise, denn sie ist inkonsistent mit dem Vektorkalkiil.
Das Skalarprodukt

grad f - d7¥ = df

beschreibt die Felddnderung bei Verschiebung dr.

Der Gradient ist also ein Vektor, der die Anderung der Feldgrofe f pro Verschiebung (Linge)
beschreibt und in die Richtung der maximalen Anderung von f zeigt. Das aber bedeutet, dass die
u-Komponente grad,, die Projektion des Gradienten(vektors) auf den Basiseinheitsvektor €, ist:

grad, = grad f-é, . (7.2)
Mit
or
s o ou _ Lor 1 (0w, Oy, 0z,
Cu = or C guOu gu 8u6x+8uey+8uez
Ju

resultiert aus (7.2) das Skalarprodukt bzw. die skalare Vektorkomponente des Gradienten von f in
Richtung der u-Koordinate:

(B0 08 08 L\ L (e, oy, 0n,
grad, = <3x ew+8y ey+6z eZ) Gu <8uex+8uey+
1.(8f8x of oy 8f8z>

90 \ozou oy ou " 9z 0u
a

g

Q|

u

Der unterklammerte Term ergibt nicht 3 g—i sondern g—i wie beim totalen Differential geméaft der

Kettenregel, sodass wir fiir die skalare Vektorkomponente in u-Richtung

rad _iﬁ

erhalten. Die skalaren Gradientenkomponenten in v- und in w-Richtung ergeben sich vollig analog.
Mit diesen drei Komponenten ist dann der Gradient in den orthogonalen Koordinaten u, v, w

1 0f 1 of 1 0f |

d f(7 T g 0u T g o gy Bw Y
gra f(r(u,v,w)) I ou € gy OV g Bw ©

Wihlen wir fiir die allgemeinen orthogonalen Koordinaten u, v, w speziell die kartesischen Koordinaten
x, Yy, z mit g, = g, = g, = 1, so resultiert erwartungsgemaf (7.1).
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7.2 Divergenz

Die folgende Herleitung ist analog zu der Herleitung der Divergenz fiir kartesische Koordinaten im
Kapitel 15 meines Basisskripts zur Infinitesimalrechnung. Im Folgenden verwenden wir gelegentlich
den Laufindex i € {1, 2,3} am Koordinatensymbol u, sodass u = uj, v = ug, w = ug .

Wenn der infinitesimale Abstandsvektor in orthogonalen Koordinaten

R or or or
dr = %duﬂ- %qu—a—wdw

ist und fiir die entsprechenden orthogonalen Basiseinheitsvektoren

1 dr N dr .
€u, = — = €. Gu.
g o, du; du, w; Ju;

gilt, dann kénnen wir fiir den infinitesimalen Abstandsvektor unter Verwendung der Basiseinheitsvek-
toren
dr = €, gudu+ €, g, dv + €, g dw

schreiben und das Volumenelement ist
dV = gydu-g,dv- gy dw = gugpgw - dudvdw .
Und fiir das Volumen bei kleinen Absténden gilt dann
AV & gugugw - AuAv Aw .

Fiir den Fluss des Vektors ﬁ(u,v,w) = (Fu(u, v,w), Fy(u,v,w), Fy(u,v, w)) durch die einhiillende
Fléche S = OV eines quaderanalogen Bereichs V', dessen Kanten gebildet werden von den krummlinig-
orthogonalen (u, v, w)-Koordinatenlinien, gilt

vo+Av wo+Aw
7{ F.i%dS = / / [Fu(uo —l—Au,v,w) —Fu(uo,v,w)}gvdvgwdw
s

Vo wo

wo+Aw ug+Au
+ / / {Fv (u,vo —|—Av,w) — Fv(u,vo,w)}gwdwgudu

wWo Uuo

ug+Au vo+Av
+ / / [Fw (u, v, wo + Aw) - F, (u, v, wo)]gudugvdv

vo+Av wo+Aw
= / / [gvngu (uo + Au,v, w) — GoGuwFy (uo, v, w)} dv dw (7.3)

Vo wo

wo+Aw ug+Au
=+ / / {gwguFU (u, vy + Av, w) — GuwGu Fy (u, Vg, w)} dw du

wWo Uo

uo+Au vo+Av
+ / / [gungw(u;U;wO + A'LU) — GuGuFu (u,v,wo)]dudv .

Uuo Vo

Die Taylor-Entwicklung beispielsweise des Integranden in (7.3) an der Stelle ug liefert

[gvngu (uo + Au,v, w) — GoGuwFu (uo, v, w)}
2

0 10
= gvngu (Uo,’l),w) + % [gvngu(u07v7w):| Au + 5 W [gvngu(u07v7w):| A’LLQ + o

- gvngu (Uo, v, w) )
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{g,,ngu (uo + Au,v,w) — GG Fy (uo,v,w)} = (,% [gvngu (uo,v,w)}Au e

Die Glieder hoherer Ordnung haben wir deshalb nicht mehr aufgefiihrt, weil alle Glieder der Ordnung
> 1 bei der spéter erfolgenden Grenzwertbildung mit Awu; — 0 verschwinden. Diese Taylor-Entwicklung,
die analog auch fiir die beiden iibrigen Teilintegranden gilt, setzen wir in das Flussintegral ein:

vo+Av wo+Aw

Lo 0
ng-nOdS = / / {(au[gvngu(uo,v,w)}Au -~-}dvdw

Vo wo

wo+Aw up+Au
+ / / {a[gwgqu(u,vo,w)}Av -~}dwdu

ov
wo ug
uo+Au vo+Av P
+ / / {&U[gungw(u,v,wo)}Aw ---}dudv .
uo Vo

Darauf wenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung

Z1

/ f@)de = (21— 20) [(7) = f(F) Az

zo

an und erhalten

_— 0 o
]iF-nO ds = %[gvngu(uo,v,w)}AuAv Aw ---

9 o
+ %[QwQqu(u,vo,w)}AuAvAw

+ i {gungw (ﬂ,f},wo)}Au AvAw --- .

ow
Die mittlere Quelldichte von F fiir den quaderanalogen Bereich V ist folglich
1 s 1 - 1 0
— ¢ F-i’dS ~ Fi’dS ~ = goguPu(uo,5,0) | -+
AV}é " GugvGuw - AuAv iji " GuGugw 0ul?? (10, 9, 0)
0
o |9w qu ~7 ’ D :|
JuGvGuw OV {g 9uFu (@ 0, @)
1 0 {
| gugoFu (i, 5, w } .
GuGvGuw OW Jud ( 0)
Wenn wir jetzt das Volumen AV gegen Null gehen lassen geméaf
Au — 0 m Uo
AV -0 = Av — 0, v — v,
Aw — 0 w wo

erhalten wir exakt die (lokale) Quelldichte bzw. die Divergenz von F fiir den Raumpunkt
7o = (uo, vo, wo) :

1 0 0 0
" {6u gvngu<u07UO7w0):| + %{gwgqu(uO)U07w0):| + %{gungw(Uo,Umwo)}} -

Weil aber diese Divergenzformel fiir jeden Raumpunkt 7 im Vektorfeld F(F ) gelten soll, konnen wir
7o durch 7 ersetzen und erhalten schliefSlich

div F (7(u,v,w)) = ! {8 (gvgw Fu) + %(gwgu Fv) + %(ngv Fwﬂ -
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7.3 Laplace-Operator

In kartesischen Koordinaten z, y, z ist der Laplace-Operator die Anwendung des Divergenz-Operators
auf den Nabla-Operator (,Gradient-Operator”) gemif!

82 32 82

— i _ w2 _
A :=divgrad = V _@—'_87;2—’—@'

Dabei darf man das Laplace-Operator-Symbol A nicht mit dem Differenz-Delta verwechseln. Auf
den Vektorpfeil iiber dem Nabla-Symbol V fiir den Gradienten wird meistens verzichtet, weil von
vornherein klar ist, dass es sich beim Gradienten um einen Vektor handelt. Der Laplace-Operator
beinhaltet also zuerst die Bildung des Gradienten f(f’ ) einer Funktion bzw. eines skalaren Feldes?
f(7) und daran anschliefend die Bildung der Divergenz des Gradienten bzw. Vektorfeldes F/(7) . Das
gilt in dieser Weise natiirlich auch fiir krummlinig-orthogonale Koordinaten:

grad f(u,v,w) = (F,, Fy, Fy) = Fu,v,w) — divF(u,v,w)=Af(u,v,w) .

Um den Laplace-Operator in krummlinig-orthogonalen Koordinaten zu erhalten, brauchen wir also
nur die Ergebnisse der Abschnitte (7.1) und (7.2) zu kombinieren:

Lof, 10,

Ltof, 1 S
gvavv gwaww

grad f = €y +

_|_
Gu Ou

= Fueu+E)ev+Fwew;

divF = guglvgw [aé; (gugw Fu> + a% (gwgu Fv) + % (gugy Fw):| =

. o 1 0 Gv 9w af 0 Guwu 8f 0 GuGv af
A = divered f(fwv,w)) = 2o [a (e 5 ) + (e 5r) + (2 811))1

bl = = — - — — — - 2 2 2
V2 = V.V = (a%ea;-&-a%ey-&-%ez)- (%em—ka%ey—i—%ez) = %—I—%—i—%. O
2Es gibt auch den Vektorgradienten, d.h. den Gradienten eines Vektorfeldes. Das schon an dieser
Stelle zu diskutieren, wiirde zu weit fiithren.
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7.4 Rotation

Die folgende Herleitung ist analog zu der Herleitung der Rotation fiir kartesische Koordinaten im
Kapitel 16 meines Basisskripts zur Infinitesimalrechnung. Im Folgenden verwenden wir gelegentlich
den Laufindex i € {1,2,3} am Koordinatensymbol u, sodass u = uy, v = ug, w = ug .

Die Rotation ist ein Vekt_’or bzw. ein Vektorfgld. In krummlinig-orthogonalen Koordinaten u, v, w
besitzt die Rotation rot F des Vektorfeldes F (7(u, v, w)) die

—

Vektorkomponenten €, - rot,, F .

Das bedeutet, dass die
rot,, FF = (rot F) - €,

die skalaren Vektorkomponenten sind. Weil die Herleitung der einzelnen skalaren Vektorkomponenten
der Rotation vollig analog zueinander ist, werden wir nur die w-Komponente der Rotation herleiten
und die beiden tibrigen Komponenten schlussfolgern.

Mit dem vektoriellen Linienelement
dr = €, gudu+ €, - g,dv + €, - gpdw

gilt in krummlinig-orthogonalen Koordinaten fiir das vektorielle Linienintegral in einem Vektorfeld
F(7) (siche Arbeitsintegral im Abschnitt 6.1.2)

/ﬁ°dF = /(Fu'gudu+E)'gvdv+Fu1'gwdw) .

Betrachten wir in einem krummlinig-orthogonalen (u, v, w)-Koordinatensystem ein rechteckanaloges
Flachenstiick S,, . Dieses werde bei wy = const im mathematisch positiven Umlaufsinn umrandet von
der geschlossenen Kurve 95, = Cy, , die wiederum aus den folgenden vier Teilkurven besteht:

von (uo, 0, wo) langs u bis (uo + Au, v, wo) ,

von (uo + Au, v, wo) langs v bis (uo + Au,vg + Aw, wo) ,
von (uo + Av, vy + Aw, wo) langs u bis (uo, vy + Av, wo) ,

von (uo, vo + Av, wo) langs v bis (uo, 0, wo) .

Damit bilden wir das Linienintegral oder genauer gesagt das Umlaufintegral bzw. die Zirkulation von
F langs Cy, :

uo+Au vo+Av
j{ F.dF = / Fu(u, Vg, wo) cgudu + / F, (u+ Au, v, wo) - gpdv
Cluv J J
ug )
+ / F, (u, vo + Awv, wo) - gudu + / F, (uo, v, wo) - gpdu |

uo+Au vo+Av

vo+Av
7{ F.dF = / [gv Fv(uo + Au, v, wo) — Gv Fv(uo, v, wo)} dv
Cuv J

uo+Au

- / [guFu(ua ’U()+A’U, wO) 7guFu(u7 Vo, wO)} du .
uo
Analog zur Herleitung der Divergenz liefert die Taylor-Entwicklung der Integranden

vo+Av uo+Au

. o 9
féwF-dr/ {%[QvFv(uo,%wo)]Au—k...}dv—/ {8”[guFu(u7v0,w0)}Av+...}du.

Vo uo

41



Auch bei dieser Taylor-Entwicklung brauchen wir die Glieder der Ordnung > 1 nicht zu berticksichtigen,
weil diese am Ende bei der Grenzwertbildung AS — 0 verschwinden. Mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung schreiben wir fiir (7.4)

N . i 5 )
?{Cuv Frdr = {au[ngv(uo’ v wo)}Au Jr”'}AU - {av|:guFu(u, Vo, wo)}Aer...}Au.

Die Division der Zirkulation durch den Flacheninhalt®
ASy, & gugy - AuAv

des rechteckanalogen Flachenstiicks S,, ergibt die mittlere Zirkulationsflachendichte von FinS,:

1 T 1 9 ~ o )
AS, }{CMF.dr ~ gugv{au[ngu(uo, v, wo)] I %[guFu(u, 0, wo)} +}

Wenn wir schlieflich den Fldcheninhalt AS,, gegen Null gehen lassen bzw. die geschlossene Kurve
Cyv auf den Punkt 7y = (uo, 0, wo) zusammenziehen geméaf

Au} S0,

S

—  Ug
H

UQ’

Av

erhalten wir exakt die (lokale) Zirkulationsflachendichte in S,, bzw. die skalare w-Komponente der
Rotation von F' im Raumpunkt (ug, vg, wg) = 7o :

, 1 L .1 (0 i) - B}
A}Sl,lfgoA&ujiw F.dr = gugv{au{gv Fv(uowo,wo)} - %[Qu Fu(uo,vmwo)}} = roty, F(70) .

Weil die Rotation fiir das Vektorfeld F in der gesamten von C,, umrandeten Fliache gelten soll,
ersetzen wir wieder 7y durch 7. Durch zyklische Vertauschung von u, v, w erhalten wir schliefslich
auch die u- und v-Komponente der Rotation und somit das Rotationsvektorfeld

rotﬁ(f’(u,v,w)) = gvlgw :;}(gw ~Fw) - a%(Qu Fv):| €y
+ gwlgu _ai} (gu'Fu> - i(gw-Fw)} €y
+ gulgv _i(ngv) - ;}(ngu)} Euw -

Dies lasst sich auch kompakt als Determinante schreiben:

— — —

€y €y Ew
Gv 9w Juwu GuGv
oF=| 0 0 o
ou ov ow
gu‘Fu gv’Fv gw’Fw

3Weil wir den Mittelwertsatz wie {iblich mit dem ,Differenz-A“ in AS,, anweden, haben wir von der
Benutzung des Fliachenelements dS,, = ¢, g, - dudv Abstand genommen.
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8 Green’sche Identitaten

Die Green’schen Identitaten werden auch Green’sche Theoreme genannt. Der Vollstén-
dig halber geben wir zu Beginn den

Satz von Stokes /rotf“dg = F.dr
s as

und den

—

Gaufd’schen Integralsatz / divFdV = 7{ F.dS
1% ov

al.

Die Funktionen @ und ¥ beschreiben Skalarfelder. @ sei mindestens ein mal und ¥
mindestens zwei mal stetig differenzierbar. Dann ergibt sich die 1. Green’sche Identitat
aus dem Gauk’schen Integralsatz wie folgt:

7{ (@VW).dS = /v-(gbvw)dv = /(¢v2w+v¢-vu‘/)dv =
ov Vv \%

1. Green’sche Identitt f{ (oV¥)-dS = / (DAY + V- VW) dV .
ov \%4

Jetzt seien sowohl @ als auch ¥ mindestens zwei mal stetig differenzierbar. Dann ergibt
sich die 2. Green’sche Identitdt aus der 1. Green’schen Identitéit wie folgt:

7{ (oVw)-dS = /(@Alp+v¢-vw) v, (8.1)
ov \4
]f (0 VP)-dS = / (VAG + VI V) AV = (8.2)
ov \%
Wir subtrahieren (8.2) von (8.1) und erhalten mit V- V¥ = V¥ .V die

2. Green’sche Identitiit 7{ (6VY — W VP)-dS = / (AW — W AD)dV .
ov \4
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9 Taylor-Entwicklung eines skalaren Feldes

Siehe auch:

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 2004, Abschnitt 1.2 Taylor-Entwicklung, Seite 8 bis Seite 13,

Siegfried Grofmann, Mathematischer Einfihrungskurs fir die Physik, 8. Auflage, Teubner-Verlag,
Stuttgart, Leipzig, 2000, Abschnitt 3.3.5. Taylorentwicklung fir Felder, Seite 113 bis Seite 116.

P
/4\\\‘\
4 S~

ro// \\\\\h=r'ru

r=r,+h

Abb. 9.1 Das skalare Feld @ wird entwickelt um den Punkt Py, d. h. an der Stelle 7, fiir den
Aufpunkt P, d.h. fir den Ort ¥ =7r) + h.

In Analogie zur Taylor-Entwicklung

~h”, h=x—x

flz) = f(zo+h) = an
n=0

an der Stelle x, also fiir h — 0, entwickeln wir die skalare Feldfunktion
() = @(T_é + ﬁ) = D(x19 + h1, @20 + ho, x30 + h3)
gemaf Abbildung 9.1 an der Stelle 7y mit Hilfe eines Tricks, indem wir

@(t) = @(Fg + h- t) = 5(1‘10 + hlt, 20 + hgt, T30 + hgt)

Die Entwicklung von &(t) an der Stelle ¢ = 0 ist dann

=1 ~
=D g
n=0 7’L t=0
Darin enthalten sind:!
PO =d(0) = d(F) |,
t=0

"'Wegen O0x;o = 3:1:,;|F:FD diirfen wir schreiben:

0P (7 + ht)

_0D(ry)  OD(T)
=0 o &mo o 8351 L
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4¢=0

4t=0

a@(ro—i-ht

(:L‘lo T hlt (l’lo + hﬂf)

E:lCL

4¢=0

(Igo + th)

E‘:|>’—L

(ZEQO + th 1o

6@(7“0 + ht

(l‘go + h3t)

0?P(T)
! 6x18x1 o
0?P(T)
3x28x1 .
0?d(7)
83738371 .

+ ho

+ hg

)
)
6@(7"0 +ht)
)
)
)

(I3Q + hgt

E:lCL

~hy + Iy

~hy + ho

~hi + D

4¢=0

0?P(T)
01102
0?P(T)
012029
0?P(7)
0r301

Folglich ist die Taylor-Entwicklung von &(t) an der Stelle t = 0

3

(o

A

70

o\
8_xz> ()

9.2)
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SchlieRlich erhalten wir aus der Entwicklung (9.2) und unter Beriicksichtigung von
(9.1) fiir ¢ = 1 die Taylor-Entwicklung der skalaren Feldfunktion ®(7) = @(7 + h) an
der Stelle 7 wie folgt:

Bt =1)=D(7p+h) = D7) Z (
Schreibt man vereinfachend 7 fiir 7, erhélt die Taylor-Entwicklung (9.3) schlieflich

die Form w
o) =35 (S ) oo

i=1

(9.3)

70

Als Beispiel betrachten wir das Potential ¢ einer Punktladung ¢:

R « « q
p— p— = — = h p—
v = () =l h p(h),

47T€0 '

—

Abb. 9.2 Entwicklung des Coulomb-Potentialfeldes an der Stelle 7= 0 fiir den Aufpunkt P.

Konventionsgeméfs und wie in Abbildung 9.2 dargestellt, ist ¢ im Punkt Py := 7
lokalisiert, sodass der Aufpunkt (Messpunkt) P := 7 fiir das Potential den Abstand

= |h| = |7 — 7| von ¢ besitzt. Tatsiichlich also ist ¢ direkt abhéingig vom Betrag des
Abstandsvektors h=f— 7o und nicht von 7. Die Entwicklung an der Stelle Fy := 1
mit h=0 = 7= 7o ist wegen

1 1
= = 7 = =
|7 — 70| |70 — 70
nicht (jeﬁniert. Wir entwickeln deshalb nicht an der Stelle 4 = 0 sondern betrachten 7
statt h als die unabhéngige Variable und entwickeln an der Stelle 7= 0 bzw. z; = 0.
Die Rolle von A in (9.3) wird folglich in diesem Fall iibernommen von 7. Weiterhin
verwenden wir die gelaufige Notation |— 7| = |7 = 70 .

Taylor-Entwicklung von ¢(7) = ———— bis zur zweiten Ordnung;:

|7 — 7ol
n=20: N N
= Glied 0. Ordnung: ¢(7)| = ———F = = _
=0 |7 =7oll—g =70l 7o
n=1:
dop(T) 0 «
8331 =0 N 8351 ’F—Foy =0
_1
= [(l‘l — %10) + (l’g — £C20>2 -+ (1'3 — 1'30)2] 2
7=0
mzo) T;0
— = o —
|7 — r0|3 - e
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3
. 1 Oo(T7) T50 T T
= Glied 1. Ordnung: T ; o TZG. T, = a; 2 T =« 3
n=2
P p(7) 0 2 2 21-5
01,01, |,y O (@i — @io) + [(w1 — @10)” + (22 — 220)” + (w3 — w30)”] g
_ 0ij 3w —zo)(zj — xjo)
|7 — 703 |77 — 70/ e

3 Zi0 L0 51’]‘
= a 5 3
To To

= Glied 2. Ordnung;:

1 6290(7?) 1 5 3{23'1'0 Zj0 5@]
EZZax.ax T _QEZZ e o IO
=1 j=1 """ i=1 j=1 0 0
1 L C 315i033j0'$i£vj—7"§(5ij-x,-xj 1 3(77.770)2_727%
—alyy . SPE e}
=1 j=1

Die Taylor-Entwicklung des Potentialfeldes einer Punktladung ist somit

) =1 (& oY L -
) = = (D) e=D 04)
n=0 = v
. 1 T _»0 1 3(F Fo) —7’27°g
- [E re 2 re L

Wir haben in (9.4) (7 = 0 ) geschrieben, weil die Ableitungen von ¢(7) an der Stelle
7= 0 genommen werden sollen.
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10 Dirac’sche delta-Funktion

Siehe auch:

Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum, Heidelberg,
Berlin, 1998, Abschnitt 15.4 Die Diracsche Deltafunktion, Seite 403 bis Seite 408,

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin,
Heidelberg, New York, 2004, Abschnitt 1.1 Diracsche §-Funktion, Seite 3 bis Seite 8,

Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum, Miinchen, 2005, Kapitel & Distributionen, Seite 21 bis Seite 24,

Gero Hillebrandt und Matthias Kohler, Die Dirac’sche §-Funktion, 20. Oktober 2013,
www.physik.uni-halle.de/ tpobx/deltafkt.pdf

10.1 Definition der 6-Funktion

Die Dirac’sche delta-Funktion (4-Funktion) ist eine ,uneigentliche* Funktion, gehort zu
den Distributionen und sollte deshalb korrekt als Dirac’sches d-Funktional bezeichnet
werden. Wie im physikalischen Sprachgebrauch iiblich, werden wir sie aber dennoch kurz
0-Funktion nennen. Distribution bedeutet Verteilung. Schauen wir uns also zunéchst
eine kontinuierliche Verteilung an, die Gaufs’sche Normalverteilung, auch Gauft’sche
Glockenkurve genannt:

1 6_%(m

gg(z):\/ﬁg- =) = /go(:v)dle, g>0.

Der Parameter o ist die Standardabweichung und bestimmt Breite und Hoéhe der
Glockenkurve. Je grofer o ist, desto hoher liegt das Maximum und desto steiler
verlauft die Kurve. Der Parameter xg ist die Stelle des Maximums. Die Gauf’sche
Normalverteilung nennt man im Fall x5 = 0 und o = 1 Standardnormalverteilung.
Wie man sieht, ist die Gaufi’sche Normalverteilung auf 1 normiert. deshalb kann man
9o (x) als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren.

Analog zur Gauft’schen Normalverteilung gelte fiir eine Verteilungsdichtefunktion
do(x — p):

d
e Aus y:x—xoéd—yzlﬁdy:dx und mit  f(y) = dy(z — x0)
T

resultiert

._/ + I ; 1 ; I + I n Ha—

: T T
-1.0 -0.5 0.0 0i5 1i0 115 2.0 25 3.0
X,-G X, X, +o X

Abb. 10.1 GauB'sche Normalverteilung g, (z) fiir 0 = 0,5 und 2o = 1 . Der Flicheninhalt des
von den punktierten Linien und der x-Achse eingeschlossenen Quadrats ist gleich 1 und somit
gleich dem Flacheninhalt zwischen dem Graphen g, (x) und der z-Achse.
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ff(y)dy:fdg(l‘—xo)dx_

dy(x — x0) ist gegeniiber d,(x) um xz( langs der z-Achse verschoben, und zwar
bei g > 0 nach rechts und bei zy < 0 nach links.

!
o d,(xr — xg) sei stets positiv, also d,(z — x9) > 0.
(Die Herleitung mit einer stets negativen Verteilungsdichtefunktion ist ebenfalls
moglich. )

e d,(r — xg) sei eine gerade Funktion und symmetrisch zu zg .

e d,(r — xp) sei auf 1 normiert, d. h.

[e.o]

/ do(z —20) dz = 1. (10.1)

—0o0

Dafiir muss d,(x — x¢) zu beiden Seiten von x hinreichend schnell abfallen, also
hinreichend schnell gegen Null gehen.

Eine solche Funktion ist beispielsweise auch die sehr einfache, in einem Bereich der
Grofe o um = = x( lokalisierte, diskrete Verteilungsdichtefunktion (Rechteckfunktion)

N o o
— flirzg— =<z <z0+ =,
o 2 2

do (T — 20) = (10.2)
0 sonst .
d, (x-x,)=d.(x-2) Abb. 10.2 Die Rechteckfunktion d,(z — x¢) fiir c = 0,5 und
» 2o = 2. Der vom Rechteck eingeschlossene Flacheninhalt ist
gleich 1.
]
0 1 2 3 4 X

Wie gefordert, ergibt diese Verteilungsdichtefunktion

00 zo+5 oo
1 1 w03 1
/dU(JT)dZL‘:/—dl’:—-ZE :_<g+g>:1
o o w-g O 2 2

Aus der Verteilungsdichtefunktion d,(x — x¢) erhalten wir die 6-Funktion durch Grenz-
wertbildung:

lirr[l)da(x — ) = §(z — x0) .

og—r

Auch im Limes soll gelten:

hH(l) do(x — x0) dz = / d(r—mzp)dr=1 |. (10.3)
og—
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Die 0-Funktion ist also u. a. dadurch definiert, dass sie unter dem Integral den Wert
1 liefert. Wie man sieht, ist dabei zuerst das Integral und danach der Grenzwert zu
bilden.

Anschaulich wird die Verteilungsdichtefunktion d,(x — x¢) bei der Grenzwertbildung
fiir 0 — 0 immer schmaler und héher bzw. ihre Breite geht gegen Null und ihre
Hohe gegen Unendlich, wobei der Fliacheninhalt unter dem Graphen von d,(z — x)
stets gleich 1 ist, also erhalten bleibt. Das Ergebnis dieser Grenzwertbildung ist die
0-Funktion, eine Funktion mit verschwindender Breite, unendlicher Héhe und dem
Flacheninhalt 1 unter ihrem Graphen. Mit anderen Worten, die d-Funktion liefert nur
einen Beitrag an der Stelle x = z( und ist sonst gleich Null:

— 00, T =2,
5(30—3:0){_ 0. v4z
- ) 0 -

bzw.

To .
/5(x—x0)dx:{ @0 € o, wol

0, ¢ ]551, 56'2[ .
1

Fir g = 0 erhalt die 0-Funktion die einfache Form

rg=0 = d(r—x) =0(x).

10.2 Faltungsintegral mit der é-Funktion

(f*g)(t) = / F(r) - glt - 7) dr (10.4)

ist die Definition fiir die Faltung (f*g)(¢) der beiden absolut integrierbaren Funktionen
f(7) und g(7) sowie des zugehorigen Faltungsintegrals. Die §-Funktion ist gerade und
symmetrisch zu xq. Deshalb gilt

d(z —xg) = 0(xg — ),

sodass wir analog zu (10.4) fiir die Faltung der J-Funktion mit einer Funktion f(x)
folgendes schreiben kénnen:

(fx0)(zg) = /f(:r;)-é(xo—x) dx:/f(x)-é(x—xo) dz

(f%x0)(xg) = /5($—x0)-f(x) dz .

—0o0

Die Funktion f(x) wird in diesem Zusammenhang auch als Testfunktion bezeichnet.
Bei der Grenzwertbildung fiir o — 0 in (10.3) wird der Bereich

Ax =9 —x1 = (T3 — x) — (21 — ), der zum Integral beitragt, immer kleiner und

verschwindet schlieflich. Insofern sind hierbei die Schreibweisen o — 0, Az — 0 und

T4+ — T gleichbedeutend. Diese Argumentation werden wir im Folgenden verwenden.
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Wir zeigen jetzt, wie sich die Grenzwertbildung ¢ — 0 auf die Faltung unserer als
Beispiel verwendeten Verteilungsdichtefunktion (10.2) mit einer beliebigen absolut

integrierbaren Testfunktion f(z) auswirkt. Dabei ist zu beachten, dass wir zuerst das
Faltungsintegral und danach den Grenzwert bilden:

00 o+ o+
/da(x—xo)-f(x) dz = / %f(x) dxz% / f(z) dx . (10.5)

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

/ @) do = (5 —m) - f(T) =

AF = Az - f(7)

_ AF
& f(@) = N
erhalten wir aus (10.5)
¥y 1 o o _
/dg(m—xo)-f(x) dv = —- {<x0+§> - <$0_5>1 (@)
= 20 f@)
o
_ar
Az
Abschlieffend bilden wir den Grenzwert fiir o — 0 bzw. Ax — 0 und x4+ — x:
7 _AF dF
}TILI(I] do(x —9) - f(z) dz = lim vl 0 = f(zo) . (10.6)
N T4 —a( x

Fiir (10.6) kann man in Analogie zu (10.3) mit der -Funktion abgekiirzt und verallge-
meinernd schreiben:

(1yil>Ill) do(x — x0) - f(2) do =
/ d(x — o) - f(x) de = f(z0) . (10.7)

Dies ist aber gleichbedeutend mit

o o0

/5(I—$0)'f($0) dx:f(xo)/5(ff—$o) dz = f(zo) ,

—00 —00
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sodass

6(x —x0) - f(w) = 6(x — x0) - f(20) -

Wie man sieht, liefert das Faltungsintegral der d-Funktion §(x — ) mit einer absolut
integrierbaren Funktion f(z) den Funktionswert dieser Funktion an der Stelle zg, also
f(zo) . Diese Eigenschaft der é-Funktion kann man im Umgang mit Punktgrofen wie
z.B. der Punktladung nutzen.

10.3 Eigenschaften der d-Funktion — Rechenregeln

e Die §-Funktion ist symmetrisch zu zy und gerade:

§(x — x9) = 0] — (. — 20)] = 6(wo — ) .

e Verschiebung der §-Funktion:
d(z — xp) (10.8)

ist gegeniiber §(x) um | zo | langs der z-Achse nach rechts verschoben.

d(z + o) (10.9)

ist gegeniiber §(z) um |zg| lings der z-Achse nach links verschoben. Diese
Verschiebung nach links ergibt sich, wenn wir in §(x — x¢) ein xy < 0 einsetzen.

e Die §-Funktion ist definitionsgeméfs auf 1 normiert:

[e.e]

/6(x—x0)dx:1.

—00
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C_
0 X X
O(X-X,)
0 X, X
3(x-x,)|geht gegen unendlich

Abb. 10.3 Die Ableitung der oben dargestellten Funktion
T(x — xp) ist die ©-Funktion (mittig) und die Ableitung
der ©-Funktion ist die -Funktion (unten).

e Die J-Funktion ist die Ableitung der Einheitssprungfunktion!:
Um dies zu zeigen, gehen wir aus von der stetigen Funktion

T( ) C7 $§x07
T —xg) =
0 r—x0+C, x>ux0.

Wie wir in der Abbildung 10.3 erkennen konnen, ist die Ableitung der Funktion
T(x — xp) nach z die ©-Funktion

[e.9]

T’(l’—l'o):@(w—xo): /5($_x0> dx:{

—00

0, z<uxg,

1, x> x
und die Ableitung der ©-Funktion nach z ist die J-Funktion

T"(x — 1) = O (x — 1) = 0(x — x0) .
Dass die Funktion 6(z — x¢) die Ableitung der Einheitssprungfunktion

0, z<uxzo,

Oz — xg) = {

1, x>x

!Die Einheitssprungfunktion wird auch als Stufenfunktion, ©-Funktion oder Heaviside-Funktion
bezeichnet.
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ist, lésst sich auch folgendermafen zeigen:

7@'(:& —x9) f(z) dz =

2Ol — ) - f(x) -1/9u—xwf®ﬂm

o0

= 1 £(o0) =0 f(=20) ~ [ J'w) da

= f(o0) — f(00) + f(o)

o

:fuwzjﬁw—mwunu

—00

= O(x — 1) =0(x — x) . O

Die ©-Funktion ist ungerade, die J-Funktion ist gerade und folglich ist die
Ableitung der d-Funktion wieder eine ungerade Funktion gemaéfs

§'(x — xg) = —0" (g — ) .

e Deshalb verschwindet das Integral iiber die Ableitung der §-Funktion:

oo

/(5’(3:—x0)da::().

—0o0

Dies ldsst sich durch die Faltung von ¢’ (x — ) mit einer Testfunktion f(x) zeigen.
Dabei berticksichtigen wir in der partiellen Integration (p.I.), dass d(x — o) =0
fiir v - £o00.

75/@ — o) - f(x) d

2L Sz — o) - f(2)

N

) _/5($—$0)'f/(x> dz = —f"(x0) -

-~

=0
Als Testfunktion verwenden wir jetzt f(x) =1 = f’(x) = 0 und erhalten

o0 (e 9]

/ §'(x — w0) - f(z) dx = / §'(x — wo) dz = — f'(z0) = 0. O

—00 — 00

e Ist die 6-Funktion die Funktion eines Vektors, z. B. des Ortsvektors 7= (z, y, 2),
so erhilt sie die Form?

o(F—17) = 0(x — o) - 0(y —wo) - 0(z —20) =

2Werden die Integrationsgrenzen nicht angegeben, so ist iiblicherweise die Integration von —oo bis
oo oder iiber den ganzen (unendlich ausgedehnten) Raum gemeint.
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/5(:13—:170)dx-/5(y—y0)dy-/5(z—z0)d75:1.
>~ > X

=1

Allgemein kann man dafiir schreiben

e Das auf 1 normierte Integral {iber die §-Funktion ist dimensionslos. Deshalb
besitzt die J-Funktion die Makeinheit des Kehrwerts der Grofe, von der sie
abhéngt. Ist die o-Funktion z. B. vom Ortsvektor abhéngig, so gilt

[5(77—770” = [5@—150)'5(9—90)'5(2—20)}
111 1 |1
_E'E'B_E_{V]'

e Beschreibung von Punktgréfen mit Hilfe der o-Funktion am Beispiel der Punkt-
masse:

o(r) =m §(r — 1)

sei die Massendichte eines Punktteilchens im Raumpunkt 7 .2 Das Integral iiber
einen Raumbereich AV liefert dann die Punktmasse wie folgt:

bei 7, wenn 75 € AV
d3:/m5_’—* Br=1" 0 0 ’
/Q(fj : (7= 1%) {O sonst .

AV AV

e Herleitung von

Dies gilt nur fiir zp = 0. Wir machen eine Fallunterscheidung.

Fiir a > 0 verwenden wir die Substitution

1
ar = lalr =y < [Ezi, de = —dy,
|al |al
die Integrationsgrenzen
r—+*too = y—=Eoo,
die Beziehung
& =@ =ro
y=0 =0

#Man beachte, dass m - §(F— 7o) tatséchlich die Mageinheit (physikalische Dimension) g - -z = gm™
der Massendichte besitzt.
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und bilden damit das entsprechende Faltungsintegral:

T —+00 Yy —>+00
[ e @y e = [ 500 £() - v

1
— a1 [ B 1) -
1 1
~ 010 = o [ 66e) ) e
= /i(S(x)f(a:) dz
_ 1

a

|a|
=  d(ax) = —i(z).
|al
Fiir a < 0 verwenden wir die Substitution
Y 1

jal © " al

ar=—lalr =y & r=—

die Integrationsgrenzen
r—+oco = y—Foo,

die Bezichung
fem)| = iw)| =10

und bilden damit das entsprechende Faltungsintegral:

T ——+00 Y —>—00

wljwwwwmzylfwﬂ—%%(wg)@
= - ﬁ y7;y)f(— ) - dy
y —>+o0
- Ié[yyi;wf(—ﬁq-dy

1 1
=mﬂm:m/mwmm
= /%5(z)f(x)dx
I

|
= d(ax) = —0(z). O

lal

e Herleitung von

d(x + x0) + 6(z — x0)

§(x? — 22) =
( O) ‘21’0|

(10.10)



Die Funktion 22 — 23 = (z + z¢)(x — 7y) = y(z) hat die Nullstellen bei z = |z |
entsprechend zy > 0 und bei x = —|xzg| entsprechend zy < 0. An diesen
Nullstellen befinden sich aber auch die Peaks der d-Funktion (10.15). Jeder dieser
beiden Peaks bzw. jede dieser beiden d-Funktionen liefert im Faltungsintegral
mit einer Funktion f(x) seinen eigenstandigen Beitrag wie folgt:

/5(m2—x3)-f(x) dz
0 o0 (10.11)
= /5(m2—x%)-f($) dx—l—/(S(xQ—xg)-f(x) dz .
CCO‘QO IE;O
Mit der Substitution
—Vy+rt & 2<0 = 10<0,
2 —ap=ylr) = v =
+Vy+azi & x>0= 10>0,
1
—2V/y+1t = dv=——=dy fiirz <0,
dy 5 —2\/y +
— x:
dx 1
+2¢/y+12 = dov=——r—=dy flirzg<0
’ +24/y + ;5
und den Grenzen
r— -0 = Y00,
r=0 = y=-15,
r—+o00 = y—>00,
—co<r <00 = —x5<y<oo
erhalten wir aus (10.11)
/(5(362—1:3)-]”(3:) dz
a2
/5 ( ¥ > L g
I‘ - —_—
Y 0) T Y+ 22 Y
+75(y)-f< y+w2)-;dy
. °) 2y + a2
22
= [ 6y)- f | —\y+ag = dy (10.12)
2y +
—a2
+75(y) f< y+x2) ! d
2] .
e 2y +
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Weil der Integrationsbereich —oco < y < —x3 keinen Beitrag liefert, diirfen wir
die untere Integrationsgrenze auf —oo herabsetzen. Auferdem verwenden wir in

(10.12)
1 ~
— f|l Ayt | = fiir zg <0,
s T (rea) = B
1
_— . +a2) =@ fiir zg > 0,
s (V) = a0
sodass
/6(x2 —x3) - f(z) da

= /5(11)'5(11) dy+/5(y)-¢(y) dy

= #0090 = o (—8) + 57 (V)

Lo
1
= T2a0] 'f(—\l’o\)er'f(!xoD
1
- W-{f(—\j;owwuizw}. (10.13)

Unter Beriicksichtigung von (10.7), (10.8) und (10.9) gilt aber

oo

r0<0 f-lnol) = [ S+ 2 flo) do
g >0 :  f(+|xo]) = /5($—x0)-f(:13) dz .

Wenn wir dies in (10.13) einsetzen, resultiert schliefslich

o0

/ §(x* —x3) - f(x) do

1 o0 00
— \2x0|. _Z;é(x—i—xo)-f(x)dx—l—_é5(x_g;0).f(x)dx ’
/5(x2 —22) - f(z) dw = / (5(96’—1-160’)2—;0(5‘@ — o) ) de (10.14)

Der Vergleich der beiden Seiten von Gleichung (10.14) zeigt

d(x + x0) + 0(z — x0)

Sl — ) = |2 |

mit |zo| = |y (z0)|. O



e Herleitung der allgemeinen Formel?

o(xr — x,
S(glx)) =) W : (10.15)

x,, seien die Nullstellen n der Funktion g(x), sodass gilt
6(g(z)) =0 fiir g(z) # 0 bzw. fiir z # z,,

und folglich

Z%:O Va # x, bzw. fir g(z) #0 .

Mit anderen Worten, 6(g(z)) liefert nur einen Beitrag (Peak) an den Nullstellen
xp, der Funktion g(z).

Wir gehen aus vom Faltungsintegral

B a<zn<B Tnte
7= /dx §(g(x)) - flz) = Z / dz §(g(z)) - f(z), (10.16)

wobei in den jeweiligen Integrationsbereichen von x,, — € bis x,, + € immer nur
eine Nullstelle, und zwar die Nullstelle n liegen soll.

Die Taylor-Entwicklung von g(z) an den Nullstellen x,, ist

9(x) = g(wn) +9'(xn) - (x — 2,) + %g”(xn) (- iﬂn)Q 4+
o

Wenn wir davon ausgehen, dass die Summanden in der Taylor-Entwicklung

voneinander unabhéngig sind, miissen an den Nullstellen z,, alle Summanden
verschwinden, sodass

9(50) = 0= g(2) + (@) - (@ — 22) + = ¢"(2n) - (& — 22) + 0.
—~— ~ v .

=0 =0 fir z=xz,

[\]

Vv
=0 fiir z=xn,

g(x,) =0=¢'(x,) (x — ) .
Nach Voraussetzung konnen o (g(a:)) und folglich auch Z nur an den Stellen z,, ,
also fiir g(z,), einen Beitrag liefern. Diesen Sachverhalt beriicksichtigen wir jetzt
bei der Ersetzung von g(z) in der é-Funktion 6(g(z)) von (10.16). Es gilt dann
dort ndmlich exakt

9(x) = g'(wn) - (x — n) ,

4Diese Herleitung ist teilweise zitiert aus: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3,
Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Losung zu Aufgabe 1.7.5,
Seite 371 und Seite 372.
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sodass

a<zn<B Tnte

- Y / Az (g () - (2 — 2)) - [(2)

n
Ty —€

Mit der Substitution

J(@x)rn=2,, J(x)r=2 & z= 7 z = do = g’(in)
erhalten wir aus (10.17) fur
g (z,) >0:
g'(zn) B .
Lo ;g’(ﬂﬁ/)a - g'(xn) =) f (g/(xn)>
1 Zn
- zn: 9'(zn) g (g/(ajn))
1
= 2 ey
/ 1
7 = a/dx ; 7 Iz —zy) - f(z)
Der Vergleich mit (10.17) zeigt
5(9/($n) (x— xn)) = 6(g(x)) = Z g’(lx ] oz — x,)

Weiterhin erhalten wir aus (10.17) fir

(10.17)



g (z,) <0:

=g’ (zn)| B
1 z
= — dz ————§(2 — 2,) -
T=-2 / rTen RISt (gf<xn>>
—lg'(zn)| a
—|g'(1’n)‘06 1
— dz ——§(z—2,) - i )
+; / gt ) (g'm)
=g’ (zn)| B
—lg'la>zn>—|g'|8 1 .
- Z gyl ! (g'<xn>>
a<zn,<f 1
= 2 gy T
B8

1
7 = /dx ;mé(x—xn)f(x)

[0}

Der Vergleich mit (10.17) zeigt wieder

5(g'(zn) - (x —2,)) = 0(9(x)) = Z Winﬂ é(x —x,) . O

10.4 Fourier-Transformation und §-Funktion

Die Fourier-Transformation bezeichnen wir mit F und ihre Umkehrung, die inverse
Fourier-Transformation, mit F 1.

Konvention®:

F{f@)} = / f(x)e e dr = f(€)

FHI@) = g [ T at= g

mit dem Normierungsfaktor 5-. Die Fourier-Transformierte £(€) heikt auch Spektral-
funktion der Funktion f(z). 27¢ kann z. B. die

2 1
Ortsfrequenz k = Tﬂ =21 & (= 3

oder auch die

2 1
Zeitfrequenz w = % =21 & (= T=Y

sein. An die Stelle der Funktion f(z) setzen wir jetzt die J-Funktion, verwenden also

f(x) =d(z — xo) .

®Die Zuordnung und eventuelle Aufteilung des Normierungsfaktors 5~ sowie die Zuordnung des
Vorzeichens im Exponenten der e-Funktion sind Konvention.
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Die Fourier-Transformation von 6(x — z) ist dann

[e.9]

Flot )} = [ oz -z ar = o
_ ;o—oi27r§:r0 )

Fiir die Fourier-Transformation von §(z) geméf o = 0 gilt also

Fls(x)} = / 5(x) e dy = F(£)

= e =1.

Durch die Umkehroperation, d.h. durch die inverse Fourier-Transformation von
f(€) = e~ erhalten wir die Darstellung der J-Funktion als Fourier-Transformierte
von f(&) wie folgt:

; - 17 |
f_l{f(é)} - f_1{6_127r5x0} — % / e—lQWE-’EO . 6127r§x df _
17
5($ — 930) = — / ei2m€ (z—0) d¢

2T

Die Darstellung der §-Funktion mit Hilfe der Fourier-Transformation lasst sich auch
auf andere Weise zeigen:

fla) =5 [ abfwe, fw = [ drpwe
k=—o00 T=—00

f(x) sei stetig und quadratintegrabel. Wir setzen f(k) in f(zo) ein:

] oo oo . A
f(xo) = 7 / dk / dz f(x)e ™ 3 elkro
k=—o00 T=—00

Die Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

[e.e] o0

f(xo) = /dxf(x)-% / dk et*@o=a) (10.18)

rT=—00 k=—00
7

-

=d(zo—z)=0(x—x0)

f(wo) = / dz f(z)-5(z — z0) - (10.19)
Der Vergleich von (10.19) mit (10.18) zeigt
6(x — x0) = x / dk et (@) (10.20)
o . .
k=—0o0
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10.5 Die é-Funktion in Kugelkoordinaten

Wir ersetzen die kartesischen Koordinaten in
/(5(F— 7)) A3 = /5($ —2)o(y—y)d(z —2') dedydz
durch Kugelkoordinaten und verwenden dabei
d37 = r?sind drd¥dyp = r* drdcos ¥ dy |

weil sin d¥ = —d cos® ist, aber hinsichtlich des Vorzeichens bei Beriicksichtigung
der Integrationsgrenzen unter dem Integral

T cos(m)=—1 1 1 41
/sinﬁdﬁz —dcos?d = — cos? :/dcosﬁzcosﬁ
+1 -1
0 cos(0)=1 -1

gilt. Mit
Lo Nridr= [ 6 dr=1
T—Q(r—r)r r= (r—r)dr=1,
/5(00819—(:0519’)d00819: 1,
/5(¢—<ﬂ’)dso—1
erhalten wir dann

Jo=m) @7 = [ St ) s(eosd - cost) Sl — ) drdeosvdy =1

r2

Vv
— &7

sodass

(7= ) = 5 8(r = 1") 8(cos v — cos ) ol — )

r
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10.6 Verallgemeinerung fiir das Ersetzen der kartesischen
Koordinaten in der d-Funktion
(Koordinaten-Transformation)

Wir ersetzen die kartesischen Koordinaten x, y, z durch die Koordinaten u, v, w . Fiir
das Volumenelement gilt dann

d(zx, y, 2)

dr=dxdydz = dudv dw
O(u, v, w)
mit der Funktionaldeterminante

Oz Oy Oz

ou ou ou

oz, y, 2) —det | 22 9w o=

a(u V. W - ov ov ov

R ox oy 0z

ow Oow Ow

0(7 = 7o) = d(z — o) - 0(y — yo) - (= — z0)
= Y(u,v,w) - 6(u—up) - 6(v — o) - (w — wy)

wobei v ein noch zu bestimmender Faktor ist. Weil aber

B oz, vy, 2)
— /v(u,v,w) d(u —up) 6(v —vg) d(w — wy) ‘8(u, v, w) du dv dw
= /(5(u —up) 0(v —vg) §(w — wyp) - dudvdw =1
ist, muss
O, y, 2) 1
. = 1 =
7(16,1},’(1]) ‘a<u’ v, w) < ’}/(U,’U,'w) ‘g((%% z))

und folglich

gelten. Beispielsweise ist damit die -Funktion in Zylinderkoordinaten

5(F — i) = é 50— 00) (2 — 00) 6z — z0) |

weil im Volumenelement pdody dz in Zylinderkoordinaten der Betrag der Funktio-
naldeterminante gleich p ist.
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10.7 Herleitung von A 1o = — 47 6(7 — ')

=

Vergleiche: Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3, Elektrodynamik, 7. Auflage, Springer,
Berlin, Heidelberg, New York, 2004, Seite 34 und Seite 35.

A 1/1x-x'l
7 -

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\

\
L
3
x'=3

Abb. 10.4 Die Funktion 1/|x — 2’| = 1/|x — 3], also fiir ' = 3. Zur Vereinfachung von
1/|7— 7" | wurden die y- und die z-Achse unterdriickt.

In dieser Herleitung werden wir die folgende Notation verwenden:

=N

— —/
r—r’ =

8
|
8
|
81

= |7 =7.

Die gerade und stets positive Funktion 1/|7 — 7| besteht aus zwei Asten, die sym-
metrisch liegen zu ihrer Polstelle bei 7= 7 (vgl. Abb. 10.4). Die Funktion 1/|7 — 7|
ist folglich an der Stelle ¥ — 7/ = 0 nicht definiert und nicht differenzierbar. Die feste
Grofse 7" in 1/|7 — 7| bewirkt nur eine Verschiebung ldngs der Achsen der variablen
Grofse. Wenn wir die y- und die z-Achse unterdriicken und nur die x-Achse betrachten,
ergeben sich durch Fallunterscheidung, wie in Abbildung 10.4 beispielsweise fir ' = 3
dargestellt, die beiden Aste

) fir x < 2/,

r—x
—_— = 10.21
|z — | 1 ( )

+ firz > 2 .

r—x

Weiterhin stellen wir fest, dass x’ eine Verschiebung der Funktionséste ldngs der z-Achse
bewirkt, und zwar

bei 2’ > 0 nach rechts,
bei 2’ < 0 nach links.
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10.7.1 Betrachtungen fiir 7 # 7’

Betrachten wir den Gradienten von 1/|7 — 7| fiir 7 7'

1 / / / 7%
i Vel =P+ (y—y)* + (= = 2)7]
1 s 2(x—a)
= S @-P+ =)+ =7 T 20—y |
2(z—2")
o N2 N2 _/27% (%_:IZ',)
= —|@=2)+W—-y)+(=-7) w—=v)],
(2 —2)
(10.22)
1 F—F =& L,
Vito——r=— s = — Vi#£i |, (10.23)
|7 — 7| |7 —7"]3 T2
1 1 2 2 /2_% _2<I_x,)
e —5[(96—:6) +y—y) +(Z—Z)] —2(y—y)
—2(z—2)
3 (x — ')
= |@—P -y = T w-y) ] (029)
(2 —72)
1 T Ly S
Vi o= =+ 555 = —= Vi #£T
|7 =] KR R

Jetzt wenden wir den Laplace-Operator A = V - V = divgrad auf die Funktion
1/|7—7"] fiir ¥ # 7" an und gehen dabei von (10.22) aus. Zur Vereinfachung leiten
wir zunédchst nur die z-Komponente

0 1

or |[F—7"]

nlw

_(1'—.%/)- (:U—w’)2+(y—y’)2+(z—z’)2]
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von (10.22) nach x ab:

& 1 _
022 [F— 7] |
= —[e-2P -y + =] T+
ety -] 2@ (02
B 1 3(x—a')?
T F=FB |7 —7"]5

3(x—a') = (=) + (y—y) + (= 2]

|7 — 7" |?

Analog erhélt man die Ableitung der y-Komponente von (10.22) nach y und die
Ableitung der z-Komponente von (10.22) nach z. Die Summe dieser drei Ableitungen
liefert schlieflich

0? N o N 0? 1 _A I
x2 "oy 022 ) |[F—7| T Fr—7|
B — a2 +3(y—y)? +3( - 2P = 3[(x -2+ (y— ) + (2 - 2P
B ERE
= 0. (10.26)
Aus (10.24) bzw. aus
9 1 / "2 "2 no] 2
T =t (r—2)- [(x—x) +y—y) +(z—2) ]
ox' | F— 7]
1
erhélt man auf die gleiche Weise Az o =0, denn wie in (10.25) resultiert
=T
0? I
Ox2 |7 —7"|

- = P47 . 10.2
T 0 VF@F#T7 (10.28)

Unter Beriicksichtigung von (10.28) verallgemeinern wir diese Ergebnisse fiir den R?
und stellen fest
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sodass wir die Indizierung des Laplace-Operators bei seiner Anwendung auf die Funktion
1/|7—7"| = 1/7 vernachléssigen koénnen und nur noch das Symbol A verwenden.
Dass A ﬁ fiir 77 £ 7’ verschwindet, liegt an der 3-Dimensionalitat des betrachte-
ten Raums. Dies erkennt man daran, wie die Exponenten bei der Differentiation der
Potenzfunktionen [ > (z; — 21)%]~'/2 fiir verschiedene Dimensionalitiiten n in die
Rechnung eingehen und schlieklich durch die Faktoren 3 den Zéhler von (10.26) ver-
schwinden lassen. Insofern ist (10.28) eine Eigenschaft des 3-dimensionalen Ortsraums.

Zur Veranschaulichung der Eigenschaften der Funktion 1/| 7 — 7| reduzieren wir diese
auf den eindimensionalen Fall mit den beiden Funktionen

f@) = — = f(z, 1) |

[z —a'|

1
g(l’/) = |:E _l,/l = g<$07 x,) :
mit
f(x, xy) = g(xo, 2') fiir alle 2o = xy, .

Bilden wir den Gradienten dieser beiden Funktionen:

1 d 1 x—x x 1 T
e @le-o] Je-oPF  |zf  |zF 17|
1 d 1 x—x T 1 T
|z — | da! |x — 2| |z —a |3 "gg‘?’ |§|2 ‘x‘
- - 1 -
- _ T = _ -— . (10.31)
o=z |z |7
Wegen = — 2’ =7 & 2/ — 1 = —I schlussfolgern wir daraus
~ . o
éésgn =T <€, mit sgn LT =1>0firz>a,
!x! |z — 2| |z — 2|
T -z . A o
— =sgn| — | -€y mit sgn|{— | =1>0firz’ >x.
’:c| |z — 2| |z —a’|

Wie wir sehen ist der Gradient nach x’ entgegengesetzt gerichtet zum Gradienten nach
x entsprechend €,y = —é, . Anders gesagt, die x’-Achse ist entgegengesetzt gerichtet
zur x-Achse, zeigt also in die negative z-Richtung. Diese Tatsache spielt aber keine
Rolle fiir unsere Betrachtung, weil der Laplace-Operator A = V? unabhiingig vom
richtungsbedingten Vorzeichen des Gradienten ist. Dafiir liefern aber geméfs (10.29)
und (10.31) die ersten Ableitungen

df (z, ) d 1 B x —x
de de|z—a)|  |z—a, P’

dg (wo, 2') d 1 B x’ — 1z
do e’ |wo—a'|  |wo—a' P

identische Funktionsgraphen im Fall xy = z{,, wie wir auch an den Abbildungen 10.5
und 10.6 sofort erkennen.
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df/dx A
4 -

=

<

Abb. 10.5 Graphische Darstellung der ersten Ableitung df ((;Cg’cx()) =d_1 T2 fiir

_ = — 0 G
dz [z—x] | |z—af |3

x(, = 3 entsprechend (10.29). Die Steigung beider Funktionsiste ist stets positiv.

dg/dx’“
a4t

<Y

Abb. 10.6 Graphische Darstellung der ersten Ableitung dg(gg;xl) =3 ‘xoix,l = — ‘54:239'3

fiir xg = 3 entsprechend (10.31). Die z’-Achse zeigt konventionsgemaR in die positive Richtung
und die Steigung beider Funktionsaste ist stets positiv.

Schliefslich bilden wir die zweite Ableitung von f(z) = 1/|x — 2’| bzw.
g(a') =1/|z —2'|, d.h. wir leiten (10.29) nach x und (10.31) nach 2’ ab:

*f &2 1
or2  da? |z —a'| 2 2

= = > 0. 10.32
0%g d? 1 |z — ' |3 ‘55‘3 ( )

ox'2  da? |z — |

Wiéhrend die ersten Ableitungen von 1/|z — 2’| nach z und auch nach 2’ ungerade
Funktionen sind, ist die zweite Ableitung 2/| x — 2’ |2 eine stets positive gerade Funktion
mit einem Pol bei x = 2’ (Abb. 10.7).
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d’f/dx? ‘ d’g/dx'®
7 —

Abb. 10.7 Graphische Darstellung der zweiten Ableitung der Funktion f(x, z() fiir 2, = 3 bzw.
der Funktion g(zg, «') fiir o = 3 entsprechend (10.32). Wie man sieht, sind die Graphen der
beiden Funktionen im Fall 2y = z{, identisch.

Dass die zweite Ableitung von 1/|z — 2’ | nach « gleich der zweiten Ableitung nach 2’
ist, konnten wir bereits aus den Abbildungen 10.5 und 10.6 ersehen, denn identische
Funktionsgraphen besitzen identische Steigungen (Ableitungen).

Achtung!

Die in der Abbildung 10.7 dargestellte Funktion (10.32) ist nicht das Ergebnis der
Anwendung des Laplace-Operators auf die Funktion 1/| 7 — 7’| mit anschliefender
Nullsetzung von y und z. Anders gesagt, (10.32) ist nicht das nur lings der z-Achse
betrachtete Ergebnis der Anwendung des (dreidimensionalen) Laplace-Operators auf
die Funktion 1/|7 — 7’|. Diese Darstellung soll nur als Analogie dienen, um das
Verhalten des Laplace-Operators hinsichtlich des Vorzeichens zu veranschaulichen.
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Die Anwendung des Laplace-Operators auf die Funktion 1/|7 — 7’| ergibt ldngs der
x-Achse, also fiir den Fall

r—x
r—r' = 0 = |Fr=7|=]z—-2
0
gemék (10.26) und (10.27) :
- 1 3
BFTF ] o
_ e
L 4% ——0 3 _ /2_3 _ 2
! = (z =) (z = o) =0 fir |[z—2'|>0.
- 1 |z — ' |®
A=
|’l"—7'/‘ y'=2'=0
) y=2z=0 )

Als skalares Feld im R? ist die Funktion 1/| 7 — 7’| nicht eine nur von z bzw. 2’
abhangige Funktion sondern eine Funktion von 7 bzw. 7¥’. Deshalb miissen wir zuerst
den Laplace-Operator Az bzw. Az auf die Funktion 1/|7 — 7’| im dreidimensio-
nalen Raum anwenden und erst danach diirfen wir die Koordinatenwerte (hier z. B.
y=1y =z=2 =0) einsetzen.

Der Vollstandigkeit halber und wegen der praktischen Bedeutung zeigen wir noch
AN—— = AN, - fir |[F—7'|=r>0

in Kugelkoordinaten. Je nach Bedarf sind fiir die Radialableitung des Laplace-
Operators in Kugelkoordinaten beziiglich einer Funktion f = f(r) drei Schreibweisen
gebrauchlich:

8o00) = o (7 ) - 2 8L - L

r2 Or r.ﬁr T oor W‘Faﬂ(r’f)'

Setzen wir also f(r) = 1/r ein:

1 1 02 1 1 02
N — = —— - =-—=(1) =0.0
r r Or? (T 7“) r Or? ( ) 0
In Kugelkoordinaten benotigen wir hier nur die Radialableitung des Laplace-Operators,

weil die beiden anderen Ableitungen sofort verschwinden und weil sich sich die Radial-
ableitung wegen der Kugelsymmetrie iiber den ganzen R? erstreckt.
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\\\\‘j‘;f\z'r' Are AF
T, RN
r .,
r2

° X

Abb. 10.8 Veranschaulichung des Vektors A7 = 7% — 7 = (7o —7') — (P —7') = i — 7 = AT
(zur Vereinfachung in zwei Dimensionen).

10.7.2 Betrachtungen unter Einschluss von = 7’

Wir bilden jetzt das Volumenintegral iiber die Funktion A mit den folgenden

—

e
Substitutionen:

e 7/ bzw. 2’ sei eine gegebene Konstante und 7 bzw. x die Variable. Dann gilt fiir
die Komponente x (stellvertretend fiir die Komponenten y und z):
r=x—1 = d—f——l @—1 = dr=dr
) WA e g
bzw. Ax = Ax (s. Abb. 10.8 = —=-—= = 5 =7=-
S T ) de dz ox?  0x?
e Wegen der Analogie zwischen den drei Raumkoordinaten gilt fiir den R?

A7 = A7 bzw. di =dr, dedydz=d3 = d3F = d7dydZ und

2 2 9 e
A A T A
02 o o2 o op o

e Iiir den Integrationsbereich V' des Volumenintegrals schreiben wir jetzt folglich
V.

Wir erhalten somit ) )
/Aﬁdgrz/ﬁzd:s?
|7 — 7| r
14 %

Fir 7 # 7' = 7 # 0 bzw. wenn 7’ nicht im Integrationsbereich 1% liegt, gilt

Alle Volumina ‘7, die den Nullpunkt 7 = 0 nicht enthalten, ergeben also das Integral
Null. Das aber bedeutet:
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Wenn das Integral iiber ein Volumen 1% existiert, welches den Nullpunkt 7 = 0 beinhal-
tet, hingt der Wert des Integrals nicht von der Form des Volumens ab, sondern sein
Wert resultiert nur aus dem Punkt @) gemaﬁ 7= 7" bzw. ¥ = 0. V darf also auch die
Form einer Kugel mit dem Mittelpunkt 7= 0 entsprechend 7 = 0 und dem Radius R
haben. Der Punkt @) in der Abbildung 10.8 entspréache dann dem Mittelpunkt dieser
Kugel mit dem Volumen V = Vi .

Diese Tatsache ermoglicht uns, das Integral in Kugelkoordinaten zu berechnen,
wobei wir auch tiber A (1/7) mit der Polstelle bei 7 = 0 integrieren. Dafiir benétigen
wir den Gradienten in Kugelkoordinaten:

06 . 100 1 09
Gt oo

5 - v¥
grad @(r, 9, ¢) = or o9 o + r sind dp C

das Volumenelement in Kugelkoordinaten:
dV =d® =dA-dr =72 sind dr dd dyp ,

das Flachenelement auf der Oberfliche S einer Kugel mit dem Radius R, dem Kugel-
volumen Vi und dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung:

dA = R*sind dddy = dA = R?sind dddep-é,

/div6d3r: fﬁd/f.

v S(V)

sowie den Gaufld’schen Satz

Unter den genannten Bedingungen fiir das Volumen V bzw. das Kugelvolumen Vi
und mit (10.23) gilt

1 1 1
Vi =grad; = = — — &,
|7 = T 7?2
sodass
/A:dgr = /div(grad;)d3 = 7{ <_~_é’77).dA
r T R2
v Vi S(Vi)

Hiillenintegral iiber die Oberfliche S der Kugel mit Radius R

21 s

1 ~
= /(—N—-e_;’:)~RZSiIl?9d19dg0-é;’:
R2
©=0 9=0
27 T x
= — dgo/sinﬁdﬁ:—%r- |:—COSQ9}
p=0  9=0 V=0

= —or- [1 - (—1)}

1 .. 1
/A:d3T:—47T :/Aﬁd‘gr fur'F"EV
7]
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Zusammenfassend stellen wir fest:

1 1 0 falls 7" ¢V
——47T Aﬁdgr: :/5(F—F’)d37’

oo Ar=T 1 falls 7 €V) ¢

Der Vergleich der Integranden liefert

1
A — = 477(5(77—77’)
7 — 7|
Analog zu
1 1 ~
Aﬁ:A::_L_‘:W(s(F—F/):—éLﬂ'(S(F)
|7 — 7" T
findet man fiir 7/ = 0
AN —=—Ax(r
L= ()

10.8 Herleitung von (A + k?) M = —An §(F —7")

Siehe: Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4.Auflage, Elsevier,
Miinchen, 2009, Seite 26.

In Kugelkoordinaten ist

1 02

By (r) =~ ﬁ[r-gﬁ(r)} .
Damit erhalten wir im Fall r» # 0
+ikr +ikr +ikr
(D+K) S =0, 42
r r
1 A 1 ,
=— (k) e+ - e =0. 0O (10.33)
r r
Jetzt schliefen wir den Fall 7 = 0 in unsere Uberlegungen ein. Mit der Taylor-

Entwicklung
4 1 1 1
e = L kikr — S K% b ikt — ok
an der Stelle r = 0 kénnen wir

+ikr
(A+k2)€ = (A + k) (liik—%k%ilik%?—ik‘*r?)i >

T r 6 24

NN AN L) a( o)+
—AT:I:A(zk:) A(2kr)iﬁ(62kr) A(24k:r +

k2 1 1 1
— ik — K ik - — kS
+7“ ) 5 r 62 r 7 r
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schreiben. Nach Anwendung des Laplace-Operators geméls

1 2
A-=—475(F), Ar==, Ar*=6, Ar’=12r

T r

resultiert dann
e:tikr k,2 1
(A + k) :—4n5(F)iO——iz‘k3—§k4ri---
T T
2 1 1 1
+k—iik3——k;4ri—ik:5r2——k;6rgi oo
r 2 6 24
eiikr
(& + k) = —4m 0(7) £ 2k* — K'r £ - . (10.34)

Das Integral von (10.34) iiber den ganzen Raum mit dem Volumenelement
d3r = r?sin9 drdd¥dp in Kugelkoordinaten kann nur an der Stelle r = 0 einen
Betrag liefern, da der Integrand fiir r # 0 geméf (10.33) verschwindet. Wir integrieren
deshalb iiber den ganzen Raum einschliefslich » = 0, also von r = 0 bis r = ¢ > 0,
nachdem wir (10.34) mit einer beliebigen Testfunktion® f(7) multipliziert haben:

/d3r FF) - (D + ) ei;kr = /d3r f) - [—47T5(F)]
7 +/d3rf(F)-[i?ik3—k4ri-~~]
/d3r F) - (A + k) ei:kr — —4;7r f(0) + OE)+0(P)+ -+ . (10.35)

r<e

An der Stelle r = 0, also fiir ¢ — 0, verschwinden aber in (10.35) die Terme O(g?)
und héherer Ordnung, sodass an der Stelle r = 0 nur der Term —47 f(0) verbleibt. Es
gilt also tatsachlich

eiikr
(A + k) = —4Am (7).
Fiir r schreiben wir |7 — 7’|, sodass schlieflich
oEikl—|
(& + k) oA —A7 6(F —7") |. (10.36)
=T

6Testfunktionen sind eine spezielle Klasse von Funktionen, d. h., Testfunktionen haben besondere
Eigenschaften. Insbesondere darf die Testfunktion f(7) in unserem Fall bei = 0 keinen Pol besitzen.
Die Funktion f = 1/7* z. B. wiire keine Testfunktion.

75



10.9 Die §-Funktion in der Elektrostatik

Vergleiche: Torsten Fliekbach, Elektrodynamik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik 11, 4. Auflage,
Elsevier — Spektrum, Miinchen, 2005, Seite 43 bis Seite 47.

o0

Zur Vereinfachung sei im Folgenden [ := [ .

—0o0

e Ladungsdichte fiir eine Punktladung ¢; am Ort 7} :
o(F) = ¢ 0(F = 73) .

e Ladungsdichte fiir N Punktladungen ¢; an den Orten 77 :

e Punktladung ¢; am Ort 75 :
0) = [ o) = [ @

e Diskrete Ladungsverteilung Q(r;) der Gesamtladung @) , bestehend aus N Punkt-
ladungen ¢; an den Orten 7; in einem Raumbereich mit dem Volumen V :

Qi) = éqm) - ‘g‘,/

r=aQ .

¢ 0(7 —7) d°
(™)
o(r

e Niherung der Ladungsdichte einer stetigen Ladungsverteilung durch eine diskrete
Verteilung von N Punktladungen in einem begrenzten Raumbereich mit dem
Volumen V:

Der Raumbereich wird in N Teilvolumina AV; aufgeteilt und die Ladung in
den einzelnen Teilvolumina wird jeweils durch eine Punktladungen ¢; an einem
Ort 7; ersetzt. Je kleiner die Teilbereiche AV, gewahlt werden, desto kleiner ist
am Ende der Fehler.

N
o(F) = /@(F’> S =) &P =" /d3r’ o) §(7 — )
=1 AV,
N N
=~ {/ d3r Q(F’)‘| Ir—T1) = ¢ 0(F—13) . (10.37)
=1 AV; i—1

Wir {iberpriifen (10.37) durch die Berechnung der Gesamtladung ) im Gesamt-
volumen V:

N N N
/Q(F)dgr:/z% o(r" —7%) dgT:Z/Qi o —15) d3r:Zqi = Q.0
yo=l =17, i=1

v
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11 Das Wichtigste zu reellen Matrizen

Notation:

Wenn wir im Folgenden von Matrizen sprechen, sind nur reelle Matrizen gemeint. Wir
verwenden fiir die Notation von Matrizen einen Mix aus verschiedenen gebréuchlichen
Notationen und schreiben fiir eine gesprochen ,, m-Kreuz-n-Matrix A“ bzw. fiir eine
Matrix A vom Typ (m,n)

. mn (m,n)
(m x n)-Matrix A = AM™" — (aij)

mit
i eN Zeilenindex i = {1, ..., m} ,
jeN Spaltenindex j = {1, ..., n},
a;j Elemente (Matrixelemente) oder Koeffizienten von A |
m X n Dimension der Matrix A = Anzahl ihrer Matrixelemente .

Fiir die Determinante einer Matrix A schreiben wir

det A = |A| = det (aj;) .

11.1 Assoziativgesetz fiir die Matrizenmultiplikation

Wenn die Formate (Anzahl von Zeilen und Spalten) der Matrizen es ermoglichen, gilt
fiir die Matrizenmultiplikation

A(BC) = (AB)C

Beweis mit A = (a;;)"™", B = (bj)™"”, € = (cw)™:

A(BC) = ( aij (ijkckl>>
_ ( ( ai; ]k> kl) = (AB)C

= (dy)™ =

oder bei Summation iiber doppelt auftretende Indizes

(aip)- | (ban)-(car) | = (da)) = [ (ass)-(be) | -(cus) = (da) . O

(a:0) (ha)

Die Faktoren, d.h. die Matrizen kommutieren dabei im Allgemeinen nicht. Sie diirfen
deshalb in ihrer Reihenfolge allgemein nicht vertauscht werden.
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11.2 Die Transponierte einer Matrix

Beim Transponieren einer Matrix werden ihre Zeilen und Spalten miteinander ver-
tauscht, d. h. die erste Zeile wird zur ersten Spalte, die zweite Zeile wird zur zweiten
Spalte usw. Aus einer

(m x n)-Matrix A = (aij)(m’n)
wird so deren Transponierte, die
. . B (nym) - (nym) B T .7
(n x m)-Matrix B = (b”) = (aﬂ) = (aw) =A" .
Fiir das einzelne Matrixelement bedeutet die Transposition T

T T
Qij — aj; = a i = bij .

Obwohl sich ein Matrixelement allein nicht transponieren lésst, scheiben wir hier
symbolisch a™ fiir b.

Beispiel:

A — (aij>(273) _ (an (12 a13) T,

21 Ag2 A3

2 [0 b iz (3.2)
A" = (a;)77 = laz an | = by bn|=(b;)"" =B.
a13 Qo3 bs1 032

11.3 Multiplikation transponierter Matrizen

Wenn die Formate der Matrizen es ermoglichen, gilt

(A-B)' = B"- A"

Beweis mit

78



11.4 Quadratische Matrizen
Als Beispiel verwenden wir 0.B.d.A. eine (4 x 4)-Matrix A = (aij)(4’4) mit der zugeho-
rigen 4-reihigen Determinante bzw. Determinante 4. Ordnung |A| = det (aij).

e Eine quadratische Matrix ist beispielsweise die n x n-Matrix A = (aij)(n’n) :

e Eine quadratische Matrix A ist singular, wenn det A = 0.

e Eine quadratische Matrix ist regulér, wenn ihre Determinante von Null verschie-
den ist:
detA#0 = A= (aij)(n’n) reguldr .

Die Begriffe ,singulédre Matrix und ,regulédre Matrix* sind nur fiir quadratische
Matrizen definiert.

e Minor (synonym: Unterdeterminante) D;; :

Durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte einer Determinante |A|
erhalten wir den Minor bzw. die Unterdeterminante D;; zum Element a;; :
beispielsweise

aj;p a2 aipz aig
|A[ _ 21 Q22 A23 A4
az1 (32 Aa33 (A34
A41 Q42 A43 Q44

ail aiz daiq
= Djj = D3y = |az1 ag3 axn
Q41 Q43 Q44

e Adjunkte (synonym: algebraisches Komplement) A,;:

Die Adjunkte bzw. das algebraische Komplement A;; erhalten wir durch Multi-
plikation der Unterdeterminante D;; mit dem Faktor (—1)"*7 entsprechend dem
sogenannten

fir Determinanten :

+ —
-+
Vorzeichen-Schachbrettmuster ., _

S+

Ay = (1) - Dy

e Mit den Adjunkten A;; einer Matrix A lassen sich n-reihige Determinanten bzw.
Determinanten n-ter Ordnung berechnen nach dem
Laplace’schen Entwicklungssatz:

Entwicklung nach der i-ten Zeile:  det A = Z a;Ai; (i=1,2,...,n),
j=1

Entwicklung nach der j-ten Spalte: det A = Z a;Aij (1=1,2,...,n).

=1

Der Wert der 1-reihigen Determinante ist gleich dem Wert des einzigen Matrix-
elements.
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2-reihige Determinanten werden wie folgt berechnet:

2,2
det A = det (aij)( = (11 Q2 — Q12 a21
= a11 22 — A210A12 .

Nicht nur fiir 2-reihige Determinanten, wie man hier sehen kann, sondern auch
allgemein gilt folglich

det A = det AT (Stiirzen der Determinante |A]) .

3-reihige Determinanten werden beispielsweise durch Entwicklung nach der
1. Zeile wie folgt berechnet:

det A = det (aij)(g’g)
= a1 D11 — a12 D12 + a13 Dy3 (Dlj Unterdeterminanten zur 1. Zeile)

= a1 AH + a9 Alg + a13 A13 (Alj Adjunkten zur 1. Zelle) .

4-reihige Determinanten werden beispielsweise durch Entwicklung nach der
1. Zeile wie folgt berechnet:

4
4,4
det A = det (aij)( ) = ZCLU Ay =an A + ap A + a3 A1z + aig A,
j=1

wobei sich die Adjunkten zur 1. Zeile wie folgt aus den 3-reihigen Unterdetermi-
nanten zur 1. Zeile ergeben:

All :D117 A12:_D127 A13:D137 A14:_D14-

adjungierte Matrix A,q;:

Die zu einer Matrix A adjungierte Matrix A,q; ist die Transponierte (Az-j)T der
Matrix (Aij) , gebildet aus den Adjunkten A;; von A, also beispielsweise

All A12 A13 A14 B All A21 A31 A41

A — ( A--)T _ Ag1 Az Asz Aoy _ Az Az Az Asp
ol Y Azt Az Asz Az Ay Ay Agz Ay
An A A Ay Ay As Az Au



11.4.1 Invertieren von Matrizen

Invertieren kann man nur quadratische Matrizen. Eine (quadratische) Matrix A besitzt
genau dann eine Inverse, wenn sie regulér ist, d. h. wenn | A| # 0 ist. Daraus folgt mit
der Einheitsmatrix 1 und mit dem Multiplikationstheorem fiir Determinanten
|C| =|AB| = |A]-[B|:

A AT=A"A=1 =
1

AT Al= 1 =147 Al =1 & |A_1|=|A|

£0.

Zunéchst zeigen wir am Beispiel der 4 x 4-Matrix A = (aij)(4’4), dass

A . Aadj = A . <A13>T = |A‘ . ]l . (111)
a11 Q12 A1z A4 A As Az Ay ’A’ 0 0 0
(21 Q22 Q23 Q24 | Arp Asp Az A _ 0 [A] 0 0 =|A|-1
az1 (32 a3z Aa34 Az Ay Asg Ay 0 0 |A| 0 .
ayg1 Q42 A43 Q44 Ay Ay Ay Auy 0 0 0 | A |
(11.2)

Die Matrixelemente |A| der Diagonalen gehen geméfs des Laplace’schen Entwick-
lungssatzes beispielsweise zuriick auf die Determinante, gebildet aus dem Produkt der
2. Zeile von A mit der 2. Spalte von A,g;:

Az
e A A A Ay = |A
g1 G2 Qo3 Q24 || 4 = a9y Ao + gy Ago + ag3 Aoz + a9y Asy = | A
23
Agy
an Q12 a13 Q14
ist die Entwicklung nach der 2. Zeile: |A| = - - - - :
a3 a32 a33 34
41 Q42 Q43 Q44

Dass die Matrixelemente aufserhalb der Diagonalen alle gleich Null sind, ergibt sich
aus der Rechenregel fiir Determinanten, nach der eine Determinante dann den Wert
Null hat, wenn zwei Parallelreihen miteinander {ibereinstimmen. So geht beispielsweise
das Produkt der 1. Zeile von A mit der 3. Spalte von A,q;, also

Az

A
(au a1z a3 a14>' Azi = an As1 +aipAss + a3 Ass +ais Asg = 0, (11.3)

Asy
zuriick auf die Determinante
a11 a2 @13 Aaiq
Q21 Q22 G23 A4 0
)

11 ai2 Aaiz aiq
Qg1 Qg2 Q43 Q44
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weil bei der Bildung der Adjunkten nicht die 1. Zeile der Matrix A ,gestrichen® wird,
wie es fiir die Entwicklung nach der 1. Zeile erforderlich wére, sondern die 3. Zeile,
sodass im Produkt (11.3) statt der 3. Zeile die 1. Zeile noch einmal und damit doppelt
auftritt.

Wer dies nicht sofort {iberschaut, sollte sich die Miihe machen, eine 3-reihige Determinante det (aij) (3.3)
mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz beispielsweise nach der ersten Zeile zu entwickeln, aber nicht
mit den Adjunkten zur 1. Zeile sondern mit den Adjunkten zur 2. Zeile. Man stellt dann fest, dass

die auf diese eigentlich falsche Weise entwickelte Determinante den Wert Null hat.

Anschliefsend ist in der gleichen Determinante det (aij)(?,,s) die 2. Zeile durch die 1. Zeile zu
ersetzen, sodass die 1. Zeile doppelt auftritt, und dann die Determinante mit der Regel von Sarrus
nach der 1. Zeile zu berechnen. Wieder hat die Determinante den Wert Null.

Aber Achtung! Dem Vorzeichen-Schachbrettmuster entsprechend ist die Reihenfolge der Vorzeichen
der Adjunkten zur 2. Zeile gegeniiber der Vorzeichenreihenfolge der Adjunkten zur 1. Zeile umgekehrt.
Diese Vorzeichenumkehr tritt immer dann auf, wenn sich die Entwicklungsreihe fiir die Adjunkten
um eine ungerade Zahl von der ,richtigen Entwicklungsreihe fiir die Determinante unterscheidet, was
aber keinen Einfluss auf das Ergebnis in (11.2) hat.

e Um jetzt die Formel zur Berechnung der Inversen von A mit Hilfe der adjungierten
Matrix A,q; zu erhalten, multiplizieren wir (11.1) von links mit A~*:

AV A Ay = A AL = |Al-AT &

=1

e Invertieren von transponierten Matrizen:
-1 T
(47) = (a7)

(AT>_1- AT — (A—1>T- AT — (A - A‘1>T —1T=1. O

denn

e Invertieren von Matrizenprodukten:

(A-B)™ = B'-A! |
denn
(A-B)(B'-A")=A.- (BB')'A'=4A4"=1.0
=1

11.4.2 Orthogonale Matrizen — Drehmatrizen
Orthogonale Matrizen O sind reguldre quadratische Matrizen mit der Eigenschaft

det O —1 fiir Spiegelungsmatrizen ,
e =
+1  fiir Drehungs-oder Drehmatrizen D im Rechtsystem .

Uns interessieren hier nur die Drehmatrizen D . Sie beschreiben Drehungen von
einem Rechtssystem in ein Rechtssystem und haben die folgenden Eigenschaften:
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e Orthogonalitit: DT"=D"! < DD'"=D'D-=1.
Die Orthogonalitit der Drehmatrizen impliziert folglich ihre Reihen-Orthonormalitét,
d. h. ihre Zeilen- und Spalten-Orthonormalitét, was man am einfachsten durch
Drehung einer Standardbasis {€;} in die Standardbasis {€;'} mittels D~! und

die anschliekende Riickdrehung mittels D zeigen kann.
e Produkte orthogonaler Matrizen sind wieder orthogonal.

Nacheinander ausgefiihrte Drehungen mit den Drehmatrizen A, B, C :

erste Drechung : A-@& = &',
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12 Rechnen mit komplexen Vektoren und Matrizen
bzw. Operatoren

12.1 Rechenregeln

e In bra-ket-Notation (Dirac-Notation) sind basisfreie (abstrakte) Vektoren z. B. der
bra-Vektor (Zeilenvektor) (u| und der ket-Vektor (Spaltenvektor) |v) . Sie bilden
das komplexe Standardskalarprodukt (u|v) . Sie lassen sich in einer vollstdndigen
Orthonormalbasis (VON-Basis), z. B. {|a);}, darstellen bzw. entwickeln, sodass
wir dann mit den Entwicklungskoeffizienten u; und v; schreiben kénnen:

vy = Z a;|v) |a;) = Zvl\al )

i
U1
V2

(%

<u| _ Z<az|<u|az> _ Z(az * uy 1st Skalar Zu al

)

(12.1) (12.2)
=) (ula)a;| "= UIZI% ai| =" (ull = (ul,

i %
=u;

(u| == (uf wjy -+ u ):(u*)T = (u|7é(u*)T

Basisfreie (abstrakte) Operatoren bezeichnen wir z. B. mit A, Matrizen aber mit
A= (A,]) und die Matrixelemente mit A;; . In einer zum Operator A passenden

VON-Basis {|a);} erhilt A die Darstellung
A= Z |ai><ai|A|aj><aj| = ZAU |a;)(a;]
i,j i,7
mit den Matrixelementen X
(aiAla;) = Ay

und der aus diesen A;; gebildeten und zum Operator A gehérenden Matrix

(A4j)=A = A#A.

e Adjungiert (hochgestellter Index ') heifit komplex konjugiert (hochgestellter Index

*) und zusitzlich transponiert (hochgestellter Index T), also sinngemiR

T=MEAT = (T)Ax.

Beispiel: Matrix A:
A= ()" = ()
Beispiel: Zustands-ket-Vektor |v) (entspricht einem Spaltenvektor) :

(o))" = o) = (v] .
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Der resultierende Zustands-bra-Vektor (v| entspricht einem Zeilenvektor, dessen
Elemente (Komponenten) die komplex konjugierten Elemente des zugehorigen
ket-Vektors |v) sind.

Beispiel: Spaltenvektor v = (3 ) analog zu |v):

(7)) =7t = (vF, v3) .

A ist hermitesch, wenn A = A", beispielsweise
_ a ic _ gt a
I I
A ist antihermitesch, wenn A = — A" bzw. i4 = (i4)T, beispielsweise

_[—la ¢ _at a
A_(_C ib)_ Al Q}ER.

Ein linearer Operator A (bzw. eine lineare Matrix) ldsst sich zerlegen in einen
hermiteschen Operator A, und einen antihermiteschen Operator A, gemafs

t — AT
:A—l—A 7 Aa:A A .
2 2

A=A+ A, , Ay,

Die Verallgemeinerung des transponierten Produkts (A - B)T = BT . AT aus
reellen Matrizen A, B ist das adjungierte Produkt aus den (komplexen) Matrizen
A B

(A-B)Y =BT - A".

Adjungieren eines Zustands-ket-Vektors |v) :

0)" = (]
ia f
Veranschaulichung: (ib) = ( —ia , —ib) .

e Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt)

By

(Oz*u’{ T ) Buy :OZ*B<UTU1+U;U2+"')

liefert also mit «, 5 € C einen Skalar gemaf

(@ulfv) = o (ulfv) = a8 (ulu)
= (Belaw) = (Ba (olu)) = "B ((v]u))” = @B (ulv)

Das Skalarprodukt ist also antilinear (konjugiert linear) im ersten und linear im
zweiten Argument.
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e Das Skalarprodukt ¢; aus dem Zustandsvektor |v) und dem Basisvektor |a;) , also
¢; = (a;|v), ist die Projektion von |v) auf |a;), gesprochen: ,Skalarprodukt v in

44

a;“. ¢; ist somit die komplexe skalare Vektorkomponente von |v) ,in Richtung
des Basisvektors |a;) .

e Adjungieren des Skalarprodukts (u|v) :

((ulo)) = )t -l = (olu) = Zv*
= ((ufv))” (Zu vz> =

((ul))' = ((ule))" = (vlu)
e Adjungieren eines Matrix-Vektor-Produkts:
Alu) = vy =
(Alu)" = ()" AT = (ul 4T = o)1 = (o],
wobei A rechts von (u| stehen muss, u. a. weil (u| ein Zeilenvektor ist.

e Adjungieren eines Matrix-Matrix-Vektor-Produkts:

[AB)] = )t = ] = (B! AT

Hierbei ist die Reihenfolge von Matrizen und Vektor zu beachten.

e Das dyadische Produkt liefert eine Matrix gemafs

*

Uy ULv; ULV;

lu) (v] = | u2 '(UT v} ): UV]  UV5

Die Vektoren (Faktoren) des dyadischen Produkts diirfen in ihrer Reihenfolge
nicht vertauscht werden, wie man in der Veranschaulichung an einem einfachen
Beispiel sofort erkennt.

Adjungieren eines dyadischen Produkts:

(Ju) ()" = (oltu) = |o)(ul -

Mit den Basisvektoren |a;) der VON-Basis! {|a;)} ist der Einsoperator 1, auch
Identitatsoperator genannt, die Summe aus den

Projektionsoperatoren P; = |a;){a;|.

'VON-Basis heift vollstindige Orthonormalbasis und ist gleichbedeutend mit der Bezeichnung
vollstdndiges Orthonormalsystem (VONS). Meistens ist die VON-Basis gemeint, wenn kurz von einer
Basis die Rede ist.

86



Fiir die orthonormierten Basisvektoren gilt (a;|a;) = (a;|a;)* = 0;; . Wir veran-
schaulichen die Darstellung des Einsoperators fiir i = 1,2:

Z P, = Z |a;) (ai (12.1)

0 (12.2)

e In Analogie zur Darstellung eines Vektors ¢ durch seine skalaren Vektorkompo-
nenten vy, vy, v3 in der VON-Basis {€], €, €3} im R? gemif

U= (51-17)-51+(€2-17)-€2+(€3-77)-€3
U1
=Y (@ 0)-d=) v-&=|uw
i=1 T~ i=1 U3

wird die Darstellung (Entwicklung) eines (Zustands)vektors |v) nach der VON-
Basis {]a;)} im C™ beschrieben durch den Entwicklungssatz

v (ay|v)
n n U2 (az|v)
lv) = Zw |a;) szz‘|ai> = || = ( | > (12.3)

= z:|aZ {a; |v) = ZP|U>

A,_/
= 1lv) = |v) .

Die Projektionen von |v) auf |a;) bzw. die Skalarprodukte |v) in |a;) sind die
Entwicklungskoeffizienten v; € C. In (12.3) steht ganz bewusst nicht das
Gleichheitszeichen, sondern das :=-Zeichen (,definiert durch®). Wir werden auf
diesen Umstand im Zusammenhang mit der Matrixdarstellung von Operatoren
im Abschnitt 12.3 zuriickkommen.

e Darstellung des komplexen Standardskalarprodukts in der VON-Basis {a;} :

Wir gehen dabei aus vom basisfreien Standardskalarprodukt (u|v) und miis-
sen beriicksichtigen, dass das komplexe Standardskalarprodukt hermitesch ist
gemaf

(ulo) = ((wlw)" = (ulv) # (v]u) : (12.4)
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(ulo) =Y {ail(ulas) (a;|v)]a;) = Z<a¢|U?vj\aj>

ij

ij
= Y wv {ailag) =Y wjv; .
ij T i
ij

Die Beziehung (u|v) = ({v|u))” zeigt die Konjugationssymmetrie des hermi-
teschen Skalarprodukts.

e Aus der Hermitezitét in (12.4) folgt fiir das Standardskalarprodukt eines kom-
plexen Vektors |v) mit sich selbst:

vjv) € R,
(W) = ((v))" = tvlo) (12.5)
(v|v) > 0 und somit positiv definit .

(12.5) lasst sich zuriickfithren auf das Normquadrat einer komplexen Zahl z:

2z e R,
2z = (a—ib) (a+1ib) = > +b* = |z]*> =
22> 0.



12.2 Veranschaulichung des komplexen
Standardskalarprodukts und der Multiplikation
komplexer Vektoren mit komplexen Matrizen

Summen und Produkte aus komplexen Zahlen werde komplex konjugiert, indem alle
Summanden und Faktoren jeweils fiir sich komplex konjugiert werden. Wir zeigen dies
fiir das Produkt aus zwei komplexen Zahlen:

[(a+ib)(c+id)]" = [ac+i(ad + bc) — bd]"
= (a —ib)(c — id) = ac — i(ad + bc) — bd ,

[(a —ib)(c —id)]" = [ac — i(ad + bc) — bd]”
= (a+1ib)(c+id) = ac+i(ad + bc) — bd ,

[(a+ib)(c—id)]" = [ac —i(ad — bc) + bd]"
= (a —ib)(c+id) = ac+i(ad — bc) + bd .

Das komplexe Standardskalarprodukt (kurz Skalarprodukt) ist definiert durch

n
(ulv) == Zufvz . u, v € C L
i=1

Hierbei ist |v) ein komplexer Spaltenvektor und (u| ein komplexer Zeilenvektor. Der
Zusammenhang zwischen einem bra-Vektor (w| und dem zugehorigen ket-Vektor |w)

ist

(lw))" = [w)' = (w] .
Der hochgestellte Index * bedeutet komplex konjugiert, T bedeutet transponiert und
bedeutet adjungiert, also sowohl komplex konjugiert als auch transponiert.

Zunéchst zeigen wir

(ulv) = Zufvz = Z (v w) = @)y = wv=(07u)

7

am Beispiel der Vektoren?

(vju) = (1+i,—z') (2_3

(wu)* = =1+4i = (ulv) . O

2Mit der Notation  fiir Spaltenvektoren und ¢ T fiir Zeilenvektoren ist (U*)T H=at-d=a*7
das Punktprodukt @*-7 =), u} - v; . Man achte auf den Unterschied zwischen der Verwendung des
Multiplikationspunktes - und der Verwendung des fettgedruckten Symbols - .
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Jetzt zeigen wir die Wirkung einer komplexen (komplexwertigen) Matrix innerhalb
des Skalarprodukts am Beispiel der Matrix

241 3 2—1 2

{ul Alo) = {ujw) = (ul - (Afv)) =

= |w)

mit

Zum gleichen Ergebnis kommen wir mit der Rechnung

(ulA|v) = (m|v) = ((u]A) - |v) =
—~—
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Mit

(AJ))" = ) = (w] = o) AT = (] Af (12.6)
2—1 2t
=1+, —i)- = (i, —-1+1)
-3 142
und
2—1 2 —21 4
AT|u) — . =
-3t 141 2—3 —1—1

zeigen wir schlieklich
(ulw)* = (wlu) = (v|AT|u) = 3+ 5i :
2—1 2 —2
(1+4, —1)- : =
-3 1+ 2—-3
— (WlAY) - Juy = (i, —1+4)- (2 )) =345
’ 2—3% ’

= (v] - (ATu)) = (1+¢,—¢)-(_14_Z.> =3+5i. 0

Wichtig fiir das Versténdnis und fiir die Praxis sind die aus (12.6) abgeleiteten und im
Einklang mit (A - B)! = BT - AT stehenden Beziehungen

(m| = (u|A =)t A = (Affu))" = |m)! =
(m| = WA < |m)=Alu),
lw) = Ajp) & (w] = (v]AT.

Im Zusammenhang mit hermiteschen Matrizen werden uns diese Beziehungen noch
beschéftigen.
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12.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Nach:
Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschultaschenbuch,
Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 425.

Siehe auch:

Torsten Fliekbach, Quantenmechanik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik II1, 4. Auflage, Elsevier-
Spektrum Akademischer Verlag, Miinchen, 2005, Seite 235 bis Seite 237

und

http://schwalbe.org.chemie.uni-frankfurt.de/sites/default /files/attachements,/
mathematische _methoden in_der nmr-spektroskopie/skript zur ubung 1.pdf.

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass man einen Operator A als Matrix auffassen und
dementsprechend mit ihm umgehen darf. Dazu gehen wir mit den Entwicklungskoeffi-
zienten u; von |u) und v; von |v) aus von der (basisfreien) Operatorgleichung

) = Alu) . (12.7)

Zunachst zeigen wir die Entwicklung dieser Operatorgleichung nach der VON-Basis

{lai)}:
Zw ja;) = A 2]: <ai|.u> |a;)

J
Uj J
> vjlag) = AY ujlag) = s Alay) .
J J J
Durch das Skalarprodukt mit |a;) werden jetzt die Komponenten v; ,herausprojiziert” :

Zj:vj (a;|46vbj> = ;Uj (a;|Ala) .

In Komponentenschreibweise ergibt dies

vi = Z(ailfl!a» U (12.8)

und mit der Notation fiir die Matrixelemente (a;|A|a;) = A;; fiir die Matrix

(<ai|A|aj>> = (Aij> . (12.9)

Damit konnen wir (12.8) als Matrixgleichung in der Basis {|a;)} formulieren:

(%1 Ul
Cp) Uz
v; = ZAij ‘uj = =4y | = |y =A) . (12.10)
- ———
J Vi u; basisfrei
N - 7
Matrixgleichung
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Die Matrixelemente (a;|Ala;) sind Skalarprodukte. Sie wichten die |u)-Komponenten
u; bei der Summierung zur |v)-Komponente v; .
Zum besseren Verstéandnis zeigen wir noch, wie sich der Operator A im
Skalarprodukt (v|A|u)

darstellt. Durch Einschieben von zwei Identitdtsoperatoren erhalten wir daraus in
Komponentenschreibweise

(| Alu) = (v|1AL|u) = Z@@@\AI%) (ajlu) = Y vi Ay

i,7 i, ]

(12.11)

* .. .
v; Asj Uj

mit den skalaren Vektorkomponenten (v|a;) = v} und (a;|u) = u;. Wenn wir die
Vektoren und die Matrix (in Matrixschreibweise) vollstandig ausschreiben, erkennen
wir wieder die Matrixdarstellung (Aij) des Operators A:

A Ap Alj Uy
Ay Ag A2j Uz
S vrAgu; = (i vy oo owp )| P E T =
ij Aq Ap - Aij u;
(@|AJar) (a1|Alas) (a1]Alay) (ar|u)
(az|Alar) (az|Alas) (az|Alay) (azlu)
((wlar) (v]ag) (vlag) ---) :
(ai|Alar)  (a;|Alaz) (ai| Ala;) (ajlu)

= (v|1AT|u) = (v|Alu) .

[4

Jetzt zeigen wir die im Grunde genommen &dquivalente Variante der ,eigentlichen’
Matrixdarstellung des Operators A. Dafiir benutzen wir wieder die Operatorgleichung

(12.7):

[v) = Alu)
1jv) = 1AL|u)
Zi: jai)(ailv) = ij i) {as| Alas) (a;]u)

A,

> ailodlay =Y Ay lai)(as|u) (12.12)
7 1,7
A
) = Alu). O (12.13)
Wie wir sehen, ist die ,eigentliche Matrixdarstellung des Operators A
A= 141 =) a) (@il Alag)(a;] = D Ay lai)(ay] (12.14)
i, ] ij
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Bei einem Vergleich der Matrixgleichung in (12.10) mit (12.12), der Operatorgleichung
in der Basis {|a;)}, und der basisfreien Operatorgleichung (12.13) stellen wir fest, dass

A=3 Aylaa] # (Ay) -

Dies liegt daran, dass wir fiir (12.12) den linken Teil des Entwicklungssatzes (12.3)

v) = ZMW

verwendet haben und fiir (12.10) den rechten Teil

U1
V2

(%

Wenn wir ndmlich die Matrixgleichung (12.10) gegentiberstellen der Operatorgleichung
(12.12), berechnet nur fiir die Komponente v; , sehen wir

(12.10) v; = ZA”' u;  # (12.12) vila;) = <ZA“ uj)|az-> : (12.15)

J

Hierbei sind v; = (a;|v) und u; = (a;|u) . Als Analogie im R? ergibt (12.15) z. B. fiir
die Komponente mit i = 2

vy = Agyuy + Agoug + Agguz  #  vp- €y = (A21U1 + Agpuy + A23U3) €y .

Im Gegensatz zur Matrixgleichung (12.10) beinhaltet die Operatorgleichung (12.12)
namlich den zum Entwicklungskoeffizienten bzw. zur skalaren Vektorkomponente v;
gehorenden Basisvektor |a;) .
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13 Eigenwertgleichung einer 2-reihigen reellen
Matrix — Verallgemeinerungen fiir n-reihige
Matrizen

Siehe auch:

Lothar Papula, Mathematik fir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 2, 10. Auflage, Vieweg,
Braunschweig, Wiesbaden, 2001, Seite 121 bis Seite 140

und

Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Spektrum, Heidelberg,
Berlin, 1998, Seite 204 bis 211, Seite 414 bis 422.

Wir gehen aus von der linearen Abbildungsgleichung (Transformationsgleichung)
A =y

im R? bzw. in der Ebene. Dabei seien die Funktion A eine 2-reihige (quadratische)
reelle Matrix und & = (7)) und ¢ = (3 ) die Ortsvektoren zur Beschreibung der
Punkte Pz := {21, 22} und Pj; := {y1,y2} . Die Wirkung von A auf den Ortsvektor &
kann allgemein sowohl in einer Drehung als auch in einer Langendnderung bestehen,

woraus dann der Ortsvektor ¢ resultiert (s. Abb. 13.1a). Beispielsweise liefern
(a1 a2\ 2 —1 - [(T1) 2
1= )=(5 7)) = ()= 0)
S 2 =1\ (2\ [ 3\ _ [(y1) _ -
= (5 ) (0)=(2)=()=7

Wir gehen jetzt der Frage nach, ob zur Matrix A Vektoren 7 existieren, sodass ¢
kollinear zu T verlduft (s. Abb. 13.1b).

X X

X X

Abb. 13.1
a Die Matrix A bewirkt sowohl eine Langenidnderung als auch eine Drehung am Vektor & und
tiberfiihrt diesen so in den Vektor 7. Der Vektor & ist folglich kein Eigenvektor zu A.
b Die Matrix A lberfiihrt den Vektor & (ohne Drehung) in den zu Z kollinearen Vektor . Der
Vektor Z ist somit ein Eigenvektor zur Matrix A.
In diesem Fall resultiert mit der Einheitsmatrix £ = (§9)

A= =X-FEr=y, AeR. (13.1)
Um 7 zu bestimmen bilden wir aus (13.1) durch die Aquivalenzumformung

AZT=XE-Z & (A-)XE)-Z=0

das homogene lineare Gleichungssystem (LGS)
2 —1 A ON| L /2=x =1\ () . (0
GG (22 ()26 o
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Ein homogenes LGS besitzt nur dann nicht-triviale Losungen 7, wenn die Koeffizien-
tendeterminante det(A — AF) verschwindet':

det(A— AE) = det (2__:3 4__1A) 2= N@ =N = [(~1)(=3)]

= A —6A+5 =0
A — \E ist die charakteristische Matriz von A und M2 — 6\ + 5 L 0 heifst die

charakteristische Gleichung bzw. das charakteristische Polynom von A. Es ist in
diesem Fall eine quadratische Gleichung in A und somit nur erfiillt fiir

3+vV9—-5 = M\N=5H,

3—vV0—5 = M=1.

Die Losungen A; und A; dieser quadratischen Gleichung, d.h. die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms von A sind die Figenwerte der Matrixz A .

Allgemein konnen wir fiir die 2-reihige Determinate der Matrix A

a1 a2
21 A22

det A =

= Q11G22 — Q12421

und fiir das charakteristische Polynom der Matrix A

-A
det(A — \E) = au alj )\' = (a11 — A) (a2 — ) — asza9
ag1 a22
= N - (a1 + axn) A+ £a11a22 - CL12€L212
Sp(A4) det A
det(A—AE) = A\ —Sp(A)- A +detA=0 (13.3)

schreiben. Durch Faktorisierung (Zerlegung in Linearfaktoren) erhélt das charakteristi-
sche Polynom die Produktform

det(A—AE) = (A= A) A= X2) = A2 — (AL + X)) - A+ Ao (13.4)

Der Koeffizientenvergleich zwischen (13.3) und (13.4) zeigt, wie Spur und Determinante
von A mit den Eigenwerten von A zusammenhéngen:

Sp(A) = an +ax =M+ X
detA = 11929 — Q12091 = )\1/\2 .

!Die Determinante einer Matrix M verschwindet, wenn M singulir (linear abhiingig) ist. Folglich
ist es erforderlich, dass die charakteristische Matrix A — A\F singulér ist.
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Mit den Eigenwerten A\; und Ay konnen wir jetzt das homogene LGS (13.2) 16sen.

Fiir A; = 5 resultiert

(I) - 31’1 — Ty = 0
(I) —3z1—25 = 0

} & 19 = —317 .

x7 ist frei wihlbar. Wir setzen x; = « und erhalten fiir den normierten Lésungsvektor
77 zum Eigenwert \;

() () =0) -

(I) r1 — To2 = 0 N
To = X1 .
(II) —3x;+3z, = 0 2o

x1 ist frei wahlbar. Wir setzen x; = [ und erhalten fiir den normierten Losungsvektor

Zo zum Eigenwert Ao
. T 1 1 1
w0 = (1) =4 (1) = 7 ()

Die Losungsvektoren 1 und ¥y sind die Figenvektoren beziiglich der Matriz A . Die
Eigenvektoren liegen im Kern der charakteristischen Matrix A — AF.

Weil o und f frei gewahlt werden durften, hétten wir sie auch gleich 1 setzen kénnen. Es
ist zwar Konvention, die Eigenvektoren zu normieren, aber nicht unbedingt notwendig.
Deshalb fiihren wir die Probe mit

a=1 = 9?1:(_;) und =1 = fNQ:G)

s 2 —1 1\ o\ _ 1\ s B B
wi= (2 () (D)5 (D) ords amnmser
5 2 -1 Iy (1 _ 1y 5 - _
A 2_<_3 4)(1>—(1)— <1>—)\ . A=d=1€R.
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Wirkt eine Matrix A auf einen ihrer Eigenvektoren &; , so erzeugt sie einen zu 7; kolli-
nearen Vektor 7; , dessen Lange das \;-fache der Lange von &; betragt. Hierbei ist \; der
zum Eigenvektor 7; gehérende Eigenwert der Matrix A. Die Lange der Eigenvektoren
Z; kann frei gewéhlt werden. Konventionsgeméaf werden die Eigenvektoren aber auf
die Lange 1 normiert.

Merke!

Eine Eigenwertgleichung beschreibt die Wirkung einer Matrix A auf einen ihrer Eigen-
vektoren v'. Diese Wirkung ist die Multiplikation des Eigenvektors mit dem zugehorigen
Eigenwert \. A produziert folglich den Vektor A der parallel (kollinear) zum Eigen-
vektor v ist.
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Verallgemeinerungen fiir n-reihige Matrizen

Die fiir 2-reihige Matrizen gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf n-reihige Matrizen
verallgemeinern.

e Insbesondere gilt fiir die Eigenwerte n-reihiger Matrizen A

)\1+)\2+)\3++)\n:Sp(A), )\1/\2)\3/\n:detA

e Zu n verschiedenen Figenwerten gehoren n linear unabhéngige Eigenvektoren.

e Ein k-facher Eigenwert (Vielfachheit k) hat mindestens einen und héchstens k
linear unabhéingige Eigenvektoren.

e Die Eigenwerte einer Dreiecks- oder Diagonalmatrix A sind identisch mit ihren
Hauptdiagonalelementen. Dies resultiert aus den Rechenregeln fiir Determinanten
beispielsweise wie folgt:

aip — )\1 0 0
det(A — AE) = det a9l G99 — Ao 0
@31 a32 asz — A3

= (an - >\1)(a22 - >\2)(033 - )\3) - 0
= M=an, M=axn, I =az.

e Die Eigenvektoren beziiglich einer Diagonalmatrix sind die den Eigenwerten \;
entsprechenden kanonischen Einheitsvektoren |e;) der Standardbasis {|e;)} .
Beispiel zur Veranschaulichung mit dem Eigen- bzw. Basisvektor |es) = (9):

s = (3 ) (0)-(2) - ()=

e Zusitzlich gilt fiir reelle symmetrische Matrizen A = AT :
Alle n Eigenwerte sind reell und die Eigenvektoren von verschiedenen Eigenwerten
sind orthogonal.?

2Die Beweise finden sich unter
www.mpi-inf.mpg.de/departments/dl/teaching/ss10/MFI2/kap46.pdf
oder unter dem Suchbegriff , Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer Matrizen*.
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14 Hilbertraum, Hermitesche Matrizen (Operatoren)
und ihre Eigenschaften

Die Feststellungen iiber hermitesche Matrizen gelten auch fiir hermitesche Operato-
ren. Abhéngig vom Zusammenhang werden wir deshalb im Folgenden entweder von
Matrizen oder von Operatoren sprechen. Weil die hermiteschen Operatoren in der
Quantenmechanik auf Zustandsvektoren, d.h. auf Elemente des Hilbert-Raums H
wirken, beginnen wir diesen Abschnitt mit der

Definition des Hilbert-Raums:

Im Allgemeinen sind Hilbertraume H abzdihlbar-unendlichdimensionale, lineare Vek-
torrdume tiber C mit einem Standardskalarprodukt. Weiterhin sind Hilbertraume
vollstindig beziiglich der durch |||¥)|| = /(¥|¥) definierten Norm, wobei |¥) abstrak-
te, basisfreie Hilbert-Raum-Vektoren (Hilbert-Raum-Elemente) sind.

Die Hilbert-Raum-Vektoren |¥) lassen sich nach ihren quadratsummablen Koor-
dinaten entwickeln, die wiederum eine den Hilbertraum vollstéandig aufspannende
Orthonormalbasis bilden. Der Hilbert-Raum zu einem Operator mit einem vollstédndi-
gen Satz von n linear unabhéngigen Eigenvektoren ist ebenfalls n-dimensional.

Hilbert-Réume sind z. B. der R”, der C", der quadratsummable Folgenraum ¢?, aber
auch der L2-Raum der quadratintegrablen Funktionen.

Hermitesche Matrizen (Operatoren) und ihre Eigenschaften

e Hermitesche Matrizen A sind quadratisch und komplex. Sie lassen sich zerlegen
in einen Realteil, die symmetrische reelle Matrix B, und in einen Imaginérteil, die
antisymmetrische (schiefsymmetrische) Matrix C'. Fiir eine n-reihige hermitesche
Matrix

A=Axn=Buxn+iChxn = A=DB+iC

gilt folglich
Al=(B+iC) =B'+C'=B"4+C"*=B-C(-i)=B+iC=A,
A= AT,
Alle Hauptdiagonalelemente sind reell. Eine hermitesche Matrix ist z. B.

-7 3 1—4
A = —31 2 8—1
1+4i 8+1 6

-7 0 1 0 3t —4
= 0 281+ -3 0 —i
1 8 6 45 1+ 0

e Die Determinante einer hermiteschen Matrix ist reell:

detAeR.
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e Hermitesche Matrizen (lineare hermitesche Operatoren) besitzen
nur reelle Eigenwerte :!

In (12.4) verwenden wir fiir (u|
.|.
) = Aj) = (u] = |u)' = (A]v))" = (v]AT = (v]A
und erhalten
(ulv) = (ulv)* = (v]Alv) = ((v|AJv))".
Mit dem Eigenwert A von A gilt die Eigenwertgleichung

Alv) = ANo),
(v|AJv) = {v|A[0)
= Avfv) = (Mulv))”

folgt. Wegen (v|v) € R muss also auch A € R gelten.

e Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer hermiteschen Matrix
(einem linearen hermiteschen Operator) sind orthogonal :!

5 Sei

A|U> = )\1|u>, A|U> = /\2|’U>, )\1 7é )\2 .

Aus der zweiten Gleichung folgt (v|A = Ay(v|. Bildet man in dieser Gleichung
das Skalarprodukt mit |u), in der ersten Gleichung das Skalarprodukt mit (v|
und subtrahiert anschlieffend die beiden Gleichungen voneinander, so erhéilt man

(v|Alu) — (v]Alu) = M (vlu) — Ao (v]u) ,

also
(A1 = Ag)(vlu) =0,

also (v|u) = 0.

e Die Eigenvektoren beziiglich einer hermiteschen Matrix (einem linearen hermi-
teschen Operator) spannen eine vollstdndige Orthonormalbasis (VON-Basis)
in H auf.? Kurz gesagt, die Eigenvektoren aller Eigenwerte einer hemiteschen Ma-
trix (eines hermiteschen Operators) spannen den gesamten zugehorigen Hilbert-
Raum auf.

e Der Eigenvektor bzw. ,, die Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert A
bilden einen Vektorraum, einen Unterraum von H, den Eigenraum 7, zum
Eigenwert \.“? Insofern stellt jeder einzelne Eigenvektor einen eindimensionalen
Unterraum von H dar.

1Zitiert aus bzw. nach: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.

2Zitiert aus bzw. nach: Jan-Markus Schwindt, Tutorium Quantenmechanik, Springer Spektrum,
Berlin, Heidelberg, 2013, Seite 27 bis Seite 30.
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e Jeder durch eine quantenmechanische Messung zu beschreibende Zustand eines

102

Objekts ist mathematisch gesehen ein Strahl bzw. die Vektorenmenge {a|¥)}
mit a € C und folglich ein eindimensionaler Unterraum von H. |¥) ist dabei
der im Allgemeinen geméfs (¥|¥) = 1 normierte Zustandsvektor und kann als
Représentant des zu beschreibenden Zustands gewahlt werden. Die Zustandsvek-
toren (Zusténde) |¥) wiederum sind im Allgemeinen Linearkombinationen aus
Eigenvektoren la;) beziiglich einer Observablen, d. h. beziiglich eines Operators
A.



15 Unitare Matrizen (Operatoren)

Unitére Operatoren bezeichnen wir mit U und die zugehorigen unitaren Matrizen
(Operatorenmatrizen) mit (Ui ) = U . Zwei sehr einfache Beispiele fiir unitare Matrizen
sind die Einheitsmatrix und U = (%§). Vereinfachend verwenden wir in diesem
Abschnitt fiir die (Zustands-)Vektoren gelegentlich die Darstellung

U1
V2

15.1 Eigenschaften unitidrer Matrizen (Operatoren)

e Unitédr heiflt im weitesten Sinne normerhaltend. Das aber bedeutet, dass U bzw.
U auch das Skalarprodukt invariant lassen:

(@W) = (UD|UW)
= @0 )
= <¢|UT]1UIU7> = (2|¥) .
e Daraus folgt
Ulv=vlv=1 < vuvt=vu"', U'=0".
e Damit ist U stets invertierbar und regular.

e Inverse und Produkt unitdrer Matrizen (Operatoren) sind unitér.

e Der Betrag der Determinante von U ist stets
|detU| =1.
e Unitdr im Komplexen entspricht orthogonal im Reellen, denn Zeilen und Spalten

unitérer Matrizen (Operatoren) sind orthonormiert. Mit der unitdren Matrix
U € C™ " und der orthogonalen Matrix O € R™*™ heifst das

U'v=0"'U=1 +— O0OTo=0"'0=1.

e |u;) seien die Eigenzusténde beziiglich U und \; € C die zugehérigen Eigenwerte.
Aus der entsprechenden Eigenwertgleichung

Ulus) = w;lus)
erhalten wir das Skalarprodukt (gleicher Zeilen oder gleicher Spalten)
(UwilUws) = (uiUTU ) = (uifus) =1
= (Niwg| i) = A Aiwilug) = (uilui) =1
= MNh=\f=1.

Das Betragsquadrat jedes Eigenwerts \; des unitédren Operators U bzw. der
unitdaren Matrix U ist gleich 1.
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15.2 Unitare Transformation

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschulta-
schenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 430 und Seite 431.

Bei der unitéren Transformation wird durch eine unitdre Matrix (einen unitéren
Operator) ein normerhaltender Darstellungswechsel bewirkt. Die unitidre Transforma-
tion éndert also das Basissystems im Vektorraum z. B. im Sinne einer Drehung oder
Spiegelung. Die Orthogonalitétseigenschaften des Basissystems bleiben dabei erhalten.
Analog zu einer Drehmatrix vermittelt so ein unitdrer Operator U die unitire
Transformation zwischen den zwei verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)}

gemafs )
Ula;) = |b;) . (15.1)

Die Matrixelemente des unitiren Operators U (s. Matrixdarstellung von Operatoren)
sind damit

(a:lUlaj) = (ailb;) = Ui .
Die Umkehroperation von (15.1) ist
UtU|a;) = UTU|a;) = UT|b;) = |as) .

Ein Vektor |v) hat in den beiden verschiedenen Orthonormalbasen {|a;)} und {|b;)}
die verschiedenen Komponentendarstellungen

D ailai) = o) = o) = > Ailby

Der Darstellungswechsel des Vektors |v) von der einen in die andere Orthonormalbasis
mittels unitarer Transformation erfolgt in Komponentenschreibweise wie folgt:

B = (bjlv) = (bl Zai|ai>
= Z%(bﬂai)
B = Z Us; o . (15.2)
Fiir die zu den U;; adjungierten Matrixelementen haben wir dabei U}; geschrieben, weil

fiir die zu (U;;) adjungierte Matrix (U;)" = (Uj;)* = (Uj;) gilt. Die Matrixelemente
Uj;; erhalten wir aus den Matrixelementen U;; wie folgt:

Ui = (a;|bj) mit Zeilenindex ¢ und Spaltenindex j
= {alby) = (aslb;)* = (bjlas)
= (bjla;) = Uj; mit Zeilenindex j und Spaltenindex i .

In Matrixschreibweise ist (15.2)

51 (@51
52 (8%
| = ) =Ufp) = Ut
Bj a;
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Die Darstellung einer Matrix bzw. eines Operators éndert sich ebenfalls bei einem
Basiswechsel. Betrachten wir also die unitdre Transformation des Matrixelements A,;;

eines Operators A. Die Transformation erfolge von der Darstellung in der Basis {|0;) }
in die Darstellung in der Basis {|a;)} . Mit (15.1) und den Komponenten von U und A
erhalten wir in Komponentenschreibweise

Ay = (bi|Alby) = (Ua; |A| Uay) = (a;|UTAUa;) = (UTAU),. = A;

tj
= (UNwAulUy.  (15.3)

k.l
Hierbei ist also A4;; das Matrixelement der Matrix A in der Basis {[b;)} und ,Zfij das
Matrixelement der Matrix A in der Basis {|a;)}. U;; = (a|b;), d.h. |b;) in |a), ist die
Projektion von [b;) auf |a;) . In Matrixschreibweise ist schlieklich (15.3) kurz
UTAU = A .
Dies entspricht dem basisfreien Operatorenprodukt
UTAT = A.
Die unitére Transformation von Polynomen (A + B) erfolgt durch
(A+B) = U'(A+ B)U = U'(AU + BU) = U'AU + U'BU = A + B

und von Potenzreihen (A - B) durch

(A-B)=U'(A-BYU =U(A-UUt . BYU =U'AU - U'BU=A-B .
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Merke!

Die unitédre Transformation von der Basis {|a;)} in die Basis {|b;)} erfolgt durch
Ulas) = [bi)
mit der Umkehroperation |a;) = UT|b;) .

Die unitére Transformation eines Vektors |v) erfolgt durch

Ulfo) = Jo)

mit der Umkehroperation |[v) = Ulv) .
Die unitéare Transformation einer Matrix A bzw. eines Operators A erfolgt durch

UIAU = A s UTAD = A

A A

mit der Umkehroperation A = UAUT +— A=UAU'.

—_~—

Dabei ist (A,-j) — A die zum Operator A gehorende und (Aij) = A die zum Operator
A gehorende Matrix. U (...) U ist die zu UT (... ) U inverse Operation.

15.3 Diagonalisierung von Matrizen (Operatoren)

Nach: Christian B. Lang und Norbert Pucker, Mathematische Methoden in der Physik, Hochschulta-
schenbuch, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 418 und Seite 419.

In diesem Abschnitt folgen wir im Wesentlichen der Argumentation von Lang und
Pucker (s. Literaturhinweis). Wie wir in unseren bisherigen Betrachtungen {iber den
Umgang mit Matrizen und Operatoren unter Beriicksichtigung der Matrixdarstellung
von Operatoren feststellen konnten, lassen sich die Ergebnisse fiir Matrizen miihelos
auf Operatoren iibertragen. Deshalb gehen wir jetzt vereinfachend nur von einer Matrix
A aus.

Diese Matrix A habe die spezielle Eigenschaft, dass ihre Eigenvektoren |v;) or-
thogonal aufeinander stehen und gleichzeitig auch eine zu A passende VON-Basis
{|v;)} bilden. Dies gilt stets fiir hermitesche und folglich auch fiir symmetrische reel-
le Matrizen. Selbstversténdlich erfiillen diese Basisvektoren (Eigenvektoren) |v;) die
Eigenwertgleichung
Wenn wir aus den orthonormierten Eigen- bzw. Basisvektoren |v;) eine Matrix bilden
derart, dass die Basisvektoren die Spalten der Matrix darstellen, so erhalten wir die
unitdare Matrix U sinngeméf durch

U= (lor) fva) -+ Joi) )

denn wegen der Orthonormalitét der |v;) gemaks (v;|v;) = 6;; gilt
(07 (v1)s - (v)j -\ [ (v2)r -+ (v
(v2)7 (v2); -+ (v2)j -] | (v1)2 (v2)a -+ (vi)2
Ul =| Lo : Pt =1 (15.4)
()i i)y - () - | () (v2)y - (wi)y -
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Wie man sieht, sind die Elemente der Matrix U die Entwicklungskoeffizienten (v;); der
Eigenvektoren |v;) in einer anderen VON-Basis, z. B. {]a;)} :

(Ui)l
(%’)2
o) = Y (aglvi)lag) =Y (vi)jlag) = |

i j (vi);

Wiéren die |a;) selbst die Eigenvektoren zur Matrix A, hitte U die Gestalt einer
Diagonalmatrix.

Jetzt multiplizieren wir U in (15.4) mit der Matrix A.' Entsprechend der Eigenwert-
gleichung

beziiglich der Eigenvektoren (Spalten) |v;) von U gilt fiir die Elemente der resultierenden
Matrix UtA U , d.h. fiir ,, Zeile k von U' mal )\; mal Spalte ¢ von U

E:Q%EA¢@Oj:AiE:@%ﬁ(w%::Mam,

sodass
A

v o0

UAU = " = A.

y
0

Die Hauptdiagonalelemente der Diagonalmatrix A sind die Eigenwerte der Matrix A.

'Die Multiplikation der Matrix U mit der Matrix A entspricht der Wirkung des Operators A auf
den unitdren Operator U.
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Damit haben wir ein Verfahren zur Diagonalisierung von hermiteschen bzw. symmetri-
schen reellen Matrizen A (Operatoren A) gefunden:

1. Wir bilden die orthonormierten Eigenvektoren |v;) zu A (zu A).

2. Diese Eigenvektoren bilden die Spalten der unitdren Matrix U . Auf die Rei-
henfolge der Eigenvektoren bzw. Spalten ist zu achten. Sie ist nicht beliebig,
denn eine Vertauschung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt eine
entsprechende Vertauschung der Reihenfolge der Diagonalelemente \; in A.

3. Das Matrixprodukt UTAU bewirkt dann die Diagonalisierung von A und liefert
die Diagonalmatrix A, deren Hauptdiagonalelemente die Eigenwerte A; von A
(von A) sind.

Beispiel

Betrachten wir die hermitesche Matrix

Ihre Eigenwerte sind

M =4+4V16+9= 9,
Xo = 4—V16+9=—1,

also erwartungsgeméf reell. Die (normierten) Eigenvektoren zu A sind

1 3
‘111)()\1) = \/ﬁ il

[v2)(2g) = \/% <;)

|v1) und |vy) sind tatsdchlich orthogonal, denn

(vn[va) = \/% (f)T - \/% (;) _ 1—10 (=30 +3i) = 0.

Die Eigenvektoren sind die Spalten der unitdren Matrix U, die A wie folgt diagonalisiert:

3 —1 . 3 i
vtav = (Vo 70 <8. —32) Vo v :(9 0):<>\1 0):/1.

Die Umkehroperation dazu ist

UAU'=U (UTAU) U =UUTAUUT = 1A1 = A .

Eine Anderung der Reihenfolge der Eigenvektoren |v;) in U bewirkt eine entsprechende
Anderung der Reihenfolge der Diagonalelemente \; in A :

i 3 o _
b o)) 0= (B T0) = var= ()= ()
V10 V10 !
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16 Spur einer Matrix

e Die Spur einer Matrix A ist die Summe ihrer Hauptdiagonalelemente. Fiir die
Darstellung der Spur in der VON-Basis {|a;)} gilt somit

Sp{A} = Z@\Ami) = ZAn- .

e Die Spur einer Matrix ist unabhéngig von der verwendeten VON-Basis (hier

{la:)} und {|bx)}) von H:
Sp{A} = Z<Gi|A|@z‘>
— ZZ(ailbkﬂbk’Awl) (bi]ai)

k1 —

i

- ZZ‘<bl\ai><ai\bk><bk|A\bz>
= S0l (S ladal ) ) oA

k,1
—_——
=1

_ Z (by|br) (br|Albr)

ko

= > b (b Alby)
Sp{A} = > (bilAlbs) . O

k

e Die zyklische Invarianz der Spur:

Zunachst zeigen wir

Sp{AB} = Sp{BA} :

Sp{AB} = ) (a;|ABa;) =Z<ai|A|ak><ak!Blai>

_ Zz<ak|B|ai><ai|A|ak>

= S (a|BAla) = Sp{BA} . O

Daraus folgt die zyklische Invarianz der Spur

Sp{A- BC} = Sp{BC- A}
— Sp{B-CA} = Sp{CA- B}

und fiir die unitare Transformation der Spur einer Matrix A

Sp{A} = Sp{UTAUY} = Sp{ UUT A} = Sp(a}

=1
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Sp{AB} = ZAU B;; # Sp{A}-Sp{B} = ZAM- : Z B

e Spur des dyadischen Produkts

D = |u)(v|, |u) orthogonal zu |[v) = (u|v) = (v|u) =0 :

Sp{D} = ) (ailu)(vla;)

)

= Z( |ai)(as|u) = (vl Z|az (ai| |u)
i
W—/
=1

Sp{D} = (vlu) =0.

Veranschaulichendes Beispiel:

0 0
D(l) (00 1)(0
0 0

o O O
o = O

) = Sp{D}=0.
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17 Kombinatorik, Verteilungsmoglichkeiten und ihre
Wahrscheinlichkeit

In diesem Kapitel werden einige einfache Beispiele gezeigt zur Bestimmung der Anzahl
und der Wahrscheinlichkeit von Verteilungsmoglichkeiten, die sich bei der Anordnung
oder Aufteilung von Teilchenmengen nach bestimmten Kriterien ergeben.! Den Elemen-
ten in der mathematischen Kombinatorik entsprechen in der Physik haufig Teilchen.
Deshalb werden wir dort, wo es sinnvoll erscheint, den Begriff , Teilchen“ anstatt des
Begriffs ,Element” verwenden.

o Wie grof ist die Anzahl der Verteilungsmoglichkeiten, wenn man N unterscheid-
bare Teilchen auf 2 Topfe verteilt?
Das erste Teilchen fallt entweder in den einen oder in den anderen Topf und
liefert somit zwei Moglichkeiten. Fiir jede dieser beiden Moglichkeiten fallt das
zweite Teilchen wieder in den einen oder den anderen Topf, sodass aus den zwei
Moglichkeiten vier werden. Und so verdoppelt sich die Anzahl der Mdoglichkeiten
beim Hinzufiigen jedes weiteren Teilchens. Z. B. resultieren dann bei 3 Teilchen
23 = 8 Verteilungsmoglichkeiten.

Wir stellen fest: Es gibt
2V Méglichkeiten, (17.1)

eine Menge von N unterscheidbaren Teilchen in zwei Teilmengen N; und N,
mit Ny + Ny = N aufzuteilen. Hierbei spielt die Reihenfolge der Teilchen in den
Teilmengen keine Rolle, denn die Teilchen wurden in einer beliebigen Reihenfolge
auf die zwei Topfe verteilt.

Wie man sich analog iiberlegen kann, gibt es allgemein
m™ Méglichkeiten, (17.2)

N unterscheidbare Teilchen auf m Topfe zu verteilen, wenn die Reihenfolge bzw.
Anordnung der Teilchen in den Tépfen keine Rolle spielt.

e Permutationen:
Permutation heifst Vertauschung im Sinne von Umordnung. Die Permutation
von N unterscheidbaren Elementen liefert
N!'=1-2-3-4--- N
Anordnungen (Reihenfolgen, Permutationen). Z. B. ergeben die 3 Elemente a, b
und c die folgenden 3! =1 -2 -3 = 6 verschiedenen Permutationen:
abc, acb, bac, bca, cab, cba.

IErganzende Erlduterungen zu diesem Thema finden sich z.B. in M. Alonso und E. J. Finn,
Quantenphysik und Statistische Physik, 4. Aufl., Oldenbourg-Verlag, Miinchen, Wien, 2005, Seite 472
bis Seite 474 und in Lehr- und Ubungsbuch Mathematik, Band IV, Fachbuchverlag Leipzig - Koln, 13.
Aufl.; 1992, Seite 256 bis Seite 270.
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e Variationen ohne Wiederholung:

Die Anzahl V]\(,k) aller Variationen von N Elementen in geordneten Gruppen (mit
Beriicksichtigung der Reihenfolge) zu je k Elementen ohne Wiederholung ist

VP =N (N-1)-(N=2)-(N=3)- --- .(N—k+1)=<N—_'k),, (17.3)
Y _ (]]j ) K (17.4)

Das kann man sich so vorstellen: Wir wollen aus N Elementen alle méglichen
k-elementigen Gruppen bilden. Im ersten Schritt, d. h. bei der Anordnung des
ersten Elements in den Gruppen, konnen noch alle N Elemente verwendet werden,
sodass wir mit dem ersten Schritt N Anordnungen aus einem Element erhalten.
Jedes dieser N Elemente wird im zweiten Schritt nacheinander mit allen Elemen-
ten aufler mit sich selbst, also jeweils mit N —1 Elementen verbunden. So erhalten
wir mit dem zweiten Schritt N - (N — 1) Anordnungen aus zwei Elementen. Im
dritten Schritt wird jede dieser N - (N —1) Anordnungen wieder nacheinander mit
allen Elementen aufier mit den eigenen beiden verbunden. Mit dem dritten Schritt
erhalten wir folglich N- (N —1)-(N —2) Anordnungen aus je drei Elementen. Wir
setzen diese Prozedur fort bis zum k-ten Schritt, mit dem wir dann schlieflich
N-(N—-1)-(N—2)- --- -(N—k+1) Anordnungen aus jeweils k£ Elementen erhalten.

Beispiel:
N = 3 (Elemente a, b und ¢), k =2, V]\(,k) =6:
ab, ac, ba, bc, ca, cb.

Variationen mit Wiederholung:
Die Anzahl * ]f,k) aller Variationen von N Elementen in geordneten Gruppen
(mit Berticksichtigung der Reihenfolge) zu je k Elementen mit Wiederholung ist

wy k) = Nk (17.5)

Die Prozedur zur Bildung der Variationen mit Wiederholung ist &hnlich der
Variation ohne Wiederholung. Der Unterschied besteht lediglich darin, dass bei
jedem der k Schritte alle N Elemente mit den zuvor gebildeten Anordnungen
verbunden werden, also auch die jeweils gleichen Elemente miteinander, wodurch
die Wiederholungen entstehen.

Beispiel:
N = 3 (Elemente a, b und ¢), k =2, wV]\(,k) =9:
aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.



e Kombinationen ohne Wiederholung:
Wir teilen jetzt N unterscheidbare Teilchen auf zwei Kammern so auf, dass stets
in der KammerI N; Teilchen und in der Kammer II Ny Teilchen vorhanden sind,
wobei Ny = N — Nj sei. Da die Bildung der Kombinationen ohne Wiederholung,
d. h. ohne Zuriicklegen erfolgen soll, konnen die unterscheidbaren Teilchen in den
einzelnen Kammern nicht mehrfach vorkommen.

Beispiel: N = 3 (Teilchen a, Teilchen b, Teilchenc), Ny =2, Ny =1

I

N!'= 3! = 6 Verteilungen

O 0 o9
0O 2 o o
@@‘@QQ“Q‘E

b

Wie wir sehen, ist hier die Reihenfolge der Teilchen innerhalb der Kammern von
Bedeutung.

Wenn die Reihenfolge der Teilchen in den Kammern keine Rolle spielen soll, muss
durch N; dividiert werden. In unserem Beispiel mit N =3, Ny =2 und N, =1
resultieren dann

N! N! N
N — _ — 17.
N =FTN T MV =W (M) e
B 3! 6 3 Verteil ) 17.7
= = 3= ertellungen : (17.7)

ablc, ac|b, bcla.

Ublicherweise schreibt man fiir die Anzahl C'J(Vk) der Kombinationen von N Ele-
menten zur k-ten Klasse ohne Wiederholung

k N! N

Kombiniert man N unterscheidbare Teilchen ohne Wiederholung zu Gruppen
von N; =1, 2, 3, ---, N Teilchen, so resultieren nach sukzessiver Anwendung

von (17.6)
() (D0 () (s o

Kombinationen. Dass dies 2" — 1 ergibt, kann mit dem weiter unten aufgefiihrten
binomischen Satz (17.19) wie folgt gezeigt werden:

w0 () () () () o

=1
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e Jetzt zeigen wir (17.6) mit Hilfe einer anderen Argumentation:

114

Wenn wir N; unterscheidbare Teilchen aus N unterscheidbaren Teilchen aus-
wahlen, haben wir bei der Wahl des ersten Teilchens N Wahlmdglichkeiten, bei
der Wahl des zweiten Teilchens aus den verbliebenen N — 1 Teilchen nur noch
N — 1 Moglichkeiten usw. Die Anzahl von Méglichkeiten bei der Auswahl von
N; unterscheidbaren Teilchen aus N unterscheidbaren Teilchen ist demzufolge

N!

N-(N=1)- (N—2)- - -(N—N1+1):(N_—'Nl)!:

x . (17.11)
Hierbei spielt aber die Reihenfolge der N; Teilchen eine Rolle, denn in x sind alle
moglichen Reihenfolgen der N; Teilchen enthalten. Es resultieren also y verschie-
dene Gruppen mit jeweils Ni! Moglichkeiten. Die y Gruppen unterscheiden sich
in der Teilchenzusammensetzung der N; aus N Teilchen, wobei jede Gruppe aus
N;! verschiedenen Anordnungen derselben N; Teilchen besteht. Das bedeutet:
y Gruppen - N;! Méglichkeiten = maximale Anzahl  von Moglichkeiten bei
Unterscheidbarkeit der Teilchen bzw.

NI N1 N
NNy T YT N (NN (N1> - (17r12)

le':l':

Wir stellen fest:

Yy = ( ]J\X ) = Cn(Ny) ist die Anzahl von Teilchen-Kombinationsmoglichkeiten
bei der Auswahl von N; Teilchen aus N Teilchen, wobei die Reihenfolge der N,
Teilchen in der jeweiligen Kombination keine Rolle spielt.

Kombinationen mit Wiederholung:
Fiir die Anzahl “’C](\f) der Kombinationen von N Elementen zur k-ten Klasse mit
Wiederholung schreibt man iiblicherweise

E+N—-1)! <N+k;—1>

we® _ ¢ 17.1
Cn k(N —1)! k (17.13)

Plausibilisierungen von (17.13) sind in den Abschnitten ?? und ?? zu finden. Dort
wird die Bildung von Kombinationen mit Wiederholung so interpretiert, dass
dabei die Unterscheidbarkeit der Teilchen verloren geht. wC](\?) ist dann die Anzahl
der Realisierungsmoglichkeiten fiir die Aufteilung von k nicht unterscheidbaren
Teilchen auf N Zellen.

(17.6) ist die Anzahl der Kombinationsmdéglichkeiten, wenn N unterscheidbare
Teilchen auf zwei Kammern aufgeteilt werden und dabei die Reihenfolge der
Teilchen innerhalb der Kammern nicht berticksichtigt wird.

Wir werden jetzt zeigen, wie man die Anzahl Cy(N;) der Kombinationsmoglich-
keiten bei der Aufteilung von N unterscheidbaren Teilchen auf m Kammern
berechnet, wenn die Anzahl der Teilchen in den Kammern Ny, Ny, N3, ..., N,
betragt und wenn » " N; = N gilt. Die Reihenfolge der Teilchen bei der Auf-
teilung auf die Kammern bzw. innerhalb der Kammern soll dabei wieder keine
Rolle spielen.



In der Herleitung von (17.12) standen uns bei der Aufteilung beziiglich der ersten
Kammer N Teilchen zur Verfiigung. Daraus resultierte

N!
Nil- (N =Nyl

(17.14)

Bei der Aufteilung beziiglich der zweiten Kammer stehen uns dann nur noch
N — Nj Teilchen zur Verfiigung, sodass wir aus (17.14) fiir die neue Situation

(N = N)!

17.15
erhalten und bei der Aufteilung auf die dritte Kammer analog
(N — Ny — Ny)!
. 17.16
N3!'- (N — Ny — Ny — N3)! ( )
So verfahren wir weiter, bis zur Aufteilung auf die m-te Kammer mit
N—-N —Ny— -+ —Np,_1)!
( L2 ) . (17.17)
Ny (N—N; —Ny—N3— -+ —Np)!

Wir stellen fest:

Das Produkt aus (17.14), (17.15) und aus allen folgenden Anzahlen der Kom-
binationsméglichkeiten bis (17.17) ergibt die Gesamtzahl Cx(NN;) der Kombi-
nationsmoglichkeiten bei der Aufteilung von N unterscheidbaren Teilchen auf
m Kammern, wenn die Reihenfolge der Teilchen innerhalb der Kammern keine
Rolle spielt:

N! NI
[T
=1

Die Anzahl Cx(NV;) gilt hierbei fiir eine bestimmte Verteilung bzw. Folge der
Teilchenzahlen N; unter der Bedingung > " N; = N und kann als Gewicht?
dieser Verteilung angesehen werden.

Cn(N;) = (17.18)

Anders gesagt:

Cn(NV;) in (17.18) ist gleich der Anzahl von Permutationen von N Teilchen, die
sich aus N; Teilchen einer 1. Art, Ny Teilchen einer 2. Art, N3 Teilchen einer
3.Art, ..., N,, Teilchen einer m-ten Art zusammensetzen, wenn Zzl N, =N
gilt und wenn innerhalb der m Gruppen die jeweiligen N; Teilchen selbst nicht
permutiert werden.

2Das Gewicht einer Verteilung ist proportional zu ihrer Wahrscheinlichkeit, denn die Wahrschein-
lichkeit ist allgemein das auf 1 normierte Gewicht.
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e Im folgenden Beispiel werden wir den binomischen Satz gebrauchen. Deshalb wird
er hier zur Erinnerung mit den anschlieflend verwendeten Grofen angeschrieben:

N N\ N\ o
(p1 +p2) = (0)piv+(1)piv 1-p2+(2>p¥2-p3+

N (N
+<N_1)p1-pév o (N)pév

N
— Z N pN—Nl_le
N, 1 2

N1=0
und weil p; und py vertauschbar sind:

N YN N1 N—N;
(p1 +p2)" = Z N, Py’ - Dy . (17.19)

N1=0

Wir betrachten jetzt zur Veranschaulichung zunéchst nur zwei Teilchen, die wieder
auf zwei Kammern gemaf N, + Ny = N = 2 aufgeteilt werden sollen.

Das Volumen der Kammerl sei V; = 3/4, das Volumen der KammerII sei
Vo = 1/4 und das Gesamtvolumen ist folglich V' = 1 . Weil das Volumen V}
dreimal so grofs wie das Volumen V5 ist, soll auch die Wahrscheinlichkeit p;, dort
ein Teilchen anzutreffen, dreimal so grof sein wie die Wahrscheinlichkeit ps, ein
Teilchen im Volumen V5 anzutreffen. Wir erhalten also fiir die Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen in Kammer I anzutreffen, p; = V;/V = 3/4, fiir die Wahrschein-
lichkeit, ein Teilchen in Kammer II anzutreffen, po = V5/V = 1/4 und fiir die
Wahrscheinlichkeit, im Gesamtvolumen Vi 4+ Vo = V ein Teilchen anzutreffen,
folglich die Summe

pt+p=1. (17.20)

Bei der Aufteilung von zwei unterscheidbaren Teilchen auf zwei Kammern ergeben

sich die vier Kombinationsmoglichkeiten mit ihren zugehoérigen Wahrscheinlich-
keiten wie folgt:

Ni=2, No=0 | Ni=1, No=1 | Ny=1, No=1 | N;=0, Np=2

Ny __N: Ny __N- Ny __N: Ni__N-
PP =D | Pl = pips | PPt =Pipy | Dype =Dy

2
Z 16
N1=0

Hierbei ist Py (V1) die Wahrscheinlichkeit, eine Kombination mit N; Teilchen in
Kammer I anzutreffen.
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Wir stellen fest:
Jede einzelne Kombination mit N; + Ny = N besitzt die Wahrscheinlichkeit

ot (17.21)

sodass die Wahrscheinlichkeit fiir die C'y(N;) Kombinationen mit der bestimmten
Teilchenzahl N; (in KammerI)

Py(Ny) = Cn(Ny) cpiNt L ph (17.22)
N! _
Pu(1) = N1!-(N—N1)!'pi\h'pév " (17.23)
N
- (y) (1724

ist. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Kombinationen unter Einbeziehung
aller moglichen Teilchenzahlen N; also von N; = 0 bis N; = N, ist mit
p1 + p2 = 1 definitionsgemaéfs

N
N _
(p1+p) =17 = Z <N ) ptopy M (17.25)
Ny=0 N1
N
= Y Py(Ny)=1. O (17.26)
N1=0

e Ein Beispiel zur Vertiefung:

Teilchen a, Teilchen b und Teilchen ¢ seien wieder die N = 3 unterscheidbaren
Teilchen, die auf die beiden Kammern I und IT aufgeteilt werden sollen. Die
Anzahl der sich daraus ergebenden Teilchenkombinationen auf die zwei Kammern,
wenn die Reihenfolge der Teilchen in den Kammern keine Rolle spielt, ist gemé&f
(17.1) , unserem ersten Beispiel, 2V = 2% = 8 . Dabei liuft die Teilchenzahl N; in
KammerI von 0 bis N.

Cn(Ny) = (J]\\,[l) in (17.6) ist aber die Anzahl der Kombinationen nur fiir eine
bestimmte Teilchenzahl Ny, wobei die Reihenfolge der Teilchen ebenfalls keine
Rolle spielt. Wir kénnen deshalb fiir die Anzahl der Kombinationen 2V mit (17.6)
auch schreiben:

N N N! N /N
v ! _ 17.27
ZCN( 1) Z Ni!- (N — Np)! Z <N1) ( )
N1=0 N1=0 =0
= 1+343+1=8=2". (17.28)
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In der folgenden Tabelle sind die acht Kombinationen mit ihren zugehorigen

Wahrscheinlicheiten aufgefiihrt.

N1=0

I II N pivl pé\b
o« boel — 3] Pii-d
cb | e 2 bhied
coc | b2 biiea
boe | o 2] iii-a

‘ e

b N

; o | 1ii=3
— b 0 }1%%:6%1

3
S Py(Ny) =8 =1

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Kombinationen mit bestimmter Teilchenzahl
N7 in Kammer I sind:

Ny =3
Ny =2
Ny =1
Ny =0

Py(Ny) = Py(3) = 1 - =

PN(Nl):PN(Q):g—

PN(Nl):PN(l):g—

Py(Ny) = Py(0) =1 —

e Mit (17.23) lésst sich das Gewicht (17.18) einer Verteilung von N Teilchen auf
m Kammern ebenfalls allgemein als Wahrscheinlichkeit ausdriicken, wenn die
Besetzungswahrscheinlichkeiten p; der einzelnen Kammern bekannt sind:

P

N;
Pi
N

NNyl Nyl -

MopMple . gl L

N!H

- N,

Nm

N- N- N.
‘.pll.p22.p33.-..

Nm

(17.29)

(17.30)

(17.31)



e Anstelle der Wahrscheinlichkeiten p; verwenden wir jetzt die Gewichte g; der
m Kammern. Dies konnen z. B. die Entartungsgrade der Kammern sein. Zu
ihrer Veranschaulichung nehmen wir an, dass die Kammern in Zellen unterteilt
sind. So wire dann z. B. die i-te Kammer in g; Zellen unterteilt, auf die sich
dann die N; Teilchen geméif (17.2) in g verschiedenen Kombinationen aufteilen
kénnen. So liefern die Gewichte g; bzw. die g; Zellen fiir jede Kammer mit der

Teilchenzahl N; die Anzahl von gzN  gusatzlichen Realisierungsmoglichkeiten.

Das Gewicht W (N;, ¢;) bzw. die Gesamtanzahl der Realisierungsmoglichkeiten
aus den N unterscheidbaren Teilchen unter Berticksichtigung aller m Kammern
und ihrer Gewichte g; bei einer bestimmten Verteilung beziiglich der Teilchen-
zahlen N; erhilt man folglich durch Multiplikation von (17.18) mit allen g :

N
WNo9) = o N g g e ghe (17.32)
= On(N) - g1 - go? - g3 -+ g™ (17.33)

9"
W(Ni, gi) = N! H ]\l/" , Bedingung: ZNi =N. (17.34)
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18 Gesetz der grofien Zahlen — Binomialverteilung

(Siehe auch Torsten Fliefsbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik
IV, 4. Aufl., Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, 2007, Seite 10 bis Seite 21,
Franz Embacher, Random Walk in einer Dimension, Universitat Wien,
homepage.univie.ac.at/ franz.embacher/Lehre/aussermathAnw2012/RandomWalk.pdf
und

Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 4. Aufl.,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York, 2005, Seite 6 bis Seite 12.)

Um von vornherein Klarheit zu schaffen, leiten wir dieses Kapitel mit einigen Hinweisen
zum Sprachgebrauch ein:

Wir werden im Folgenden vom Mittelwert und vom Erwartungswert einer Messgrofse
x sprechen. Mit dem Begriff Mittelwert T bezeichnen wir den real bzw. empirisch
bestimmbaren arithmetischen Mittelwert aus einer endlichen Anzahl N von Messwerten.
Mit dem Begriff Erwartungswert (z) bezeichnen wir den nur theoretisch bzw. fiktiv
bestimmbaren wahren Mittelwert aus der Anzahl N — oo von Messwerten. Sowohl die
Standardabweichung bzw. Schwankung

_ @)
Ar=0= =1 (18.1)

der Einzelmessung x; als auch die Standardabweichung bzw. Schwankung

2(T — x:)?

=1 (18.2)

Om —

des arithmetischen Mittels = basieren auf dem wahren Mittelwert bzw. Erwartungswert
(z) .} Weil wir es in der Thermodynamik bzw. in der statistischen Physik mit N > 1
bzw. N — oo zu tun haben, werden wir nicht die exakten Formeln (18.1) und (18.2),
sondern ausschlieflich deren Néherung geméfs limy o (N — 1) = N verwenden.

Zum schnelleren Verstéindnis wiederholen wir zunéchst die erforderlichen grundlegenden
mathematischen ,Werkzeuge™ :

e In der Thermodynamik bzw. in der statistischen Physik betrachten wir meistens
Systeme mit Teilchenzahlen N in der Grofenordnung von 1023, also mit sehr
grofen Teilchenzahlen.?

o Wir miissen unterscheiden zwischen dem Mittelwert T der Messwerte x; und dem
Erwartungswert (z) der Messgrofe  und werden den Unterschied zwischen diesen
beiden Begriffen am einfachen Beispiel der beim Wiirfeln erzielten Punktzahlen
illustrieren. Dabei setzen wir voraus, dass die verwendeten Wiirfel so konstruiert

'Eine leicht verstindliche Herleitung dieser Zusammenhéinge findet man z. B. im Abschnitt ,Messge-
nauigkeit und Messfehler* des Springer-Lehrbuchs von Wolfgang Demtréder, Experimantalphysik 1,
Mechanik und Wérme, 3.Auflage, Springer, Berlin, Heidelberg, New York, 2003, Seite 29 bis 36.

2Unter Normbedingungen (273,15K, 1013, 25 hPa) besteht 1 ml Gas aus ca. 2,7 - 10! Teilchen. 1ml
Wasser besteht aus ca. 3,35 - 1022 Molekiilen und 1 cm?® Kupfer bei 25°C aus ca. 0,85 - 1023 Atomen.
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sind, dass alle Seitenflichen beim Wiirfeln mit der gleichen Wahrscheinlichkeit
und unabhéngig voneinander oben liegen konnen. Die Punktzahlen auf den sechs
Seitenfliichen des Wiirfels sind z; € {1, 2, 3,4,5,6},7=1,2,..., 6.3 Beim
Wiirfeln mit nur einem Wiirfel sei n die Gesamtanzahl der Wiirfe und N; die
Anzahl der Wiirfe mit der Punktzahl z; unter der Bedingung n =), N;.

Wenn wir mit einem Wiirfel z. B. sieben (n=7) mal werfen (wiirfeln) und dabei
nacheinander die Punktzahlen 5, 1, 4, 2, 2, 6, 1 erzielen, ist der Mittelwert =
aus den Punktzahlen x;

b+1+4+24+2464+1 21

_ : 2 =3 (18.3)
_ (2~1)+(2-2)+(1%4)+(1'5)+(1~6) (18.4)
_ (Ny - 1) + (Ny - 22) + (N47;La;4) + (N5 - x5) + (Ng - x6) ’ (18.5)

Y 71;7 i (18.6)

Wenn wir aber immer 6fter wiirfeln, d. h. mit wachsendem n bzw. im Grenzfall
n — oo, stellen wir fest, dass der Mittelwert einem bestimmten Wert, dem
Erwartungswert (x), zustrebt:

() = lim
n—oo

"N, 1.
ZTI . (18.7)

Wihrend der Mittelwert in der Praxis (real) ermittelt werden kann, ist der
Erwartungswert demzufolge von theoretischer Natur.

Den Erwartungswert fiir unser Beispiel finden wir, wenn wir geméafs den Voraus-
setzungen hinsichtlich der Wiirfeleigenschaften von der (theoretischen) Wahr-
scheinlichkeit p; = % fiir das Auftreten jeder Punktzahl x; ausgehen, sodass
konventionsgemaf fiir die Wahrscheinlichkeit des Auftretens aller sechs mogli-
chen Punktzahlen insgesamt ) . p; = Z?:1 pi=6- % = 1 resultiert. Es soll also
jede mogliche Punktzahl von 1 bis 6 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit von %
auftreten, sodass

6 6
Zl 1+2+3+44+54+6 21
=1 =1

In (18.8) wird die Grenzwertbildung n — oo deshalb nicht sichtbar, weil sie
bereits in der (theoretischen) Wahrscheinlichkeit p; = ¢ enthalten ist. p; = &
erhélt man némlich nur dann exakt, wenn man mit einem ,jidealen Wiirfel

unendlich mal (n — oco) wiirfelt.

3Im Fall des Wiirfels ist der Laufindex i gleich der Punktzahl der zugehdrigen Seitenfliche. Das
ist allgemein nicht der Fall. In der Termodynamik bzw. in der statistischen Physik sind die z; z. B.
Energiewerte von Quantenzustanden.
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e Der Mittelwert, den wir z. B. durch n-maliges Wiirfeln (in einer zeitlichen Ab-
folge) mit nur einem Wiirfel erzielen, heift Zeitmittel. Wenn wir aber mit
einer Schar bzw. einem Ensemble aus N = n gleichartigen Wiirfeln nur einmal
wiirfeln, erhalten wir prinzipiell den gleichen Mittelwert, bezeichnen ihn aber
als Ensemble- oder Scharmittel. So lasst sich z. B. in der Thermodynamik der
Mittelwert einer Messgrofe eines idealen N-Teilchensystems? berechnen, indem
man entweder n = N Messungen nacheinander an nur einem Teilchen durchfiihrt
und anschliefend mittelt (Zeitmittel) oder indem man gleichzeitig alle N Teilchen
misst und diese N Messwerte mittelt (Scharmittel). Praktischerweise verwenden
wir im Folgenden das Scharmittel.

e Von der Gesamtteilchenzahl N haben also bei einer Messung jeweils N; Teilchen
den Wert z;. Dann gilt unter der Bedingung ) . N; = N fiir die (theoretische)
Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit dem Wert x; zu finden,

N;
p(xi) =pi = lim — (18.9)

sodass konventionsgeméf > . p;, =1.

Weil wir es in der statistischen Physik, wie bereits betont, mit sehr grofen
Teilchenzahlen zu tun haben, werden wir im Folgenden, wenn auch nicht ganz
korrekt, auf die Angabe des Limes fiir N — oo verzichten und vereinfachend
schreiben

e Der Erwartungswert der Messgrofe x iiber alle N Teilchen ist damit
N i
() = 2 Vi i Zpl zi | (18.11)

Wie man sieht, ist die Summe X der Messwerte aller N Teilchen

X=> Ni-x=N-(z). (18.12)

e Die Messwerte x; weichen vom Erwartungswert jeweils um x; — (z) ab. Weil der
Erwartungswert dieser Abweichungen gemaéfs

2 N( sz i = Zpixi—@c)Zpi

= (z)—(z) =0 (18.13)

verschwindet, verwenden wir die mittlere quadratische Abweichung bzw.

4In einem idealen N-Teilchensystem koénnen die Teilchen unabhingig voneinander verschiedene
Werte der Messgrofte mit einer dem jeweiligen Wert entsprechenden Wahrscheinlichkeit annehmen.
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Schwankung® Az :

(Az)? = Zpi (zi — <[E>)2 = Z % (z; — (3:))2 = (18.14)
Ax = \/sz (zi — (x>)2 (18.15)
— szxzz — 2(x) Zpixi + (x)? Zpi , (18.16)

Az = /(22 — (z)? |- (18.17)

e Das Verhéltnis zwischen Schwankung und Erwartungswert der Messgrofse x ist
die

Ax

(x)

e Die Summe aller N Abweichungsquadrate vom Erwartungswert (x) ist in Ana-
logie zu (18.14) das Schwankungsquadrat (AX)? des Gesamtsystems. Unter
Beriticksichtigung von (18.14) hat es die Form

N (Az)? = Z N; (2 — (2))” = (AX)?. (18.19)

relative Schwankung (18.18)

Die Schwankung des Gesamtsystems ist folglich

AX=VNAz |- (18.20)

e Weil wir die Teilchen als voneinander unabhéngig angenommen haben, gelten
Erwartungswert (z), Schwankung Az und relative Schwankung Axz/(x) gleicher-
mafsen fiir jedes einzelne der N Teilchen. Davon ausgehend erhalten wir fiir das
(makroskopische) Gesamtsystem aus N Teilchen den Erwartungswert

(X)=N-(z) |- (18.21)

e Analog zu (18.18) ist damit die relative Schwankung fiir das Gesamtsystem

AX _VN-Az 1 Ae 1| (18.22)

(X) Nz} VN (@) VN

®Die Schwankung Az heift in der Statistik auch Standardabweichung und das Schwankungsquadrat
(Az)? auch Varianz.
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In diesem Zusammenhang ist C' = Az /(z) eine Konstante. (18.22) bezeichnet man
als das Gesetz der grofsen Zahlen. Es bringt zum Ausdruck, dass die relative
Schwankung eines idealen N-Teilchensystems mit wachsender Teilchenzahl N
immer kleiner wird und im Grenzfall N — oo gegen Null geht. Das liegt daran,
dass der Erwartungswert (X) mit N schneller wichst als die Schwankung AX |
welche nur mit v/N wichst.

Was das Gesetz der grofsen Zahlen in der statistischen Physik bzw. der Thermodynamik
bedeutet, wollen wir an einem einfachen Modell illustrieren. Dazu betrachten wir ein
ideales N-Teilchensystem, dessen Teilchen sich (unabhéngig voneinander) entweder
mit der Wahrscheinlichkeit p; im Quantenzustand 1 oder mit der Wahrscheinlichkeit
po im Quantenzustand 2 befinden.® Die Anzahl der Teilchen des Systems, die sich im
Quantenzustand 1 befinden, bezeichnen wir mit /Ny, sodass sich folglich N — N; = Ns
Teilchen im Quantenzustand 2 befinden. Ein derartiges N-Teilchensystem wird durch
die Binomialverteilung (17.23)

N! _
Py(Ny) = NI N W) cpt TN o (18.23)

!
N J/

beschrieben.” Cy(N;) ist hierbei die Anzahl von Teilchenkombinationen fiir ein be-
stimmtes Ny und Py(N;) deren Wahrscheinlichkeit (s. Kapitel 17).

Fiir die weitere Diskussion werden wir den Erwartungswert (/V;) und die Schwankung
AN; der Binomialverteilung ben6tigen:

N
(Ni)= D Ni-Py(N) = Npy |, (18.25)
N;=0
denn
9 - N! Ny, N—N, 0 N
p1 = P15 18.26
b1 op1 lezo Nyl (N— N1)! P17 Do b1 oy |:<p1 +p2) } , ( )
N
> M il ptps M = puN(pr+p2) (18.27)
Ny1=0 Nl'(N—Nl)‘ 2 )

(N1) = Np, O (18.28)

5Diese Quantenzustidnde entsprechen z.B. den Energieniveaus, die von den N Teilchen besetzt
werden kdnnen.

"Es handelt sich bei diesem System um eine Schar aus N voneinander unabhiingigen Teilchen. Jedes
dieser Teilchen ,schliipft entweder mit der Wahrscheinlichkeit p; in den Quantenzustand 1 oder mit
der Wahrscheinlichkeit py in den Quantenzustand 2. Ein dazu analoges System im Sinne des Zeitmittels
ist z. B. der eindimensionale Random Walk eines Teilchens. Dieser Random Walk besteht aus N =n
Schritten, wobei sich das Teilchen bei jedem Schritt mit p; um eine dem Wert des (Quanten)zustands 1
entsprechende Strecke vor- oder mit ps um eine dem Wert des (Quanten)zustands 2 entsprechende
Strecke zuriickbewegt.
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und

ANy = /Npips |- (18.29)
denn
0 0 & 9 P
S APia— D Pn(Ni) ¢ = pio— 9P N 18.30
Py {p1 I ]éo w ( 1)} P {p1 3 [(pl + ps) }} , (18.30)
N
ZN12‘PN(N1) = m N+pl N(N-1), (18.31)
N1=0
e
woraus mit 1 — p; = po
(N?) = Npips + (N1)> = Npipy + N?p} (18.32)

folgt, sodass

ANy = \/(N2) = (N0)2 = /(1N + pEN? — p?N) — p2N? = /Npipy . O (18.33)

Auf analoge Weise erhélt man aus

N
Pn(N2) = cpy Yy 18.34
V) = N g PP (18.34)
schlielich
(N2) = Nps (18.35)
(N5') = Npips2+(N2)* = Npips + N?p3 (18.36)

ANQ = Np1p2 . (1837)

Die relative Schwankung von N in der Binomialverteilung ist folglich

AN, Npips 1 1
L_ Vb P2 _ A. (18.38)

<N1> Np: _\/N' pl_ﬁ'

In diesem Zusammenhang ist A = /ps/p; eine Konstante.

Bisher haben wir lediglich die Binomialverteilung der N Teilchen auf zwei Zusténde
gemdls deren Besetzungswahrscheinlichkeiten p; und p, dargestellt. Jetzt ordnen wir
dem Zustand ¢ = 1 den Wert z; = x; und dem Zustand ¢ = 2 den Wert z; = x5 zu
und untersuchen, welche Werte X = Zle N; - x; mit welcher Wahrscheinlichkeit das
N-Teilchensystem infolge der Binomialverteilung besitzen kann.

N; ist die Teilchenzahl im Zustand ¢ und kann die Zahlen 0, 1, 2, 3, ... , N annehmen.
So konnen sich in einem System aus N = 20 Teilchen z. B. N; = 16 Teilchen im
Zustand 1 und Ny = 4 Teilchen im Zustand 2 befinden. Es sind alle Kombinationen
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aus N1 und N, erlaubt, die die Bedingung N; + Ny = N erfiillen. Zur Vereinfachung,
aber auch wegen der Analogie zum eindimensionalen Random Walk, wéhlen wir fiir
den (Quanten)zustand 1 den Wert

T = +1
mit der Besetzungswahrscheinlichkeit p; und fiir den (Quanten)zustand 2 den Wert
To = —]_

mit der Besetzungswahrscheinlichkeit p, . Damit kénnen wir jetzt konkrete X-Werte
unseres Systems und deren Wahrscheinlichkeit Py (N;) berechnen, wenn wir p; und
pe kennen. Die N; Teilchen im Zustand 1 liefern N; - (4+1) und die N, Teilchen im
Zustand 2 liefern N, - (—1), sodass

X=N (+1)+ Ny-(=1) =N, — Ny = 2N; — N . (18.39)

Mit dem Erwartungswert (N;) = Np; erhalten wir sofort den Erwartungswert fiir X
gemiR®
(X)=(2N; — N) =2(N;) = N, (18.40)

(X)=2Np, — N = N(py — p2) (18.41)

und mit dem Erwartungswert (N?) = Np; p2 + N*p{ auch den Erwartungswert von
X? gemifR

(X?) = ((2N; = N)*) = (4N? — 4N N; + N?) (18.42)
= 4(N?) — 4N(N;y) + N? (18.43)
= 4Npipy +4N?*p? — 4N?p, + N? | (18.44)
(X?) =4 Npy ps + (2Np1 — N)* . (18.45)

Damit ist die Schwankung von X

AX = (X2 —(X)2=2/Npip» |- (18.46)

Die relative Schwankung der Systemgesamtwerte X ist folglich

AXZQ\/NppoZ 1 .2w/p1p2: 1
(X) N(i—-p) VN p—p2 VN

2\/]91 b2

pP1— P2

.B. (18.47)

In diesem Zusammenhang ist B = eine Konstante.

8Man erhilt (X) , auch wenn man von (X) = (N; — Ny) ausgeht und die Erwartungswerte (Ny)
und (N) einsetzt. Bei der Bestimmung von <X 2> muss man jedoch entscheiden, ob man ausgeht
von X in Abhéngigkeit von Ny oder wie in unserem Fall ausgeht von X = 2N; — N, also von X in
Abhangigkeit von N; . Verwendet man namlich <X 2> = <(N1 — N2)2> und setzt sowohl (N7) als auch
(N3) ein, resultiert das falsche Ergebnis +/2Npy ps .
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Wir stellen fest:
Die Gleichungen (18.38) und (18.47) besitzen die gleiche Gestalt wie (18.22) und
reprasentieren deshalb ebenfalls das Gesetz der groffen Zahl.

Weil der Gleichung (18.47), aber auch bereits der Gleichung (18.39) die Binomialvertei-
lung der N; zugrunde liegt, entspricht die Verteilungsfunktion der Systemgesamtwerte
X ebenfalls der Binomialverteilung, sodass beide Verteilungsfunktionen prinzipiell die
gleichen Eigenschaften besitzen. Vereinfachend diirfen wir uns deshalb im Folgenden
allein auf die Untersuchung der Eigenschaften der Binomialverteilung von N; fiir grofse
Teilchenzahlen N beschrinken. Die dabei gewonnenen Erkenntnisse lassen sich dann
auf die Verteilungsfunktion der X iibertragen.
Die Binomialverteilung ist bereits normiert gemaf

N N
N
§ Pu(N:) — E Nt pN=N1 _ N—1. 18.48
— N( ]-) NZONl!'(N_Nl)!pl pQ (p1+p2) ( )

Im Folgenden werden wir ausnutzen, dass das Maximum der Binomialverteilung an
derselben Stelle liegt wie das Maximum des Logarithmus der Binomialverteilung. Aus
Griinden der Bequemlichkeit und weil Py (NV7) sehr empfindlich von N; abhéngt, gehen
wir zwischenzeitlich iiber zur logarithmischen Darstellung der Binomialverteilung:

In Py(Ny) =InN! —In Nyl —In(N — Ny)!+ Ny -lnp; + (N — Np) -Inp, . (18.49)
Fiir groke N diirfen wir die Fakultiten mit Hilfe der Stirling-Formel N! ~ NV /el

nahern, sodass
ln PN(N1> =~

18.50
NInN — NllllNl — (N—Nl)ln(N—Nl) + Nllnpl + (N—Nl)lnpg . ( )

Zur Bestimmung des Maximums von In Py(N;) an der Stelle Nl nehmen wir néhe-
rungsweise an, dass Ny eine kontinuierliche Variable ist, sodass

dIn Py(N = S
din Py(N))| 1 —In N, +In(N = Ny) +Inp; —Inp,, (18.51)
le ]\71
d?In Py (N 1 1
n _NQ( o — — <0 = Maximum . (18.52)
dN? |, N N-N
Aus (18.51) resultiert
N
n—t = mPom (18.53)
N — N, P2 I—p
& NM-p) = (N-N)p (18.54)
Ny — Nip1 = Np; — Nipy, (18.55)
N, = Np; (18.56)
und mit Np; = (Ny)
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Wir stellen fest:

Bei grofer Teilchenzahl N liegt das Mazimum der Binomialverteilung an der Stelle des
Erwartungswerts von Ny . Anders gesagt, die wahrscheinlichste Teilchenzahl Ny = N,
ist auch der Erwartungswert der Teilchenzahl Ny, namlich (Ny) .

Schlieflich kommen wir zur Diskussion der physikalisch gesehen wohl wichtigsten
Eigenschaft der Binomialverteilung, zu ihrem Verhalten im Bereich ihres Maximums,
unter den Voraussetzungen N > 1 und Np;ps > 1. Zu diesem Zweck fithren wir
einige (mithsame!) Umformungen und N&herungen durch:

Die Taylor-Entwicklung von In Py(N;) an der Stelle Ny (des Maximums) bis zur
zweiten Ordnung ist

I, dIn Py (N -
In Py(N;) ~ InPy(Ny) + dIn Py (M) (N1 — V)
le Nl
1 |:d21HPN(N1)

3\ 2
Ny — Ny)~ . 18.
o [T an? Lvl( 1= M) 59

Gemaéfs (18.51) verschwindet der Term erster Ordnung an der Stelle des Maximums
und wir erhalten mit (18.52)

-1/ 1 1 N
~mPy(V) -t L Y - ®y)? (18.60)
ST\ N T N )T |
In Py(N;) ~ InP (Kf)—l(Nl_—]vl)2 (18.61)
N 1 N 1 2 Np1p2 . .
Nach (18.29) ist Npypy = (ANI)Z, sodass®
53\2
R N, — N
In Py(Ny) = In Py(N;) — M (18.62)
2(ANy)

Wir verlassen jetzt die logarithmische Darstellung von Py(N;) und erhalten so aus
(18.62) schlieflich

i (=R
Py (N1) = Py (M) P( 2(AN1)2 ) : (18.63)

Wie man sieht, hat (18.63) groke Ahnlichkeit mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
w der Gault’schen Normalverteilung

+oo
1 (z=2q)?
w(x, zg,0) = o e 2ot = P= / w(x,xp,0)dr=1. (18.64)

Um die Wahrscheinlichkeit fiir das betrachtete N-Teilchensystem mit N; Teilchen im
Zustand 1 zu zeigen, greifen wir auf die diskrete Betrachtungsweise der Wahrschein-
lichkeitsdichte w(z;) fiir das Auftreten der Werte z; zuriick:

Nges ASI}@

w(z;) =

9Wenn auch nicht ganz korrekt, verwenden wir im Folgenden wieder das Gleichheitszeichen.
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; Nges sz v ges Z (x )
:w($l) :Nges

Hierbei ist AN;(x;) die Anzahl dafiir, wie oft der Wert x; der Zufallsgroke X auftritt,
und w(z;) - Ax; ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Wertes x; . Mit den
Umbenennungen

Nges_>Na ANZ—)AN, Z; —>N1, AIEZ—>A(N1)

folgt daraus:

Plz;) = w(z;) Az, = Nies : AJZZETI) - Ax; (18.65)
S Py(V) =) AN = = AN Ay (18.66)

N AN ——

1

Il
—
Il

Hier ist A(/NV7) nicht die Schwankung AN; von N; sondern die Differenz zwischen zwei
benachbarten Teilchenzahlen N .

Wegen A(N;) = 1 kénnen wir mit (18.63) und (18.66) miihelos die (diskrete)
Wahrscheinlichkeit Py(N;) in die kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsdichte wx (V)
iiberfithren, indem wir fiir grofe N einfach N7 als kontinuierliche Variable betrachten
und unter Verwendung der Schwankung AN; schreiben:

() = - S B e (— %) - (18,67

Dabei ist aus Py(N;) der Normierungsfaktor Py (N;) geworden. Mit der Substitution

NN =2 = dN,=dz,

den Integrationsgrenzen!®

N — o0 = N1—>OO:>N1>>]:\\71 :>N1—]:\\{1: xr — +00
Ni=0 = NN, = Ni—Ny= z——
und dem Standardintegral
+oo
/dxe—”2 =/t (18.68)
Q@

bestimmen wir den Normierungsfaktor ]/37\;(]%) in (18.67) wie folgt:

too +o0 2
/dx wy(z) = /dx ﬁfv(ﬂﬁ)-exp <— m>

+oo
~ o~ 2 |
1

WOFiir (Ny — ]Vl) = x — oo verschwindet der Integrand und fiir + < —1 wird er vernachlédssigbar klein,
sodass man in sehr guter Néherung fiir den Fall N3 = 0 wegen N1 > 1 als untere Integrationsgrenze
(N1 — N1) = —N; = & — —0o0 nutzen kann.
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1
ANl'\/Q’]T .

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion in ihrer endgiiltigen Form ist somit

1 (N, — Ny)?
S AT ) N> | 18.71
AN var ( 2(AN,)? ) e

Pu(Ny)-\/7-2(AN)° =1 & Py(N)) = (18.70)

wN(Nl) =

Der Vergleich mit (18.64) zeigt:
Ny = x ist die unabhéngige Variable,
N; = xq ist die Stelle des Maximums und
AN, = ¢ ist die Schwankung bzw. Standardabweichung der (kontinuierlichen)
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion!! w .

Wir stellen fest:

Fiir grofle N lasst sich die Binomialverteilung in der Umgebung thres Maximums in
guter Naherung durch die Gauf$’sche Normalverteilung darstellen und im Grenzfall
N — oo geht die Binomialverteilung tiber in die Gauf$’sche Normalverteilung.

Die weitere Diskussion und die Beispielrechnung gestalten sich einfacher, wenn wir in
(18.71) ANy durch /Np; py ersetzen, sodass

1 (N, — Ny)?
N)=———- _— | . 18.72
wN( 1) o Nob, Np1 02 exp < N1 s ( )

Daraus folgt
-~ 1

N) = ——. 18.73
wn (V) = e (18.73)

1Tn der diskreten Betrachtungsweise spricht man nicht von Dichtefunktion sondern von Verteilung.
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Zur Veranschaulichung betrachten wir als einfache Beispiele die Binomialverteilungen
mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 0,2 und p, = 0,8 fiir N =3, N =6 und N = 12:

N=3 Kombinationen Cn(Ny) Pn(Ny) = X
N1 =0 -1 -1 -1 1 0,51 —3
-1 -1 1
N =1 -1 1 -1 3 0,38 -1
1 -1 -1
-1 1 1
Ny =2 1 -1 1 3 0,10 1
11 -1
Ny =3 11 1 1 0,01 3
3 3
(N1) = 0,6 ST o) =81 Y Pe(N) =1 (X)=-1,8
N1=0 N1=0
AN; ~ 0,693 AX ~ 1,386

Tabelle 18.1 Binomialverteilung in einem idealen 3-Teilchensystems mit den Wahrschein-
lichkeiten p; = 0,2 fiir 21 = +1 und ps = 0, 8 fiir zo = —1. Die relativen Schwankungen betragen

AN
(N1)

~ 1,155 | ‘

’z(),??o.
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Py (N;)

04 AN, N=6

0,3

0,2

0,1

0 1/6: 2/6 3/6 4/6 5/6 1 N./N

0 1 2 3 4 5 6 N,
-6 4 2 0 2 4 6 %

Abb. 18.1 Histogramm der Binomialverteilung fir N = 6, p;1 = 0,2 und po = 0,8. Die
Wahrscheinlichkeiten Py (1) sind aufgetragen liber der gemals (2%1:0 Ni)/N = N/N =1
auf 1 normierten Achse Ny /N, aber auch iiber N7 und X . Die gestrichelte Linie markiert die
Stelle der Erwartungswerte (N1) = 1,2 und (X) = —3,6. Die Summe der Zellenflicheninhalte
reprasentiert die Gesamtwahrscheinlichkeit 2%1:0 Py (N1) =1 und ist ebenfalls auf 1 normiert.

N =6 CN(Nl) PN(Nl)% X
Ny =0 1 0,262 —6
N =1 6 0,393 —4
Ny =2 15 0,246 —2
Ny =3 20 0,082 0
N, =4 15 0,015 2
Ny =5 6 0,002 4
N1 =6 1 0,000 6
6 6
(M)y=1,2 | Y On(N)=64 | Y Py(Ni)=1| (X)=-3,6
N1=0 N1=0
ANy =~ 0,980 AX =~ 1,960

Tabelle 18.2 Binomialverteilung in einem idealen 6-Teilchensystems mit den Wahrschein-
lichkeiten p; = 0,2 fiir x1 = +1 und po = 0, 8 fiir x5 = —1. Die relativen Schwankungen betragen

ANy
(N1)

AX‘
~ 0,817 , — | ~ 0,544 .
‘<X>
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Py(N;)
03
’ |AN‘
. N=12
021 [ |
0,1 i
0  2h2 42 62 812 102 1 NIN
001 2/3 45 6 7 8 9101 12 N,
1210 -8 6 -4 2 0 2 4 6 8 10 12 X

Abb. 18.2 Histogramm der Binomialverteilung fiir N =12, p; = 0,2 und p» =0, 8.

N =12 Cn(N1) Py(Ny) ~ X
N = 0 1 0,069 ~12
N = 1 12 0,206 ~10
Ny = 2 66 0,284 -8
Ny = 3 220 0,236 —6
Ny = 4 495 0,133 —4
Ni=5 792 0,053 —2
N = 6 924 0,016 0
Ny= 7 792 0,003 2
Ny = 8 495 0,000 4
Ni= 9 220 0,000 6
Ny =10 66 0,000 8
Ny =11 12 0,000 10
Ny =12 1 0,000 12

12 12
(Ny) =2,4 S Cn(N1) =4096 | D Py(Ny) =1 | (X)=-7,2
N1=0 N1=0
AN, ~ 1,386 AX ~ 2,771

Tabelle 18.3 Binomialverteilung in einem idealen 12-Teilchensystems mit den Wahrschein-
lichkeiten p; = 0,2 fiir 1 = +1 und py = 0, 8 fiir x5 = —1. Die relativen Schwankungen betragen

AX
(X)

AN

—— = 0,577
(N1) ‘

’%0,385.
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Wie wir sehen, wachsen die Erwartungswerte (V1) bzw. (X) proportional zur System-
Teilchenzahl N an, die Schwankungen AN; bzw. AX aber nur proportional zu v/N .
Folglich werden die relativen Schwankungen AN;/(N;) bzw. |AX/(X)| mit wachsen-
dem N immer kleiner. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, wurden die Histo-
grammme in entsprechender Weise skaliert:

Der Wertebereich Ny der Binomialverteilung lauft von 0 bis N . Wir skalierten ihn
aber entsprechend N; /N , sodass er, unabhéngig von der Systemteilchenzahl N | fiir
alle Systeme von 0 bis 1 lduft. Dadurch werden die Histogrammséulen um den Faktor
1/N schmaler. Folglich liegen die Erwartungswerte (N;) auf der J1-Achse immer an der
Stelle (N1)/N = Npy /N = p; . Geméik der Forderung, dass der Flacheninhalt unterhalb
der ,Kurve“ des Histogramms stets gleich 1 sei, mussten die Histogrammséaulen im
Gegenzug um den Faktor N hoher werden. Die zu einem bestimmten Wahrschein-
lichkeitswert Py (Ny) gehorende Strecke auf der Ordinate verlangert sich also durch
die neue Skalierung der Histogramme um den Faktor N . Die relative Schwankung
AN;/(Ny) wird in den Histogrammen (s. Abb. 18.1 und Abb. 18.2) représentiert durch
die graphische Linge der dort eingezeichneten Strecken AN .

Beim Vergleich unserer drei Beispiele wird trotz der kleinen Teilchenzahlunterschiede
zwischen N = 3, 6 und 12 deutlich, dass die Schwankung AN; zwar mit wachsender
Teilchenzahl anwéchst, die relative Schwankung der Binomialverteilung dabei aber
rasch abnimmt.

Wir schlussfolgern:

Die relative Schwankung der Binomialverteilung geht im Grenzfall N — oo gegen
Null. Das bedeutet, dass bei Systemen groffer Teilchenzahl N die Werte Ny bzw. die
Systemgesamtwerte (Observablen) X mit zunehmendem Abstand vom Erwartungswert
(N1) bzw. (X)) sehr schnell an Wahrscheinlichkeit fiir ihre Realisierung verlieren. Im
Grenzfall N — oo liegt das System allein in jenen Teilchenkombinationen vor, welche
den Erwartungswert (Ny) liefern, sodass nur noch die Observable (X) in Erscheinung
tritt bzw. gemessen werden kann.

Die Schwankung ANy wird allgemein als das Maf fiir die Breite der Gaufs’schen Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion verwendet, die relative Schwankung ANy /(Ny) sinngeméf
auch als Maf fiir die relative Breite.

Analog dazu und tibereinstimmend mit der normierten Darstellung der Binomialver-
teilung in unseren Histogrammen ist die beziiglich N  relativierte“ Groke AN; /N das
Mafs fiir die relative Breite der Gauf’schen Normalverteilung. Verdeutlichen wir uns
diesen Sachverhalt abschliefend durch ein kleines Rechenbeispiel!?:

Gegeben:
N=6,25-102, p;=0,2, p=0,8, N, =(N)=Np; =1,25-10%.
Fiir die Schwankung (Standardabweichung) von N; ermitteln wir

ANl =\ Nplpg = 1011 .

Das bedeutet, dass ca. 2 aller Z%I:o Cn(N7) moglichen Kombinationen der Binomial-
verteilung im Bereich (Nl —AN;) < Nl < (]Vl + ANp) liegen. Diese Schwankung

12Vergleiche mit Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6, Statistische Physik, 5. Aufl.,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, 2005, Seite 11 und Seite 12.
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der Teilchenzahl N; von £10* um ihren Erwartungswert ist im Verhiltnis zur Grofke
des Erwartungwerts von 1,25 - 10?2 geméf der relativen Schwankung

AN _ AN _ g g
<N1> N1

sehr klein. In dhnlicher Weise ergibt das Verhéltnis von Schwankung zur Systemteil-
chenzahl N die relative Breite der Verteilung:

AN,
N

=1,6-10"12,

Auch fiir ein makroskopisches System ist die Schwankung AN; = 10! eine grofe
Zahl. Und dennoch ist sie im Verhéltnis zum Definitionsbereich von N;, ndmlich
0<N; <N =6,25-10??, verschwindend klein.

Abschlieflend liefert uns das Rechenbeispiel einige in Tabelle 18.4 aufgefithrte Wahr-
scheinlichkeitsdichtewerte wy (/N7) mit ihrem Verhéltnis zur maximalen Wahrscheinlich-
keitsdichte w N(Nl) fur zunehmende Abstande vom Maximum Nl . Die Werte zeigen
eindrucksvoll, wie die Wahrscheinlichkeit des Auftretens von Kombinationen und Wer-
ten zu beiden Seiten des Bereichs (N — AN;) < Ny < (N; + AN;) extrem stark
abfillt: '3

N N
N1 — N1 wN(Nl) M
wN(Nl)
0 wy(Ny) ~ 3,9894-10712 | =1
V2106 ~ 3,9804-10712 ~ 1,00
V2107 ~ 3,9890- 10712 ~ 1,00
V21010 ~ 3,9497 - 1012 ~ 0,99
AN; =101 ~ 2,4197 - 1012 ~ 0,61
V2101 ~ 1,4676 - 10712 ~ 0,37
V21012 ~ 1,4841-107%° ~ 3,72-107%
V21013 ~ 0 ~ 0

Tabelle 18.4  Wahrscheinlichkeitsdichten wy (N1) und ihr Verhéltnis zur maximalen Wahrschein-
lichkeitsdichte wy (Ny) der Binomialverteilung eines N-Teilchensystems mit N = 6,25 - 10%?,
p1 = 0,2 und po = 0,8, dargestellt beziiglich des Abstands N1 — N; vom Maximum N7 .

3Fiir diejenigen, die immer noch zweifeln, hier ein ,hésslich hinkendes* Gleichnis: In einem kleinen
Heuhaufen sei eine Nadel leicht zu finden. Wenn aber der Heuhaufen (=N oder = (V) ) schneller
wichst als die Nadel (= AN;), wird es immer schwieriger die Nadel zu finden, weil die wachsende

Nadel im Verhéiltnis zum Heuhaufen immer kleiner wird (2 % oder = (A‘A],Y i )
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Anmerkung

Man konnte bei der Herleitung des Gesetzes der groflen Zahlen auch auf den Gedanken
kommen, nicht von der der mittleren quadratischen Abweichung (Standardabweichung,
Schwankung)'*

2 2
Ax = \/ij (:z:j — <x)) = \/ij‘xj — <x)‘ , (18.74)
J J
sondern von der mittleren absoluten Abweichung

Ao = (fo; = @)]) = <\/(xj - <x>)2> = il — (@) (18.75)

auszugehen. Dabei wére zu klaren, ob Az moglicherweise schneller mit N wéchst bzw.
grofer ist als Az, wodurch das Gesetz der grofien Zahlen evl. in Frage gestellt wiirde.
Aber tatséchlich gilt

mittlere absolute Abweichung Az < Az Standardabweichung , (18.76)
Y 2 Y 2
>_ Ve = (@) > (= ()
j=1 j=1
< 18.77

Dole =@l | Xl @)
= ~ < \Fl v . (18.78)

Wir zeigen'® dies fiir N = 2, also fiir die zwei Werte

1 = |t —(z))=a und zo = |zo— ()| =0

in Analogie zu (18.78):

b 2402
arithmetisches Mittel % < ¢ ; quadratisches Mittel , (18.79)
Quadrieren ergibt
a® + b* + 2ab a® + b

< 18.
I < 5 (18.80)
2ab < a® +b*, (18.81)
2ab = a* + b fiir a =»0, (18.82)

2ab =2a(a+7) < a*+b*=a*+ (a+2)® fir a£b=(a+z).
(18.83)

Man kann dies nach Belieben auch fiir N > 2 zeigen.

14Mit der Standardabweichung finden grofe Abweichungen vom Erwartungswert iiberproportional
Beriicksichtigung.

5Hinweise zur arithmetisch-quadratischen Ungleichung und zur entsprechenden Beweisfiihrung sind
u. a. zu finden bei Jan Pdschko, Ungleichungen, 2009,
www.math.tugraz.at/OeMO/A-Kurs/Unterlagen/Ungleichungen
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19 Kapitalwachstum bei stetiger Reinvestition der
Zinsen

Ko=ag+by+co+ -+ sei das Startkapital.
( sei der beispielsweise jahrliche Zinssatz, z. B. ( = 5% = 0,05.
Dann betragt das Kapital nach 1 Jahr geméf x =1

K, = Ko+(- Ky,
K, = Ko(14).
Nach 2 Jahren gemafs x = 2 betrégt das Kapital
Ky = Ki+(- Ki=Ko(1+(Q)+¢- [Ko(l‘i‘o}
Ausklammern von Ky (1 + ()
=Ko(1+Q)(1+0),
Ky = Ko(14+¢)*.
Nach 3 Jahren geméfs x = 3 betrégt das Kapital
Ky = K+ B = Ko (1+ 0P+ [ Ko (14 )]
Ausklammern von K (1 + ¢)?
= Ko(1+¢)*(1+¢),
Ks = Ko(1+()*.

Die Fortsetzung dieses (diskreten) Verfahrens liefert nach Verallgemeinerung auf die
kontinuierliche Betrachtungsweise

K, =Koy(1+¢)*, ¢(>0, zeRAz>0

Hierbei ist die Exponentialfunktion f(z) = (1 + ¢)* > 1 der Wachstumsfaktor (siehe
Abb. 19.1). Wie man sieht, gibt es nur bei einem Zinssatz ¢ > 0 ein (,positives®)
Wachstum.

Mit Ko =ag+ by +co+ --- gilt
Ko = (Ko)(1+0)"
= (ap+bo+co+--)(1+¢)"
= a1+ Q)" +by(L+ )" +co(L+)"+-+,

sodass es hinsichtlich des Gewinns gleichgiiltig ist, ob man K als ganzes oder stiickweise
(zu den gleichen Konditionen) anlegt.
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Abb. 19.1 Der Wachstumsfaktor f(z) = (1 + ¢)* = (14 0,05)* = 1,057 fiir den jahrlichen
Zinssatz von 5 %, dargestellt iiber der Laufzeit = in Jahren. Bei der Laufzeit von 100 Jahren (oben)
wird das exponentielle Wachstum deutlich sichtbar. Nach einer Laufzeit von 10 Jahren (unten) ist
das Startkapital Ky durch die Reinvestition der Zinsen um den Faktor 1,63 angewachsen.
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