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Wir werden das Funktionsprinzip der Warmepumpe anhand eines sehr vereinfachten
Modells veranschaulichen und verwenden als Kéltemittel das gut bekannte ,Fliissiggas®
Propan mit seinen im Kapitel 2 und insbesondere in der Tabelle 1 aufgelisteten (realen)
Parametern. Allerdings betrachten wir das Propan bei den Berechnungen vereinfachend
auch als ideales Gas mit konstanter spezifischer Wirmekapazitit!, indem wir die im
Kapitel 5 dargestellten Gleichungen fiir die Zustandsénderungen des idealen Gases
verwenden. Diese Vorgehensweise fiihrt leider in den Ergebnissen zu Abweichungen
von der Realitat. Trotzdem wird das Funktionsprinzip deutlich zu erkennen sein.

Mathematisch-physikalische Grundlagen und Erlduterungen finden sich im Kapitel 5.
Diese sind fiir das Verstédndnis des Funktionsprinzips aber nicht unbedingt erforderlich.

Quelle:

Versuch W09: Kompressionswiarmepumpe, Ernst-Moritz-Arndt-Universitit Greifswald,
Institut fiir Physik, 2018,
https://physik.uni-greifswald.de/storages/uni-greifswald/fakultaet/mnf/
physik/Studium/Grundpraktikum/W09-waermepumpe- - punmbp100000. pdf

'Ein derartiges Gas mit ¢, = const und ¢, = const wird auch als perfektes Gas bezeichnet.



1 Funktionsprinzip der Warmepumpe (Kurzfassung)

Kraftwarmemaschinen wie u. a. Kiihlschranke und Warmepumpen funktionieren mit
einem Kaltemittel und nach dem gleichen Prinzip. Dabei dient das Kéltemittel wie
beispielsweise Propan dem Transport von Wéarmeenergie (kurz Wérme). Im Fall des
Kiihlschranks ist dies jedem klar:

Dem kalten Innern des Kiihlschranks entzieht das Kaltemittel die Warme, transpor-
tiert diese nach auften und gibt sie schlieflich an die warme Umgebungsluft ab. Wenn
dieser Prozess geregelt und kontinuierlich verlauft, kann sich das Kiihlschrankinnere
nicht erwarmen und bleibt kalt.

Der Unterschied zwischen Kiihlschrank und Wirmepumpe besteht im Prin-
zip und kurz gesagt allein in dem folgenden Sachverhalt:

e Das kalte Innere beim Kiihlschrank ist das kalte Aufere (Aufenluft, Erdreich)
bei der Warmepumpe.

e Und das warme Aufere (Aufenluft) beim Kiihlschrank ist das warme Innere
(Heizwasserkreislauf zur Beheizung der Wohnraumluft) bei der Warmepumpe.

Das Funktionsprinzip der Kompressionswarmepumpe ist im Wesentlichen ein Kreispro-
zess, bei dem dasselbe Kaltemittel stdndig Warmeenergie mittels Warmetauscher
aus einem nahezu unerschopflichen kalten Wiarmeenergiereservoir (z. B. Aufen-
luft oder Erdreich) aufnimmt und dann tiber einen weiteren Warmetauscher an eine
wirmere Umgebung (z. B. Luft im Wohnraum) abgibt. Dieser Kreisprozess kann
nur dann ablaufen, wenn mechanische Energie z. B. durch eine elektrisch betriebene
Kompressionspumpe in ihn hineingesteckt wird. Dafiir ,erntet“ man dann aber eine
vergleichsweise grofsere Menge Warmeenergie, ndmlich die Kondensationswarme
aus dem verwendeten Kaltemittel. Die Kondensationswérme stellt den Hauptanteil
der ,gewonnenen“ Warmeenergie (Heizenergie). Beim Einbau von Warmepumpen ist
zu beriicksichtigen, dass dieser ,Energiegewinn® bzw. die Effizienz und damit die sog.
Heizzahl von Warmepumpen mit grofter werdender Differenz zwischen der Vorlauftem-
peratur des Heizwasserkreislaufs und der Temperatur des kalten Wérmeenergiereservoirs
abnimmt.

Um die folgende Kurzfassung des Kreisprozesses zu verstehen, sollte man sich {iber
die Siedepunkte des verwendeten Kéltemittels Klarheit verschaffen und bedenken, dass
die Siedetemperatur vom jeweiligen Druck abhéngt, unter dem das Kéltemittel steht —
man erinnere sich an die Funktionsweise des Schnellkochtopfs.

Das Kéltemittel Propan beispielsweise hat bei normalem Atmosphérendruck von
1,013 bar die Siedetemperatur von —42,1°C und bei einem Druck von 17,13 bar die
Siedetemperatur von 50°C. Wie man sieht, ist das Kéltemittel und sog. , Fliissiggas®
Propan bei Zimmertemperatur gasformig.

e Wir haben also auf der kalten Seite ein extrem grofes Warmeenergiereservoir (im
Folgenden Warmereservoir genannt) sowie den zugehorigen Warmetauscher
mit einer Temperatur von jeweils beispielsweise 5°C.

e Auf der warmen Seite haben wir die ca. 20°C warme Wohnraumluft, die iiber
einen Heizwasserkreislauf mit einer Vorlauftemperatur von 50°C kontinuier-
lich beheizt werden soll.



e Das fiir den Warmeenergietransport in der Warmepumpe erforderliche sog. Kélte-
mittel muss einen fiir diesen Zweck geeigneten Siedepunkt besitzen. Es muss also
bei der Warmereservoirtemperatur und normalem Atmosphéarendruck gasférmig
sein und es muss bei der Vorlauftemperatur und hohem Druck kondensieren, also
fliissig werden.

Der Wirmepumpen-Kreisprozess in fiinf Schritten

1. Wir beginnen den Kreisprozess mit dem Kaltemittel im gasférmigen Aggregatzu-
stand bei normalem Atmosphérendruck (Normaldruck) und mit einer Temperatur
von 5°C.

Dieses gasformige Kéltemittel gelangt zunéchst in einen elektrisch betriebenen
Kompressor. Dort wird es verdichtet, sodass es dann bei hohem Druck als
,jiberhitztes“ Gas mit einer Temperatur oberhalb der Vorlauftemperatur, also
bei einer Temperatur von > 50°C vorliegt.

2. Das iiberhitzte (gasformige) Kéltemittel stromt dann in einen Kondensator, in
dem der hohe Gasdruck konstant gehalten wird. Aufserdem ermoglicht der Kon-
densator den Warmeenergieaustausch mit dem Heizwasserkreislauf. Weil dessen
Vorlauftemperatur niedriger ist als die Temperatur des iiberhitzten Kaltemittels,
kiihlt sich das Kéltemittel bis auf die Vorlauftemperatur von 50°C ab. Dabei
wird der Anteil der hineingesteckten (mechanischen) Kompressionsenergie, der
fiir die Uberhitzung verantwortlich war, in Form der ,, Uberhitzungsenergie®
an den Heizwasserkreislauf abgegeben.

3. Das jetzt im Kondensator immer noch gasformige Kéltemittel besitzt dort
bei dem konstant gehaltenen hohen Druck die Siedetemperatur bzw. Konden-
sationstemperatur von 50 °C und kondensiert bei einem Absinken der Vorlauf-
temperatur unter 50 °C durch Abgabe seiner Kondensationswirme an den
Heizwasserkreislauf.

Der Heizwasserkreislauf ,yverliert bestimmungsgeméaft stdndig Warmeenergie.
Folglich hat die Vorlauftemperatur standig die Tendenz, zu sinken. Mit einer
geregelten Zufuhr von iiberhitztem Kéltemittel lasst sich jedoch die Vorlauf-
temperatur durch entsprechende stdndige Kondensation von Kéltemittel, d. h.
durch stédndige Abgabe von Kondensationswéirme an den Heizwasserkreislauf
weitestgehend konstant halten.

Das Kaltemittel verldsst den Kondensator sofort nach Abgabe seiner Kondensa-
tionswarme, also in kondensiertem bzw. in verfliisssigtem Zustand.

4. Das fliissige, 50°C heifte und immer noch unter dem gleichen hohen Druck stehen-
de Kiéltemittel quetscht sich jetzt durch ein enges Expansionsventil, wodurch
der hohe Druck auf Normaldruck abfillt und das fliissige Kaltemittel teilwei-
se verdampft. Die dafiir erforderliche Verdampfungswirme kommt aus dem
Kaltemittel selbst, sodass sich dieses auf die Siedetemperatur bei Normaldruck
und damit auf eine Temperatur unterhalb der Temperatur des Warmereservoirs

von 5°C abkiihlt.



5. Das bei Normaldruck und der zugehorigen Siedetemperatur von < 5°C vorliegen-
de Gemisch aus fliissigem und gasférmigem Kéltemittel befindet sich demzufolge
im sog. Koexistenzbereich fliissig-gasférmig bei Normaldruck und wird schlieflich
in den Verdampfer geleitet, der als Warmetauscher mit dem 5°C kalten Wérme-
reservoir dient. Dort erwarmt sich das Kaltemittel folglich auf eine Temperatur
von 5°C bei Normaldruck und nimmt dabei solange Warmeenergie aus dem
Wairmereservoir auf, bis das gesamte Kéltemittel gasformig ist.

Damit kann der Kreisprozess von vorn beginnen.

Wir betrachten hier in unserem Modell wegen der einfacheren Beschreibung nur
den ,Werdegang* einer bestimmten Menge des Kéltemittels wahrend eines Umlaufs
eines sich wiederholenden Kreisprozesses. Die Herausforderung bei der technischen
Realisierung dieser Idee besteht nun darin, eine effiziente Warmekraftmaschine mit
gut regelbarem und kontinuierlich ablaufendem Kreisprozess zu entwickeln.



2 Propan als Kaltemittel

Das Funktionieren einer Kompressionswarmepumpe héangt entscheidend von den phy-
sikalischen Eigenschaften des verwendeten Kéltemittels ab. Wir verwenden dafiir in
unserem Beispiel das allgemein als Heizgas bekannte , Fliissiggas® Propan, welches als
Kaltemittel R 290 gefiihrt wird.

Wir beginnen mit der Auflistung einiger physikalischer Daten, die fiir unsere Thematik
relevant sind.

o Es gilt: 0°C =273,15K < 0K =-273,15°C.

e Die wichtigsten von uns verwendeten physikalischen Grofen sind der Druck P,
das Volumen V| die Temperatur T, die Warmeenergie (), die Enthalpie H, die
innere Energie U, die Entropie S und die mechanische Energie bzw. Arbeit W.

e Der (atmosphérische) Normaldruck Py ist der mittlere Atmosphérendruck in
Meeresspiegelhche und betragt
Py = latm = 1013,25hPa = 1,01325bar ~ 1bar.
Wichtige physikalische Eigenschaften von Propan:
e Propan (C3Hg) ist das Kéltemittel R 290 .
e Schmelztemperatur bei Normaldruck: 7Tg = —187,7°C =85,45K.
e Verdampfungs- oder Siedetemperatur bei Normaldruck: Tgeq = —42,1°C =231,05K.

e kritischer Punkt : (Tkrit — 369,82K = 96,67°C ; Py — 42,48 bar) .

e kritische Dichte: oy, = 221 m3 .

e Dichte (gasférmig) bei Normalbedingungen (0°C und 1,013 bar): o= 2,011

m3 '
e Dichte (gasférmig) bei 5°C und 1,013bar: o =1,874 % .
e molare Masse: M = 44,096 £ = 0,044 096 =& .

e molares Volumen bei Normalbedingungen (0°C und 1,013 bar): 22,01 Liter

“mol

e molares Volumen bei 5°C und 1,013bar: 22,34 Liter

mol

e Verdampfungswirme bei Normaldruck: 0,42547 l;—]g bzw. 425,47 ﬁ—J .

e spezifische Wiarmekapazitit bei konstantem Druck: cp = 1,6 kg K = 1600 kg <
e spezifische Wirmekapazitét bei konstantem Volumen : ~ 1,4 ngK = 1400 kg K-

e Adiabatenkoeffizient: x = Z—: ~1,13.

e Ausdehnungskoeffizient (gasférmig): ~~0,003K"!.

¢ allgemeine (universelle, molare) Gaskonstante: R = ¢pmol) — Co(mol) ~ 8, 3145 W{K
e spezifische Gaskonstante von Propan: R, = % =cp, — ¢y, =188,5 kgiK

¢ Kohisionsdruck (Binnendruckkonstante) :
a=0,9385 Pam? _ g 9385 Jm _ g 385 bardm®

¢ Kovolumen(Eigenvolumenkonstante): b= 0,0904 Liter



Druck bzw. Siedetemperatur Enthalpie der Enthalpie der  Verdampfungs-

Dampfdruck bzw. Temperatur fliissigen Phase Gasphase enthalpie
in bar in i—‘] in t—‘] in i—J
g g g
(PN) 1,013 —42,1°C = 231,06 K 100,61 526,08 425,47
5,011 5,0°C = 278,15 K 212,60 580,33 367,73
8,365 20,0°C =293,15 K 251,64 595,95 344,31
17,130 50,0°C = 323,15 K 336,80 621,66 284,86
41,950 96,0°C = 369,15 K 527,44 585,41 57,97

Tabelle 1 Auflistung von Enthalpien bzw. Warmeinhalten in kJ fiir 1 kg Propan bei den ent-
sprechenden Drucken und den zugehérigen Siedetemperaturen. Die Verdampfungs- bzw. Kondensa-
tionsenergie ist die Differenz zwischen der Enthalpie der Gasphase und der Enthalpie der fliissigen
Phase im Koexistenzbereich dieser Phasen. Im kritischen Punkt (T =96,67°C; P =42,48 bar)
ist die Verdampfungsenthalpie gleich 0 %. Die hier aufgefiihrten Werte wurden entnommen aus:
https://www.tega.de/fileadmin/Downloads_und_Bilder/Kaeltemittel/Dampfdrucktabellen_
DE/R_290_pT_DE. pdf

T |in[K]
400 P=Py=1atm=1,01325bar = const
300
0°C—=—~~ l~——— Koexistenzbereich von flissiger und Gasphase —— _—
........................... : | £
200 D :
-
1007 .
B
0 100 200 300 400 500 600 Q in kJ
m kg

Abb. 1 In grober N3herung dargestellte Phaseniibergidnge erster Ordnung von Propan bei
konstantem atmospharischem Normaldruck Py = 1atm. Aufgetragen ist die Temperatur T in
Kelvin tiber dem Warmeinhalt @ in Joule fiir 1kg Propan (Achse % in lﬁ—g) :

feste Phase, Schmelzpunkt Ts(Py) = —187,7°C ~ 85,5 K,

Koexistenzbereich von fester und fliissiger Phase,

flissige Phase, Siedepunkt Tyeq(Pn) = —42,1°C ~ 231,1K,

Koexistenzberich von fliissiger Phase und Gasphase,

Gasphase.

mooOw>»

Propan besitzt also bei (atmosphérischem) Normaldruck Py die Siedetemperatur
Tyeqa = —42,1°C, ist also bei Normaldruck unterhalb von Ti;q fliissig und oberhalb
von Tieq gasformig. Genau auf dem Siedepunkt kann das Propan teilweise im fliissi-
gen Aggregatzustand und teilweise im gasformigen Aggregatzustand vorliegen, d. h.
beide Aggregatzustinde koexistieren. Das liegt daran, dass beim Ubergang vom



fliissigen in den gasférmigen Aggregatzustand Verdampfungswirme in das Propan
hineingesteckt werden muss, die beim Ubergang vom gasformigen in den fliissigen
Aggregatzustand als Kondensationswiarme wieder freigesetzt wird.

Statt Aggregatzustand sagt man in der Physik kurz Phase und nennt deshalb die
Anderung eines Aggregatzustands auch Phaseniibergang. Mit der Abbildung 1 werden
die Phaseniiberginge von Propan bei normalem Atmosphérendruck Py néher
erlautert.

Die Phaseniibergénge werden also charakterisiert durch Schmelzpunkt T5(P), Sie-
depunkt Tyeq(P) sowie die zugehdrigen (erforderlichen) Ubergangsenergien wie bei-
spielsweise die in Tabelle 1 aufgefiihrten Verdampfungsenthalpien fiir Propan. Und
aus der Abbildung 1 entnimmt man, dass die Grofe des Koexistenzbereichs D
bestimmt wird durch den Warmeenergieinhalt bzw. die Enthalpie der koexistierenden
Phasen des Propans. Bei Normaldruck Py = 1 bar mit dem zugehorigen Siedepunkt
Tiiea(Pn) = —42,1°C betrigt dort der

Wirmeinhalt der fliissigen Phase 100, 61 i—g , der
Wiérmeinhalt der gasformigen Phase 526, 08 % und folglich die

Verdampfungsenergie bzw. Verdampfungsenthalpie 526, 08 % — 100, 61 i—g = 425,47 % .

Wie man sieht, entspricht die Verdampfungsenergie der Breite des entsprechenden
Koexistenzbereichs. Ein weiterer Wert wird im Folgenden noch von Bedeutung sein:
Der Dampfdruck von Propan bei 50 °C betragt 17,1 bar.

Um Propan bei Temperaturen oberhalb von Tj;.q zu verfliissigen, muss es komprimiert,
d. h. zusammengedriickt werden. Bei dieser Kompression steigt in jedem Fall der
Druck im komprimierten Gas. Dessen Temperatur steigt dabei aber nur, wenn der
Warmeenergieaustausch mit der Umgebung nicht oder nicht schnell genug erfolgen
kann (siehe Abschnitt 5.5 Adiabatische Zustandsianderung und Abschnitt 5.4 Isotherme
Zustandsénderung).

Anmerkung

In der Regel sollte die kritische Temperatur des Kéaltemittels in Warmepumpen nicht
unter 75°C liegen. Der kritische Punkt von Propan ist gegeben durch die

kritische Temperatur Tt = 369,82K = 96,67°C und durch den
kritischen Druck Pt = 4,248 MPa = 42, 48 bar .

Das bedeutet, dass das Propan in der Warmepumpe nicht den iiberkritischen Aggre-
gatzustand annehmen kann. Ein Gas wird ndmlich nur dann zu einem iiberkritischen
oder superkritischen Fluid, wenn sowohl seine Temperatur als auch sein Druck den
kritischen Punkt erreichen oder iiberschreiten.



3 Funktionsprinzip der Kompressionswarmepumpe in fiinf
Schritten

Die Warmepumpe transportiert Warmeenergie von einem kalten Warmeenergiereservoir
(z.B. Aufenluft oder Erdreich) zum wérmeren Heizwasserkreislauf zur Beheizung der
Wohnraumluft. Nach dem 2. Hauptsatz der Warmelehre kann Warmeenergie aber
von selbst immer nur vom warmeren zum kalteren Warmeenergietréger fliefen. Dass
die Warmepumpe dennoch ,,gewinnbringend* funktionieren kann, liegt einerseits an
der mechanischen Energie, die von dem elektrisch betriebenen Kompressor in den
Prozess hineingesteckt wird, und andererseits an der ergiebigen Kondensations- bzw.
Verdampfungswirme? des Kéltemittels Propan.

T, (Heizwasserkreislauf)
|Qul=IWil
7-w = Tsied(Pmax) |Qw| Tsied(Pmax) < T[J

2ussng : | Warmetauscher: P.. gasformlg:
T.oo(Pos) Verfliissiger (Kondensator) Teica(Poa) Tt berhitzt)
A
P isobar
@ h.
Expansionsventil o Kompression Verdichter
(Drosselorgan) isenthalp adiabatisch (Kompressor)
isol;‘ar 1
v >
flissig&gasf.: . ) gasformig:
N Warmetauscher: P,
Tsiea(Pn) Toed(PO) < T, Verdampfer o

T, (kaltes Warmereservoir)

Abb. 2 Funktionsprinzip der Kompressionswarmepumpe mit zugehdrigem (P, V')-Diagramm. Die
eingekreisten Ziffern 1 bis 5 bezeichnen die wahrend des Kreisprozesses durchlaufenen thermody-
namischen Zustiande. Die Temperatur Ty, im Heizwasserkreislauf ist die sog. Vorlauftemperatur.
Zur Bedeutung der Indices: N — normal.

k — kalt: |Qx| ist somit die auf der ,kalten Seite” der Warmepumpe aufgenommene Warmeenergie.
w — warm: |Qy| ist somit die auf der ,warmen Seite” der Warmepumpe abgegebene Warmeenergie.
U — dberhitzt: |Qy] ist somit die aus der Uberhitzung des Gases stammende und auf der ,warmen
Seite” der Warmepumpe abgegebene Wirmeenergie.

2Verdampfungswiirme (Verdampfungsenthalpie, Verdunstungskilte) ist die Wirmeenergie, die
zur Verdampfung einer bestimmten Fliissigkeitsmenge erforderlich ist.
Umgekehrt ist die Kondensationswirme (Kondensationsenthalpie, latente Wérme) die Wérme-
energie, die bei der Kondensation einer bestimmten Gasmenge freigesetzt wird.
Im Zweiphasengleichgewicht ist die Verdampfungswérme gleich der Kondensationswarme. Die Kon-
densationswirme nimmt mit zunehmendem Druck und zunehmender Temperatur ab.



Im Idealfall ist die Kompressionswarmepumpe eine reversibel arbeitende und bei-
spielsweise elektrisch angetriebene Kraftwarmemaschine, deren Arbeitsweise durch den
Kaltdampfprozess® bzw. durch den linksldufigen Carnot-Prozess* beschrieben werden
kann.

Wir werden jetzt das Funktionsprinzip der Kompressionswarmepumpe Schritt fiir
Schritt auf der Grundlage von Abbildung 2 beschreiben:

Zustand @ Propan gasférmig;:
P=Py=1latm=1,013bar; T'=T, =5°C.

Teilprozess ©® —> @
Verdichter (Kompressor), adiabatisch :

Das 5°C kalte Gas wird in den Kompressor geleitet. Dort wird es in einem
Arbeitsgang adiabatisch (ohne Wirmeenergieaustausch mit der Umgebung)
und isentrop bis zum maximalen Druck P = P,., = 17, 13 bar komprimiert und
dabei gleichzeitig auf die Uberhitzungstemperatur T = 390, 53K = 117,38°C
siberhitzt“ (siehe Abschnitt 5.5 Adiabatische Zustandsdnderung).

Man spricht von iiberhitztem Gas, wenn seine Temperatur oberhalb der Siede-
temperatur liegt. Bei dem in diesem Fall herrschenden Druck von 17,13 bar
ist

Ty = 117,38°C > Tyea(Puax) = 50°C.

Mit der Ndherung %1 ~ 0,12 berechnen wir die Temperatur T} des iiberhitzten Propans,
nachdem es adiabatisch von Normaldruck und 5°C auf 17, 13 bar verdichtet wurde:

1,13—1

Poax\ " 17,130 bar\ 113
Ty =T, - [ 2m _ 978, 15K - [~ 20 bar _ K = 117,38°C..
L= T <PN ) 78,15 <1,013bar> 390,53 7.38°C

Und mit Ty —Tx = 390,53 K — 278, 15K = 112,38 K = AT  konnen wir jetzt die vom
elektrisch betriebenen Kompressor an 1kg gasférmigem Propan adiabatisch verrichtete
Kompressionsarbeit berechnen:

AU:m-cv~AT:1kg~1,4kg—fTK-112,38K = 157,33k] =W .

Die Temperatur des iiberhitzten Gases liegt oberhalb der kritischen Temperatur:
Ty = 117,38°C > Ty, = 96,67°C.

Weil der zugehorige Druck Pu.. = 17,13 bar nicht oberhalb des kritischen
Drucks liegt, befindet sich das iiberhitzte Gas noch nicht im iiberkritischen
Aggregatzustand.

Zustand @ Propan gasférmig;:
P = Ppax = 17,13bar; T =Ty = 117,38°C (iiberhitzt).

3Siehe unter dem Suchbegriff Kaltdampfprozess — SystemPhysik bzw.
https://systemdesign.ch/wiki/Kaltdampfprozess
4Siehe auch: Horst Kuchling, Taschenbuch der Physik, 16. Auflage, Fachbuchverlag Leipzig, 1999,
Abschnitt 18.7 Kreisprozesse.
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Teilprozess @ —> @
Verfliissiger (Kondensator), Warmetauscher :

Der Kondensator ermoglicht den effizienten Warmeenergieaustausch zwischen dem
Kéltemittel und dem Heizwasserkreislauf bei konstantem Druck P, = 17, 13 bar
(isobar).

Das iiberhitzte Gas mit der Temperatur T = 117,38 °C wird mit dem Druck
Pax in den Kondensator geleitet.

Die Siedetemperatur von Propan bei Pp.x = 17,13 bar ist Tyeq(Puax) = 50°C
und somit gleich der Vorlauf-Solltemperatur im Heizwasserkreislauf.

Folglich kiihlt sich das iiberhitzte Gas isobar von 117,38°C auf seine Siede-
temperatur von 50°C ab, indem es den Uberhitzungsanteil der hineingesteckten
(mechanischen) Kompressionsenergie in Form der Warmeenergie QQ; an den Heiz-
wasserkreislauf abgibt. Dabei verkleinert es sein Volumen (siehe Abschnitt 5.2
[sobare Zustandsénderung).

Wir berechnen die vom iiberhitzten gasférmigen Propan bei der isobaren Abkiihlung bis
zur Siedetemperatur an den Heizkreislauf abgegebene Warmeenergie |Qy| :

Qi = mey AT = m- ¢+ [Tea(Pmax) — Ti] = 1kg-1,6 P - [323,15K — 390,53K] =

=—67,38K

Qq| = |- 107,81kJ| = 107,81kJ .

Zustand @ Propan gasférmig;:
P = Py = 17,13bar; T = Tyeq = 50°C..

Teilprozess @ —> @
Verfliissiger (Kondensator), Warmetauscher :

Wiéhrend dieses Teilprozesses befindet sich das Propan genau auf dem Siedepunkt,
also im Koexistenzbereich von Gasphase und fliissiger Phase. Da das Wasser
im Heizwasserkreislauf bestimmungsgeméf stédndig zur Abkiihlung neigt, die
Vorlauftemperatur also stdndig die Tendenz hat, unter 50 °C abzusinken, gibt
das urspriinglich gasférmige Propan auch stdndig Wérmeenergie (), in Form
von Kondensationswérme an den Heizwasserkreislauf ab. Dadurch wird einerseits
die Vorlauftemperatur konstant gehalten. Andererseits kondensiert das Propan
bei (konstanter) Siedetemperatur solange, bis es vollstandig verfliissigt ist.

Die Kondensationswéarme fiir 1kg Propan im Siedepunkt (Tsied =50°C, Ppax = 17,13 bar)
kénnen wir direkt der Tabelle 1 entnehmen. Sie betragt

1Qw| = 284,86kJ.

Zustand @ Propan fliissig:
P =Py =17, 13bar; T = Tyeq = 50°C.
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Teilprozess ® —> ®

Expansionsventil (Drosselorgan), kein Warmeaustausch mit Umgebung :

Das 50 °C warme und immer noch unter dem hohen Druck von P,,., = 17,13 bar
stehende fliissige Propan quetscht sich jetzt durch das sog. Expansionsventil bzw.
Drosselorgan.

,», xpansionsventile arbeiten als verstellbare Drosseln und halten den Druckun-
terschied zwischen der Hoch- und der Niederdruckseite aufrecht. Sie regeln den
Kiéltemittelstrom von Verfliissiger zum Verdampfer. Wenn das Kéltemittel durch
das Expansionsventil stromt, fallt der Druck ab und ein Teil des Kéltemittels
verdampft sofort zu Gas. Die fiir diese Verdampfung bendtigte Warme wird dem
Kéltemittel selbst entnommen, sodass die Temperatur des Gas- und Fliissigkeitsge-
mischs, das in den Verdampfer gefiihrt wird, bis auf die Verdampfungstemperatur
abfillt 5

P

max

=17,13bar

Py
=1,013bar -

Toiea(Py)
=-42,1°C

Tsiea (Pra)
=50°C

Abb. 3 Schematische Darstellung des Expansions- oder Drosselventils zur Veran-
schaulichung seines Funktionsprinzips. Sowohl der Druck Ppax im linken Teil als auch
der Druck Py im rechten Teil werden konstant gehalten. Symbolisiert wird dies durch
die entsprechenden Stempel, auf welche links die Kraft ]ﬁmax\ = A - Ppax = const
und rechts die Kraft |Fy| = A- Py = const wirkt. A ist dabei die Fliche der Stempel.

Durch das Drosselventil wird der Druck im Propan von P,,, = 17,13 bar auf
den Normaldruck Py = 1,013 bar reduziert. Ein Warmeenergieaustausch mit
der Umgebung des Ventils findet dabei nicht statt. Wahrend dieses Teilprozesses
der Druckreduktion bzw. der Entspannung laufen theoretisch zwei Vorginge
gleichzeitig ab, ndmlich der Phaseniibergang fliissig-gasférmig und die
nicht quasistatische gedrosselte Expansion des dabei entstehenden Gases.

Die Druckabnahme im fliissigen Propan bewirkt eine Erniedrigung des Siede-
punkts. Das bedeutet, dass sofort mit dem Einsetzen der Druckabnahme die
Verdampfung des Propans beginnt. Die dafiir erforderliche Verdampfungsent-
halpie kommt aus dem Propan selbst, was zu dessen Abkiihlung fiihrt. Das
dabei entstehende Gas expandiert mit dem Druckabfall gedrosselt geméfs dem
Joule-Thomson-Prozess, also isenthalp und isotherm (siche Abschnitt 5.7)
und hat somit keinen Einfluss auf die Energiebilanz. So gehen ungefahr 64 % des
fliissigen Propans bei der Passage des Drosselventils sukzessive in die Gasphase
bei Normaldruck Py = 1,013 bar {iber.

SZitiert aus:
https://www.e-genius.at/lernfelder/erneuerbare-energien/grundlagen-waermepumpen/
hauptkomponenten-einer-waermepumpe/drosselorgan-expansionsventil
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Es resultiert demzufolge ein stark abgekiihltes Gemisch aus gasférmigem und fliis-
sigem Propan im Koexistenzbereich bei Normaldruck, d. h. mit einer Temperatur
von Tsied<PN) = —42, 1°C.

Achtung!

Die Abkiihlung des Propans im Drosselventil resultiert allein aus dem Phasen-
iibergang vom fliissigen in den gasféormigen Aggregatzustand, denn hier wird die
fiir die Verdampfung erforderliche Warmeenergie (die Verdampfungswérme) der
fliissigen Phase entzogen.

Dagegen verlauft die Expansion der Gasphase idealerweise isotherm gemaéfs dem
Joule-Thomson-Prozess.

Dass der Vorrat an Verdampfungsenergie im insgesamt fllissigen Propan dabei fiir eine
vollstdndige Verdampfung nicht ausreicht, kénnen wir anhand der Tabelle 1 beispielsweise
fiir 1 kg Propan wie folgt abschétzen:

Bei 17,13 bar und 50 °C betrigt der Warmeinhalt der fliissigen Phase 336,80kJ . In der Gas-
phase bei Normaldruck Py und —42,1°C ist der Warmeinhalt jedoch deutlich gréfer, ndmlich
526,08 kJ . Es fehlen der fliissigen Phase somit 189, 28 kJ Verdampfungsenergie, um vollsténdig
in die Gasphase iibergehen zu konnen. Das sind 36 % der erforderlichen 526,08 kJ .

Zustand ® Propan gasférmig und fliissig;:
P =Py =1013bar; T = Tyeq = —42,1°C.

Teilprozess ® — @

Verdampfer, Wiarmetauscher :

Das in den Verdampfer geleitete Propan befindet sich im Koexistenzbereich
von fliissiger Phase und Gasphase bei der Temperatur Tyeq(Py) = —42,1°C
und ist somit deutlich kélter als das kalte Warmereservoir mit der Temperatur
Ty = 5°C. Folglich flieftt solange Warmeenergie vom nahezu unerschépflichen
kalten Warmereservoir in das Kéltemittel Propan, bis dieses vollstandig verdampft
ist und die Temperatur Ty, = 5°C des Warmereservoirs angenommen hat.

Die dabei vom Propan aufgenommene Wéarmeenergie |Qy| setzt sich also zu-
sammen aus der Verdampfungsenergie fiir die 36 % Fliissigpropan und aus der
Energie zur Erwdrmung der Gesamtmenge (=100 %) Propan in der Gasphase
von —42,1°C auf 5°C.

Anhand der Tabelle 1 berechnen wir die Energie, die im Verdampfer von 1 kg Propan aus
dem kalten Warmereservoir aufgenommen wird:

Fiir die Verdampfung der 0,36 kg Fliissigpropan (=36 %) bei Tyed(Pn) = —42,1°C werden
0,36 - 425,47kJ = 153,1692kJ =~ 153,17kJ benstigt. Und fiir die Erwdrmung von 1kg
gasformigen Propans (=100 %) von —42,1°C auf 5°C sind 580,33 kJ — 526,08kJ = 54,25kJ
erforderlich. In der Summe sind das

|Qx| = 153,17kJ + 54,25kJ = 207,42kJ .

Das Propan liegt jetzt wieder vollstindig in der Gasphase bei Normaldruck
Py = 1,013 bar und der Temperatur Ty = 5°C vor. Dies ist aber der thermody-
namische Zustand @, sodass der Kreisprozess von vorn beginnen kann.
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4 Energiebilanz und Effizienz

Quelle: Paul A. Tipler, Spektrum-Lehrbuch Physik, 1. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag,
Heidelberg, Berlin, Oxford, 1994, Abschnitt 17.1 Wdrmekraftmaschinen und der Zweite Hauptsatz
bis Abschnitt 17.5 Wdrmepumpen, Seite 586 bis Seite 599.

4.1 Energiebilanz unseres Modells

Die adiabatische (mechanische) Kompressionsarbeit W betrachten wir in unserer
Energiebilanz als Warmeenergiedquivalent gemaf dW = dU = mc, - dT'.

e Dem Kreisprozess zugefithrte Warmeenergie :

Q| + W = 204,42kJ + 157,33kJ = 364, 75kJ .

e Vom Kreisprozess an den Heizkreis abgegebene Warmeenergie :

1Qw| + |Qa| = 284,86kJ +107,81kJ = 315,23kJ .

e Im Idealfall (u.a. mit dem idealen Gas) sollte wegen des Energieerhaltungssatzes
gelten:

zugefiihrte Energie = abgegebene Energie |
Q]+ W = [Qa] +[Qw] -

Obwohl wir aber die , Energieverluste insbesondere bei der Kompression nicht
einberechnen und obwohl wir die realen Parameter von Propan aus der Tabelle 1
verwenden, resultiert das Energiedefizit

Qx| + W > |Qs] + |Qu]

= 364,75kJ — 315,23kJ = 49,52kJ .

4.2 Allgemeines zu Wiarmekraftmaschinen und Kraftwarmemaschinen

e Wir unterscheiden zwischen Warmekraftmaschinen (Abk. WKM, beispiels-
weise Verbrennungsmotoren und Turbinen) und Kraftwidrmemaschinen (Abk.

Bei Kraftwiarmemaschinen wiederum unterscheiden wir zwischen (mechanischen)
Kaélteanlagen (Abk. KA, beispielsweise Kiihlschrianke und Klimaanlagen) und
(mechanischen) Warmepumpen (Abk. WP).

e Wirmekraftmaschinen funktionieren mit einem Arbeitsmittel wie beispiels-
weise dem gasformigen Benzin-Luft-Gemisch im Ottomotor. Das Arbeitsmittel
nimmt bei hoher Temperatur T, die Warmeenergie @, = +|Q,| auf, verrichtet
dann die Volumenénderungsarbeit W = —|W| und gibt bei tiefer Temperatur 7T}
die Warmeenergie Qx = —|Qx| ab.
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¢ Kraftwiarmemaschinen funktionieren mit einem Kéltemittel wie beispielsweise
dem ,Fliissiggas“ Propan. Das Kéltemittel nimmt bei tiefer Temperatur T} die
Wiérmeenergie Qx = +|Qx| auf. Dann wird beispielsweise durch Kompression die
Volumenénderungsarbeit W = +|W| am Kéltemittel verrichtet. Schlieflich gibt
das Kéaltemittel bei hoher Temperatur T, die Warmeenergie @Q,, = —|Q| ab.

o Wirmekraftmaschinen mit ihrem Arbeitsmittel und Kraftwirmemaschinen mit
ihrem Kailtemittel bilden jeweils ein thermodynamisches System, dessen Funktion
durch einen thermodynamischen Kreisprozess zwischen einem Energiereservoir
hoher Temperatur (warme Seite des Kreisprozesses mit dem Index w) und einem
Energiereservoir tiefer Temperatur (kalte Seite des Kreisprozesses mit dem Index
k) beschrieben werden kann.

Kreisprozesse zeichnen sich (im Idealfall) dadurch aus, dass das System im An-
fangszustand und im Endzustand die gleiche innere Energie besitzt, wodurch der
Erste Hauptsatz der Thermodynamik (Energieerhaltungssatz) diesbeziiglich
die folgende Form erhélt:

AU = Q+W = Qu+Qc+W = 0. (1)

e Konventionsgemaft werden dem System zugefiihrte Energien positiv und vom
System abgegebene Energien negativ gerechnet wie beispielsweise @Q,u = |Quul ,
Qab = —|Qap| . Weil am System verrichtete Volumenédnderungsarbeit dquivalent
ist zu zugefiihrter (mechanischer) Energie, wird diese positiv gerechnet geméf
Wy = +|Wou!|. Umgekehrt wird vom System verrichtete bzw. an die Umgebung
abgegebene Volumenanderungsarbeit negativ gerechnet geméfs Wy, = —|[Wyy| .

e Um Vorzeichenfehler zu vermeiden und weil wir bei der Bestimmung der Effizienz
nur an den Energiebetrégen interessiert sind, werden wir im Folgenden sowohl dem
System zugefiihrte als auch vom System abgegebene Energien als Absolutbetréige
schreiben.

e Wihrend die Bestimmung des Wirkungsgrads von Warmekraftmaschinen allge-
mein auf der Grundlage zu- und abgefiihrter Energien erfolgt, verwendet man bei
der Bestimmung der Effizienz von Kraftwarmemaschinen auch die entsprechenden
zu- und abgefiihrten Leistungen, also die momentan pro Zeiteinheit zu- und
abgefiihrten Energien wie beispielsweise Q,, = P, = % = Qzu. Daher
rithrt auch die Bezeichnung , Leistungszahl“ bei Kélteanlagen. Weil dies aber fiir
unser Modell von untergeordneter Bedeutung ist, werden wir nur die Energien
verwenden.

15



4.3 Effizienz: Wirkungsgrad, Leistungszahl, Heizzahl

16

1. Warmekraftmaschinen — Wirkungsgrad 7 :

Dem Arbeitsmittel der Warmekraftmaschine wird auf der warmen Seite des
Kreisprozesses bei der Temperatur T, die Warmeenergie @y, = +|Q| zugefiihrt.
Dann verrichtet das Arbeitsmittel die Volumenénderungsarbeit W = —|W| und
gibt schliefslich auf der kalten Seite des Kreisprozessen bei der Temperatur 7T
die Wérmeenergie Qx = —|Qx| ab. Aus dem Ersten Hauptsatz (1) folgt damit

AU = |Qu| = Q] =W =0 & [W[=[Qu| —[Qx . (2)

Der Wirkungsgrad n von Warmekraftmaschinen ist mit (2) wie folgt definiert:

_ verrichtete Arbeit  |W|
zugefithrte Warme — |Qy|
|Qw| — Qx| Qx|
n= ———=1-_"= 0<n<l. (3)
| Q| |Qul

Herleitung des Carnot’schen Wirkungsgrades:

Aus (2) resultiert
|Qul = Q]+ W] = [W] < |Qu].

Je néher |W| der oberen Grenze |Qy| kommt, desto grofer ist der Wirkungsgrad,
wobei real immer |W| < |Qy] gilt. Betrachten wir jetzt die

Q

Entropieinderungen AS = Al
in den Energiereservoirs, die den Kreisprozess der Warmekraftmaschine ermogli-
chen. Die Entropie des warmen Reservoirs sinkt infolge der Wérmeenergieabgabe
an das Arbeitsmittel bei der hohen Temperatur T;, gemaf

(o
ASy = ==

Die Entropie des kalten Reservoirs erhoht sich infolge der Warmeenergieaufnahme
aus dem Arbeitsmittel bei der tiefen Temperatur 7 um

_ 1@
ASy = T,

Die vom Arbeitsmittel verrichtete Volumenénderungsarbeit hat keine Entropie-
anderung zur Folge. Weil nach dem Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik die
Gesamtentropie nicht abnehmen kann, also die Summe aller Entropiednderungen
nicht negativ werden kann, gilt hier fiir die Summe der Entropieinderungen

ASk + AS,, = 1@l 1Qu] > 0.

T. T, —



Daraus erhalten wir fiir die ausgetauschten Wérmeenergien |Qy,| und |Qy| die

Relation T
Q2 10wl 7
Setzen wir dies in die Gleichung (3) fiir den Wirkungsgrad ein, so folgt
| Qx| |Qul - % - Ty
LI R L .
|QW| |QW| Tw
Tk Ty — T
< arnot — l-— = ———
= TCarnot T, T,

Der Carnot’sche Wirkungsgrad ncamot ist der im Idealfall, aber nicht in der
Realitiit erreichbare Wirkungsgrad einer Wirmekraftmaschine.%

2. Kilteanlagen — EER (engl. Energy Efficiency Ratio) bzw. Leistungszahl x4 :

Mit der aus dem Ersten Hauptsatz folgenden Gleichung (2) |W| = |Qyw] — |Qx]
erhalten wir fiir die Leistungszahl ek, einer Kélteanlage

I I N
W1~ Jau - 1@

Dabei ist |Qy| die auf der kalten Seite (Index k) der Umgebung bzw. dem Kiihl-
schrankinnern entzogene und dem Kreisprozess zugefiihrte Wiarmeenergie.
|W| ist die beispielsweise durch einen Elektromotor aufgewandte (mechanische)
Arbeit.

Die Carnot’sche Leistungszahl exa, camot fiir die Kélteanlage erhalten wir in der
zur Warmekraftmaschine analogen Weise mit

> 0.

|Qw| ‘Qk’ Tw
ASy, +ASy = ——— >0 & wl = - —
ras, = Sl By Qul = Q- 7
wie folgt:
| Qx|
exkA < )
02— [0
< _ B
£ £ arnot —
KA < EKA,Carnot T. — T,

3. Warmepumpen - COP (engl. Coefficient Of Performance) bzw. Heizzahl eyp :
Die Heizzahl wird oft auch — wie bei Kélteanlagen — Leistungszahl genannt.
Mit der aus dem Ersten Hauptsatz folgenden Gleichung (2) |[W| = |Qyw| — |Qx|

erhalten wir fiir die Heizzahl ewp einer Warmepumpe

ol _ el
W~ Qul @

6Siehe auch: Horst Kuchling, Taschenbuch der Physik, 16. Auflage, Fachbuchverlag Leipzig im Carl
Hanser Verlag, Miinchen, Wien, 1999, Seite 291.

> 1.

Ewp
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|Qw| ist die auf der warmen Seite (Index w) vom Kreisprozess abgegebene
und der Umgebung bzw. dem Heizkreis zugefithrte Wérmeenergie.

|W| ist die beispielsweise durch einen Elektromotor aufgewandte (mechanische)
Arbeit.

Die Carnot’sche Heizzahl ewp, camot flir die Wérmepumpe erhalten wir in der
zur Warmekraftmaschine analogen Weise mit

|QW| |Qk| Tk
AS, + A8, = vl 1% g o < 100 B
ras, = (210l @l < (@]
wie folgt:
|Quwl
ewp < )
|QW| - |QW| ’ %
< T
€ € arnot — o v
WP > WP, C t Tw—Tk

Mit abnehmender Temperaturdifferenz T, — T}, werden die Carnot’sche Heizzahl
EWP, Carnot Und auch die Heizzahl ewp grofier.

Der Vergleich mit dem Wirkungsgrad der Warmekraftmaschine zeigt:
1

TICarnot

Ewp = E bzw. EWP, Carnot —

n wird also mit zunehmender Effizienz der Warmepumpe kleiner und wére deshalb
zur Beschreibung der Effizienz intuitiv wenig geeignet.

Effizienz bzw. Heizzahl der Warmepumpe in unserem Modell:

Bei der Berechnung der Heizzahl unserer Modell-Wérmepumpe ist auf die Notation
der vom System abgegebenen Wiarmeenergie zu achten. Wahrend wir bei der Herlei-
tung der Heizzahl die abgegebene Warmeenergie einfach mit @)y, bezeichnen konnten,
setzt sich die abgegebene Warmeenergie in unserem Modell aus der abgegebenen
Kondensationswirme Q,, und der Uberhitzungswirme @Qy zusammen:

‘Qabgegeben’ |QW‘ + ‘Qu‘ 315, 23kJ
e W] W 157,33 k)

Fiir Warmepumpen mit einer Quellentemperatur von 5 °C und einer Vorlauftemperatur
von 50°C werden in der Praxis Heizzahlen von bis zu 3,5 erzielt. Wie man sieht,
steigt die Effizienz einer Warmepumpe mit zunehmender Temperatur Ti des kalten
Waérmereservoirs und mit abnehmender Heizkreis- bzw. Vorlauftemperatur T,, . Das
bedeutet vereinfacht ausgedriickt: ,Je kélter es ist, desto weniger effizient arbeitet eine
Wiarmepumpe. Und zu unrecht verunglimpfend gesagt heifst das: ,,Fine Warmepumpe
funktioniert nur, wenn es draufen warm ist.*
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5 Mathematisch-physikalische Grundlagen

Vereinfachend verwenden wir bei der grundlegenden mathematischen Beschreibung die Thermodyna-
mik quasistatischer Prozesse mit idealen Gasen, betrachten also in unserem Fall Propan als ideales
Gas, was selbstversténdlich eine gewisse Einschrankung hinsichtlich der realen Verhéltnisse bedeutet.

Fiir zugefiihrte oder abgegebene infinitesimal kleine ,Mengen* der Nichtzustandsgrofsen Warme-
energie () und Volumenénderungsarbeit W schreiben wir d@Q und dW, weil es sich hierbei nicht um
totale Differentiale handelt.

5.1 Wichtige Konstanten, Gréfsen und Daten zur Thermodynamik von
Gasen

N ist die Teilchenzahl (Atom-, Molekiil- oder Ionenzahl) mit der Mafieinheit [N] =1.

n = NlA ist die Stoffmenge (Anzahl der ,Mole*) mit der SI-Einheit [n] = 1 mol. Das Mol besitzt
keinen Plural im eigentlichen Sinne, denn man sagt beispielsweise: ,,drei Mol“.

(Thermische) Zustandsgleichung des idealen Gases

P. p -
TV = 1TV1 = const = N-kg = n-R = m-Ry < PV = NkgT = nRT = mR,T , (4)
1

nR-T = —-mRs-T |. (5)

1 1
v v

Dabei sind:

P, V, T — Druck, Volumen, Temperatur eines beliebigen Zustands,

Py, Vi, Ty — Druck, Volumen, Temperatur des Anfangszustands,

N — Teilchenzahl, n — Stoffmenge, m — Gasmasse,

kp — Boltzmann-Konstante, R — allgemeine Gaskonstante, R — spezifische Gaskonstante.

Ideales Gas — einige Konstanten bzw. Eigenschaften :

e Avogadro-Konstante (Loschmidt-Zahl) : N = % =6,02214076 - 102 mol ™! (exakt)
Teilchen pro Mol,

¢ allgemeine (universelle, molare) Gaskonstante :
R= NA . kB = Cp(mol) — Cy(mol) = 8, 314462618153 24 m (exakt)
Energie pro Mol und Kelvin,

¢ Boltzmann-Konstante: kg = N—’i =1,380649 - 1072 L (exakt)
Energie pro Teilchen und Kelvin,

e molares Volumen (Molvolumen) unter Normalbedingungen (0°C; 1,013 bar) :
Vinol = 22,413 996 Liter |

e molares Volumen (Molvolumen) unter Standardbedingungen (25°C; 1,013 bar)
Vol = 24,464 042 4 Liter

mol

J kJ
g-K kg-K
Energie pro Masse und Kelvin, Adiabatenkoeffizienten x =

e spezifische Warmekapazitéten c, und ¢, in

Cp .

oK

e . — 5 _J — 3 J - 3
1-atomiges ideales Gas: ¢, = 3 ik Cv= 5z K= 3.
2-atomiges ideales Gas: ¢, ~ 3 ik R 5FR KR 5,

: : . o~ J J ~ 6
3-atomiges ideales Gas: ¢, ~ 6 ik G0 ) ik R~ 3

19



5.2 Isobare Zustandsidnderung P = const

Unser thermodynamisches System sei das ideale Gas der Masse m.

Aus der Zustandsgleichung (4) resultiert fiir die quasistatische isobare Zustandséinderung mit

P =const = dP=0:

Vo !
?_Tl_const & V_TlT = VT,
Vo(To) = Vi(Th) = 7t - (T2 = Th)
V; T 2\£2 1 T )
V(T):%~T & T(V)zvl-V '
' ' To(Va) = Ti(Va) = 3+ (Vo = Va) -
Aus der Zustandsgleichung der Form PV = mRg-T erhalten wir das dquivalente Ergebnis
mR
Vao(Tz) = Vi(Th) = AV = P SAT,
P =const = P
To(Vo) —T1(V1) = AT = AV
2(V2) = T1(V1) R

Der erste Hauptsatz der Thermodynamkik
dU = dQ+dWw = AU = Q+W

ergibt sich aus dem Energieerhaltungssatz und sagt im Zusammenhang mit den Zustandsénderungen

des idealen Gases folgendes aus:

Die Anderung der inneren Energie dU einer bestimmten Masse m des idealen Gases, die zu ihrer
Temperaturinderung d7 fiihrt, ist die Summe aus der zu- oder abgefiihrten Wéarmeenergie dQ
einerseits und der am Gas (durch Kompression) verrichteten oder vom Gas (durch Expansion) an der
Umgebung verrichteten Volumenénderungsarbeit (mechanischen Energie) dW = —P dV andererseits.
Die innere Energie des idealen Gases hdngt nur von seiner absoluten Temperatur ab, sodass mit der

spezifischen Warmekapazitét ¢, fiir konstantes Volumen gilt:

dU = ¢,m-dT = AU = ¢,m-AT

Es gilt die folgenden Konvention: Dem System zugefiihrte Energien werden positiv gerechnet und
vom System an die Umgebung abgegebene Energien werden negativ gerechnet. Folglich gilt fiir die

Volumenénderungsarbeit allgemein
\%
AW = —P(V)-dV = W = —/P(V)-dV
Vi

und bei P = const (isobar)

Va

dW = —P.-dV = —Rym-dT" = W = —/P-dV = —P-AV = —Rsm-AT.

i

Bei der Kompression mit Vo < V7 wird am System Arbeit verrichtet bzw. dem System mechanische

Energie zugefiihrt, sodass W positiv ist. Analog ist die Arbeit bei der Expansion negativ.
Wird dem idealen Gas bei konstantem Druck (isobar) die Wiarmeenergie

dQ = dU—-dW = dU+PdV = Q = AU-W = AU+ PAV

zugefiihrt, so erwédrmt es sich und gleichzeitig expandiert es. Die Erwirmung bzw. Temperaturerh6hung
entspricht dabei einer Zunahme der inneren Energie dU = ¢, m - dT. Die Expansion entspricht
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dabei der an der Umgebung verrichteten Volumenénderungsarbeit, also der vom System an die
Umgebung abgegebenen mechanischen Energie dW = —Rg m-dT. Wie man sieht, steht die abgegebene
mechanische Energie dW als Teil von d@ fiir die Temperaturerhhung nicht zur Verfiigung, sodass mehr
Wirmeenergie zugefiihrt werden muss als bei bei konstantem Volumen geméf ¢, m-dT. Wir verwenden
deshalb bei der isobaren Zustandsénderung die spezifische Warmekapazitét c, fiir konstanten Druck.
cp ist genau so viel grofer als c,, ndmlich um R, dass es die abgegebene mechanische Energie
kompensiert:

d@Q = dU —aw

cem-dl'+P-dV = ¢,m-dT mit ¢, =c¢, + Rs .
Fiir die abgegebene mechanische Energie dW = —P dV gilt damit

—dW = PdV = ¢pm-dT —c,m-dT = (¢p —¢y) m-dT .
R

Mit der spezifischen Gaskonstante Ry = % = ¢, — ¢, erhalten wir daraus fiir die isobare Zustandsén-
derung des idealen Gases der Masse m schliefilich die drei Beziehungen

dU = ¢, -m-dT = AU = ¢,m- AT,

dQ = ¢p-m-dT = (cy + Rs)m-dT = Q = (cy+Rs) m-AT,
———

dW = —(¢p—¢cy) - m-dT = =Ry-m-dT = —P-dV = W = —Rym-AT=-P-AV,

wobei sich hier AT = mLRS - AV aus (6) zeigt.

Diese drei Beziehungen wurden fiir die isobare Zufuhr von Wéarmeenergie mit der resultierenden
Expansion des idealen Gases hergeleitet. Die Herleitung fiir die isobare Abgabe von Warmeenergie
mit resultierender Volumenabnahme des idealen Gases ist vollig analog und fiihrt zu den gleichen
Beziehungen.

Letzteres zeigen wir anhand der isobaren Volumenabnahme (Kompression) des idealen Gases.
Diese geht einher mit der Abgabe von Wérmeenergie an die Umgebung, was zur Abkiihlung bzw. zur
Temperaturabnahme (AT < 0) des Gases fiihrt:

W=—-Rsm-AT >0 Durch Kompression wird Arbeit am Gas verrichtet.
AU =c,m-AT <0 AT < 0 = Die innere Energie des idealen Gases nimmt ab.
Q=(co+Rs)m - AT <0 = Q=AU-W = —|Q|=—-|AU|-|W| =
cp Gas gibt die Wéarmeenergie |Q| = |AU| + |W| an die Umgebung ab.
Zusammenfassung

Bei der isobaren Zustandsinderung des idealen Gases dndern sich dessen Volumen und dessen
Temperatur

e durch Warmeenergiezufuhr @ = (¢, + Rs) m AT > 0 und isobare Expansion =
—_———
Temperaturzunahme AT >0 = Zunahme der inneren Energie AU = ¢,mAT >0,

Volumenzunahme AV >0 = (neg.) Volumendnderungsarbeit W =-R;mAT <O0.

e durch Wirmeenergieabgabe Q = (¢, + Rs) m AT < 0 und isobare Kompression =
—_——
Cp
Temperaturabnahme AT <0 = Abnahme der inneren Energie AU = ¢,mAT <0,
Volumenabnahme AV <0 = (pos.) Volumendnderungsarbeit W = —-R;mAT >0.
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Anmerkung
Bei isobaren Zustandsénderungen ist die zugefiihrte oder abgegebene Warmeenergie d@ gleich der
Enthalpiednderung dH :

P = const = dH = dU+PdV +VdP = dU+PdV = dQ.
=0

5.3 Isochore Zustandsinderung V = const

Unser thermodynamisches System sei das ideale Gas der Masse m.

Aus der Zustandsgleichung (4) resultiert fiir die quasistatische isochore Zustandsinderung mit
V =const = dV =0:

pP P, P,

T = Ti = const < P(T) = ﬁ~T = PxT.
Bei der isochoren Zustandsdnderung wird keine Volumené&nderungsarbeit verrichtet, sodass mit dem
ersten Hauptsatz der Thermodynamik gilt:

dU = dQ = ¢, mdT = AU =Q =c,mAT

5.4 Isotherme Zustandsanderung 7' = const

Unser thermodynamisches System sei das ideale Gas der Masse m.

Aus der Zustandsgleichung (4) resultiert fiir die quasistatische isotherme Zustandsinderung
mit T =const = dT'=0:
1 1 Vo P
PV =PV = st < P(V)=PVi—= bzw. V(P =PVi—= = —=—.

1V1 cons () 11V ZW () 11P V1 P2
Bei der isothermen Zustandsdnderung ist wegen T' = const auch die innere Energie konstant, sodass
mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik gilt:

dI’'=0 = dU = dW+dQ =0 = dQ = —dwW = PdV .

Mit der idealen Gasgleichung der Form P(V) = w erhalten wir daraus

T = const = Poc%, dQ = P(V)-dv = RS;{LT.dvzf(TW =
7 v V. P
Q = /RsmT'7 = RsmT-lnv? = RsmT~lnF; = -W
Vi

Fiir die Volumenénderungsarbeit kénnen wir demzufolge mit RsmT = PV auch schreiben:

W = PV']H% , wobei PV =PV, =PRV,=PFPV;, fir T =const.
2

Wird dem idealen Gas isotherm die Warmeenergie Q@ = |Q| zugefiihrt, so expandiert es und verrichtet
dabei an der Umgebung die zu ) dquivalente Volumendnderungsarbeit Rsm T -1n % =-W=|-W|.
Wird umgekehrt ein ideales Gas isotherm komprimiert bzw. wird an einem idealen Gas isotherm die
Volumenénderungsarbeit W = |W| verrichtet, so gibt es dabei die zu W dquivalente Wirmeenergie
—Q =|— Q| an die Umgebung ab.

Es gilt ndmlich folgende Konvention:

Die einem thermodynamischen System zugefiihrte Warmeenergie und die an einem thermodynamischen
System verrichtete Volumenénderungsarbeit werden positiv gerechnet. Umgekehrt werden die von
einem thermodynamischen System abgegebene Wérmeenergie und die von einem thermodynamischen
System an der Umgebung verrichtete Volumenédnderungsarbeit negativ gerechnet.
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5.5 Adiabatische Zustandsinderung d@ =0

Die im Folgenden dargestellte adiabatische Zustandsénderung ist quasistatisch und isentrop und
damit auch reversibel. Sie wird deshalb auch isentrope Zustandsinderung genannt.

Bei adiabatischer Kompression eines bestimmten Gasvolumens, also bei Kompression ohne
Wairmeenergieaustausch (d@Q = 0) mit der Umgebung, verbleibt die gesamte dabei aufgewandte
mechanische Energie (Kompressionsenergie) AW als Zunahme der inneren Energie AU im kompri-
mierten Gas, wodurch sich nicht nur der Druck P im schrumpfenden Gasvolumen V', sondern auch
dessen Temperatur 7' erhdhen geméf dem

1. Hauptsatz: dU = dQ +dW = d@ — PdV ,

dQ=0 = adaw =dU = —-PdV =m ¢, -dT = (7)
Va T,

AU:—/PdV: m-cy,-dT = m-c, AT = W .
Vi T

Dabei ist ¢, die spezifische Wéarmekapazitét fiir konstantes Volumen und m ist die Masse der Gasmenge.
Ein anschauliches Beispiel fiir die adiabatische Zustandsinderung eines Gases ist ndherungsweise die
schnelle Kompression bzw. Expansion der Luft innerhalb einer Fahrradluftpumpe bei verschlossener
Aus- bzw. Eintrittséffnung.

Aus (7) erhalten wir mit (5) und den Beziehungen Ry = ¢, —¢, sowie 2 =k

v

dU = ¢ym-dT = —P-dV,

P
1
cq,m~dT:—V~mRs~T-dV &
AT v
vy T & Yy

R

V2
dT dV dx
—Cy ? = (Cp — CU) 7 ? =Inx
Vi

Ts Vo
) ()
—cyInT = —c,In| =) = (¢, —¢c,) InV = (¢, —¢cy)In | —=
7| = e () = e eomv] "= (o -eom (53
E Co _ E Cp—Co
,)  \W ’
T A A
1 2\ @ 2 k1
Lo (2 = (2 T = const |.
T, ( Vi > ( W > & Vv cons (8)
" P T
Durch Aquivalenzumformung folgt aus (4) “o_hh . Dies setzen wir in (8) ein:
Wi BT
g B Pl TQ Kk—1 ﬁ Kk—1
T2 a P2 T1 T2

(&) @) - @) -G

T P\
= <1> &  T".P'"" =const |. (9)
Ty
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Durch Gleichsetzen von (9) und (8) erhalten wir schlieftlich

A A
P, - " ’

P Vo \*
I ) P.ve |, 1
2 (V1> & \% (10)

Anmerkung

(Idealerweise) reversible Prozesse sind immer isentrop (dS = 0). Ein reversibler adiabatischer Prozess
ist deshalb auch isentrop. Adiabatische Prozesse sind allgemein aber nicht reversibel und somit
auch nicht isentrop wie beispielsweise die adiabatische Expansion des Gases beim Gay-Lussac’schen
Versuch.

5.6 Enthalpie

d
/—L
Die Enthalpie H :=U + PV = dH =dU+ PdV+VdP (11)

eines thermodynamischen Systems ist eine abstrakte extensive Zustandsgrofie. Messbar ist nicht
die Enthalpie an sich, messbar sind nur Enthalpiedifferenzen. Nach dem
1. Hauptsatz der Thermodynamik dU =dQ+dW <« dQ=dU —-dw =dU + PdV gilt

Py
dH = AU+ PdV +VdP = dQ+VdP = AH — Q+/V(P)-dP.
—dw P

Die Enthalpieinderung AH ist die ,Brutto-Energieinderung®, also die Summe aus der Anderung
der allein temperaturabhéingigen inneren Energie (dU), aus der Volumeninderungsarbeit
(P-dV = —dW) und aus der Energieinderung des Systems infolge einer eventuellen Druckén-
derung (V - dP). Bei isobaren Prozessen (dP = 0) wie beispielsweise chemischen Prozessen unter
Normalbedingungen und bei Phaseniibergéngen vereinfacht sich dH zu

Enthalpiednderung dH = dU 4+ PdV = d@ = Bruttoenergieumsatz .

Von besonderer Bedeutung jedoch ist die isotherme Enthalpieinderung bei Phaseniibergingen
unter konstantem Druck.

Ausgehend von U = U(S,V,n) und der daraus folgenden differentiellen Form der
Gibbs’schen Fundamentalgleichung dU = T7-dS —P-dV +pu-dn
fithren wir fiir dn = 0 die Entropie S wie folgt in die Enthalpie (11) ein:

dH = T-dS—-P-dV + PdV +V dP,
—_——
=dU

dH = dH(S,P) = TdS + VdP

S und P sind also die natiirlichen Variablen der Enthalpie (vergleiche mit Abschnitt 5.7). Auch wenn
es viele Wege von einem Zustand (S, P;) in den Zustand (Sa, P2) geben mag, so sind die zugehdrigen
Enthalpien H(Sy, P1) = Hy; und H(Sy, P;) = Hy vom Weg unabhéngig. Die Zustandsgrofie Enthalpie
gehort deshalb zu den thermodynamischen Potentialen.
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5.7 Joule-Thomson-Prozess und Joule-Thomson-Effekt

Quelle: Torsten Fliekbach, Statistische Physik, Lehrbuch zur Theoretischen Physik 1V, 4. Auflage,
Elsevier — Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Miinchen, 2007, Kapitel 15 bis Kapitel 18 und
insbesondere Thema Ezpansion von Seite 146 bis Seite 152.

Das abgeschlossene thermodynamische System bestehe aus einer bestimmten Menge des idealen Gases.
Diese Gasmenge werde adiabatisch mit der in Abbildung 4 dargestellten Doppelkammer-Vorrichtung
vom

Zustand 1 (Anfangszustand: gesamte Gasmenge in der linken Kammer, Py, V7, T, Ul) in den

Zustand 2 (Endzustand: gesamte Gasmenge in der rechten Kammer, Py, V5, Ts, U2) iberfiihrt.
o B
F1 T1 L Fz F1 J T, Fz
Anfangszustand Endzustand

Abb. 4 Schematische Darstellung der Doppelkammer-Vorrichtung zur Veranschaulichung des
Joule-Thomson-Prozesses und zur Herleitung des Joule-Thomson-Effekts. Wie man sieht, ist
Vo > V1. Weiterhin gilt F» < F} = P, < P;. Und es wird gezeigt werden, dass To = T}.

Mit der Kraft F} sorgt der linke Stempel dafiir, dass die gesamte Gasmenge des Volumens V; unter
dem konstanten Druck P; durch die kleine Offnung in der Trennwand gedriickt wird.

Mit der entgegengerichteten Kraft Fy sorgt der rechte Stempel dafiir, dass das durch die Offnung
gedriickte Gas stets unter dem konstanten Druck P, < Pj steht. Ist die gesamte Gasmenge durch
die Offnung gedriickt worden, befindet sich das System im Zustand 2, dem Endzustand, in dem die
Gasmenge das Volumen Vo > V) besitzt.

Ausgehend vom Zustand 1 wird wahrend des Prozesses an der Gasmenge der linken Kammer
die Arbeit W7 = P;V; (Volumenabnahme) verrichtet. Gleichzeitig verrichtet das in der rechten
Kammer angekommene Gas wéihrend des Prozesses Arbeit, sodass die gesamte Gasmenge am Ende
des Prozesses in der rechten Kammer die Arbeit Wy = —P, V5 (Volumenzunahme) verrichtet hat. Weil
der Prozess adiabatisch verlduft, sind Anderungen der inneren Energie des Systems und damit seiner
Temperatur nur durch Volumeninderungsarbeit moglich. Unabhéngig davon, ob die innere Energie Us
des Systems im Endzustand von der inneren Energie U; des Systems im Anfangszustand verschieden
ist oder nicht, muss deshalb die Differenz Uy — U; der inneren Energien gleich der gesamten am
System geleisteten Arbeit sein:

2 2 0 Va
U, - Uy :/dE:/dW: —PldV—l—/ —P,dV = W1+ Wy
1 1 Vi 0

= Vi - PV,

Mit der Definition H; = U; + P;V; fir die Enthalpie folgt daraus, dass der Joule-Thomson-Prozess
isenthalp ist geméaf

Hy = U+ PVy = U +PV;, = H = H=const

Abschliefsend untersuchen wir, wie sich die Temperatur der Gasmenge beim Joule-Thomson-Prozess
bzw. bei der gedrosselten Expansion mit dem entsprechenden Druckabfall verhélt. Uns interessiert
also die partielle Ableitung von T nach P bei konstant gehaltener Enthalpie, also der

Joule-Thomson-Koeffizient pjr = a—T .
OP )y

Dazu benétigen wir einige mathematische Hilfsmittel.

Um zu sehen, dass diese nicht ,yom Himmel gefallen* sind , werden wir sie jetzt ausfiihrlich herleiten:
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Betrachtet wird ein homogenes thermodynamisches System im Gleichgewichtszustand bei konstanter
Stoffmenge bzw. eine bestimmte Gasmenge Nkp . Thermodynamische Gleichgewichtszustande wer-
den von Zustandsgrofien beschrieben, wobei in diesem Fall jede Zustandsgrofe durch zwei andere
Zustandsgroken, also durch Paare von Zustandsvariablen festgelegt wird wie beispielsweise bei der

T
Zustandsgleichung idealer Gase: P = P(V,T) = Nkp - — .
Die Zustandsgrofen, welche in irgendeiner Weise die Energie eines Systems beschreiben, sind die

folgenden sog. thermodynamischen Potentiale, dargestellt als Funktion des jeweils zugehorigen
natiirlichen Zustandsvariablenpaares:

Innere Energie: U = U(S,V),
Freie Energie : F FrT,v) = U-TS,
Enthalpie : H H(S,P) = U+PV,
Freie Enthalpie: G = G(T,P) = U-TS+PV.
Mit dem 1. Hauptsatz dU = dQ +dW = dQ — PdV
und dem 2. Hauptsatz dS = %dQ = %dU—f— ;dV7 dQ = TdS

erhalten wir die vollstédndigen und die partiellen Differentiale der thermodynamischen Potentiale wie

folgt:
dU = TdS-PdV = ou = T, ou =—-P,
0S8 )y, oV )

OF OF
~SdT - PdV =~ = <8T>V =-9, (W)T =-P,

oOH oOH
dH = TdS+VdP e — = T . = V
- ~ <8S >P ’ <8P>S ’

dG = —SAT+VdP = (aG) =S, <6G) - V.
P op T

dF

T
Die partiellen Differentiale der thermodynamischen Potentiale nach ihren natiirlichen Variablen ergeben
die thermodynamischen Krifte —P, V, T und —S . Und schlieflich liefern die gemischten zweiten

Ableitungen der thermodynamischen Potentiale nach ihren natiirlichen Variablen die Maxwell-
Relationen :

aus U(S,V) bzw. dU : a(?;gV = <§€)S = (g];)v )
aus F(T,V) bzw. dF : 8(3“25‘/ = (gi)T = (g];>v ;
aus H(S,P) bzw. dH : ;;Th; = (glz;)s = <?§>P 5
aus G(T,P) bzw. dG : ;TGP = - (gi)T = (g;)P .

Der (temperaturabhéngige) Ausdehnungskoeffizient « bei konstantem Druck ist definiert durch

1 /oV oV

Den Ausdehnungskoeffizienten fiir das ideale Gas erhalten wir aus dessen (thermischer) Zustandsglei-
chung:

nR-T 1% nRk
P
1 8—‘/ = 1@—@ mitV——nRT:
Vv oT b, = vV P = ideales Gas = P
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1

Uideales Gas — 75

T

Die Warmekapazitét C, bei konstantem Druck ist definiert durch

dQ oS
= — =T =— 1
CP dr P=const (8T>P ( 3)
und erhalt fir P=const = dP=0 = dH =TdS+VdP =T4dS auch die Form
=0
oH
e = (51),

Das vollsténdige Differential von S(T, P) kann dargestellt werden durch

a8 oS
f— —_— T — P .
a5 <8T>pd * (aP)Td

Damit und mit (13) erhélt

dH = TdS+VdP
die Gestalt
oS oS
dH =T || — ) dT — | dP VdP
K6T>p *(8P>T ]* ’
Al — ds

deT+T<dP>TdP+VdP.

Den Term T (dS) dP konnen wir jetzt mit der Maxwell-Relation
T

dpP
(@), = (a7), e

und mit (12) in eine einfachere, von d7" und von dP abhingige Form bringen:

ov
dH = deTT<aT>PdP+VdP
= C,dT - T-Va-dP+VdP,
dH(T,P) = C,dT + (V- VTa)dP |. (14)

Wir hatten aber gezeigt, dass der Joule-Thomson-Prozess isenthalp ist geméf H = const. Wir setzen
also dH in (14) gleich Null und erreichen so eine weitere Vereinfachung:

1
C,dP

H =const = Cp,dT

(55

—(V-VTa)dP = V (Ta —1)dP

Fiir (STTD)H

Joule-Thomson-Koeffizienten:

oT \%4
HyT = ((?P)H = FP(TOé—l) .

dirfen wir in diesem Fall ) o schreiben und erhalten so die Formel fir den
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Mit dem Ausdehnungskoeffizienten jgeales Gas = % fir das ideale Gas resultiert der Joule-Thomson-
Koeffizient fiir das ideale Gas
HIT (idealesGas) — 0.

Das heifit aber, dass sich die Temperatur des idealen Gases beim Joule-Thomson-Prozess nicht d&ndert.
Der Joule-Thomson-Prozess ist adiabatisch, nicht quasistatisch und verlduft beim

idealen Gas isenthalp und isotherm.

Reale Gase verhalten sich allgemein nicht wie das ideale Gas. Bei den meisten Gasen sinkt die

Temperatur bei Druckabnahme (pyr > 0) wie beispielsweise bei der Luft. Es gibt aber auch Gase wie

beispielsweise Wasserstoff, Helium und Neon, bei denen die Temperatur bei Druckabnahme steigt

(gt < 0).
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