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1 Transformation zwischen im Ursprung
gegeneinander gedrehten kartesischen
Koordinatensystemen

1.1 Vorbemerkungen

Zur Schreibweise und zum Sprachgebrauch :

Einen Vektor ¥ im 3-dimensionalen Vektorraum bzw. im R? schreiben wir entweder
als Spaltenvektor (einspaltige Matrix)
U1
v = (%)
U3

oder in Komponentendarstellung

3
v = Z Vi Gi
mit =
{§1, go, §3} Vektorbasis aus den Basisvektoren g; ,
v; g Vektorkomponenten (Komponenten des Vektors v) ,

v; skalare Vektorkomponenten (skalare Komponenten des Vektors o) .

Nur bei Vektordarstellungen in Koordinatensystemen, bei denen alle Koordinaten-
achsen geradlinig sind, und wenn zusétzlich alle Basisvektoren Einheitsvektoren sind,
kann man die Begriffe skalare Vektorkomponente und Vektorkoordinate synonym
gebrauchen. In geradlinigen Koordinatensystemen sind die Vektorbasen nédmlich glo-
bal, sodass sich der Startpunkt jedes Vektors dann in den Koordinatenursprung legen
lasst. Sind die Basisvektoren dann auch noch Einheitsvektoren, so sind die Koordina-
ten der Vektorenden gleich den skalaren Vektorkomponenten und kénnen als Vektor-
koordinaten bezeichnet werden.

Es gibt im Wesentlichen vier verschiedene Arten von Koordinatensystemen:

e das orthogonal-geradlinige (kartesische) Koordinatensystem,

e orthogonal-krummlinige Koordinatensysteme
(z. B. Polar- und Kugelkoordinaten),

e schiefwinklig-geradlinige Koordinatensysteme und
e schiefwinklig-krummlinige Koordinatensysteme.
Geradlinige Koordinatensysteme werden auch affine Koordinatensysteme genannt.

Der Begriff ,affin entstammt dem lateinischen Wort ,affinis“ und bedeutet u. a. an-
grenzend.



Allgemein unterliegt der Umgang mit Vektoren in Koordinatensystemen einem
dualen Prinzip, d.h. es gibt die kontravariante und die kovariante Darstel-
lung sowohl der skalaren Vektorkomponenten als auch der zugehorigen Basisvekto-
ren. Und das Normquadrat® eines Vektors (sein Lingenquadrat bzw. das Quadrat
des Abstands zwischen zwei Punkten im Raum) ist allgemein gegeben durch das
Skalarprodukt der kontravarianten mit den kovarianten skalaren Vektorkomponen-
ten dieses Vektors. Fiir die Komponentendarstellung von Vektoren gilt: zu kontravari-
anten skalaren Vektorkomponenten gehoren kovariante Basisvektoren, zu kovarianten
skalaren Vektorkomponenten gehoren kontravariante Basisvektoren.

Die ko- und kontravarianten skalaren Vektorkomponenten und Basisvektoren ver-
andern sich bei einem Koordinatenwechsel in der Weise, dass die Norm von Vektoren
sowie ihre Richtung und ihre Orientierung im Raum unabhéngig vom Koordinaten-
system erhalten bleiben.

Die Invarianz der Vektornorm unter Koordinatentransformation hiangt un-
mittelbar damit zusammen, dass die Transformation der kovarianten Basis invers zur
Transformation der kontravarianten Basis ist und dass die Transformation der skalaren
Vektorkomponenten invers ist zur Transformation der zugehorigen Vektorbasis. Die-
ses Prinzip fordert aber auch, dass z. B. bei einer Normierung vorgenommene Léngen-
anderungen von Basisvektoren durch reziproke ,Langendnderungen® der zugehorigen
skalaren Vektorkomponenten kompensiert werden.

Auf die Diskussion der ko- und kontravarianten Darstellung von Basisvektoren und

skalaren Vektorkomponenten wollen wir hier aber noch nicht naher eingehen. Wir
werden uns nadmlich in diesem Kapitel ausschliefslich mit kontravarianten skalaren
Vektorkomponenten und mit kovarianten Basisvektoren beschéftigen.
Die Koordinaten eines Koordinatensystems und kontravariante skalaren Vektorkom-
ponenten transformieren sich kontravariant. Die zu den kontravarianten skalaren Vek-
torkomponenten gehorenden kovarianten Vektorbasen transformieren sich kovariant.
Transformationen z. B. von einem ungestrichenen zu einem gestrichenen Koordinaten-
system werden nach folgendem Prinzip durchgefiihrt:

kontravariant o} = — a; , kovariant a = _—"a; |. (1.1)

@1’/~ awz
(9_:[:i ox'

J

Achtung!

Kartesische Koordinatensysteme sind ein Sonderfall.

In ihnen spielt das duale Prinzip keine Rolle, weil ko- und kontravariante Darstellungen
und Transformationen dort identisch sind.

Fiir die Beherrschung der Mathematik nichtkartesischer Koordinatensysteme wurde
eigens der Tensorkalkiil entwickelt. Dieser zeichnet sich u. a. dadurch aus, dass kontra-
variante Indizes hochgestellt und kovariante Indizes tiefgestellt werden. Hochgestellte
Indizes bezeichnet man auch kurz als obere und tiefgestellte als untere Indizes. In
Tensorschreibweise hat (1.1) die Form

, .
7 oz’

—_— ( 1 = — .

5 O kovariant  a; o7 % (1.2)
!Die Norm eines Vektors im anschaulichen (bis 3-dimensionalen) Euklidischen Raum bezeichnen

wir der Schulmathematik folgend als Betrag dieses Vektors.

. i’
kontravariant o =




Sowohl in (1.1) als auch in (1.2) haben wir die Einstein’sche Summenkonvention
verwendet, d.h., wenn in einem Produktterm ein Index doppelt — bei Anwendung
der Tensoralgebra ein Mal hochgestellt und ein Mal tiefgestellt — auftritt, wird iiber
diesen Index summiert. Derartige Indizes heiffen Summationsindizes. Es ist dabei zu
beriicksichtigen, dass obere Indizes im Nenner als tiefgestellt betrachtet werden. Wir
werden im Folgenden aber ohne den Tensorkalkiil auskommen.

1.2 Transformation der Koordinaten

Alle Koordinatenlinien eines kartesischen Koordinatensystems sind geradlinig
und die Koordinatenachsen verlaufen orthogonal zueinander. Kartesische Koordina-
tensysteme besitzen folglich ortsunabhingige, d. h. globale Vektorbasen.? In diesem
Kapitel werden wir uns nur mit kartesischen Koordinatensystemen befassen.
Veranschaulichen wir uns den in diesem Zusammenhang gebrauchten Begriff der
Transformation (Umformung) an einem einfachen Beispiel (siehe Abbildung 1.1) :

Abb. 1.1 Die dargestellten zweidimensionalen kartesischen Koordinatensysteme seien K’ (ge-
strichelt) und K. K’ sei gegeniiber K um den Winkel ¢ entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn um
den Koordinatenursprung gedreht. Fiir jeden beliebigen Punkt P gilt dann
¥i=(x,y)=P=P :=(a,y)=(xcosp+ysinp, —zsinp+ycosp)=:7",
= rF=7 aber (z,y)# (Z,y).

Jeder Punkt P und damit auch der jeweils zugehorige Ortsvektor 7 im zweidimen-
sionalen kartesischen Koordinatensystem K wird definiert durch seine Koordinaten x
und y. Es gilt also P := (z, y) =: . Drehen wir das Koordinatensystem K um seinen
Ursprung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn (im mathematisch positiven Drehsinn)
um den Winkel ¢, so erhalten wir das kartesische Koordinatensystem K’. Ein Punkt
P := (x,y) =: 7 hat in K’ die Koordinaten 2’ und y'. Fiir den betrachteten Punkt
gilt also P = P’ := (2/, y) =: ¥'. Wenngleich der Punkt derselbe geblieben ist, so

2Wihrend geradlinige Koordinatensysteme globale Basen besitzen, haben krummlinige Koordina-
tensysteme, wie z.B. das Polar- und das Kugelkoordinatensystem, lokale Vektorbasen. Lokale
Basen verdndern sich von Raumpunkt zu Raumpunkt, sind also im Gegensatz zu globalen Basen
ortsabhingig.



kann er doch zahlenwertig unterschiedliche Koordinaten besitzen. In der Abbildung
1.1 z. B. besitzt er in K einen kleinen z- und einen grofsen y-Koordinatenwert, in K’
umgekehrt einen groften z’- und einen kleinen 3/-Koordinatenwert.

Wenn wir die Umrechnungsformeln bzw. Transformationsgleichungen fiir die Koordi-
naten von K nach K’ kennen, konnen wir die P’-Koordinaten 2’ und ¢’ aus den P-
Koordinaten = und y berechnen. Die (linearen) Transformationsgleichungen fiir
die Koordinaten® bei Drehung eines zweidimensionalen kartesischen Koordinaten-
systems um seinen Ursprung um den Winkel ¢ im mathematisch positiven Drehsinn
sind ¥ = xcosp+ysing, (1.3)
y = —xsinp+ycosp. (1.4)
Dies kann man sich mit einigen Grundkenntnissen in der Vektorrechnung leicht klar
machen: Man zerlegt zunéchst sowohl die x- als auch die y-Komponente des Ortsvek-
tors ¥ =: P jeweils in ihre Komponenten auf der a/- und auf der 1/-Achse. Addiert
man dann die z’-Komponente von x, d. h. x cos ¢, und die z’-Komponente von y, d. h.
y sin @, so erhélt man die 2’-Komponente von P. Die Addition der 3’-Komponente von
x und der y’-Komponente von y, d. h. die Addition von —z - sin ¢ und y - cos ¢, liefert
schlieklich die 3’-Komponente von P = P’.

So erhalten wir jede P’-Koordinate durch die entsprechende Transformationsglei-
chung jeweils aus allen P-Koordinaten. Gleichzeitig haben wir damit aber auch den
Ortsvektor # von K nach K’ transformiert. Wenn wir die entsprechenden Transfor-
mationsgleichungen (1.3) und (1.4) als Matrixgleichung schreiben, erhélt die Trans-
formation des Orts(spalten)vektors 7 in den Orts(spalten)vektor 7’ die iibersichtliche
Gestalt

p : .
P <x/> _ ( €os smgp) _ (x) _ ( T cgsgp—l—y smgo) _ 4. <x) . (L5)
Y —singy cosyp Y —T siny +y cos ¢ Y

J/
-

A

Wie man sieht, werden bei der Matrixmultiplikation die Zeilenelemente der linken
Matrix A mit den Spaltenelementen der folgenden rechten Matrix (”y”) =: 7 der Reihe
nach multipliziert und die dabei entstehenden Produkte anschlieftend addiert. Ein
Spaltenvektor ist namlich eine einspaltige Matrix und die Matrixmultiplikation erfolgt
nach dem Falk’schen Schema

a1 iz bii bio . a11b11 + a12bar  a11012 + a12b20 _[G1 G2

a1 Q22 ba1 a2 a21011 + A22b91  a1b12 + a22092 Co1 C22
Auf den Formalismus der Matrizenrechnung wollen wir aber in diesem Zusammen-
hang nicht weiter eingehen.* Die Transformationsmatrix A ist in diesem Fall eine sog.

Drehmatrix®, weil sie die Transformation zwischen gegeneinander gedrehten Koordi-
natensystemen vermittelt.

3Eine Herleitung der Transformationsgleichungen fiir die Koordinaten bei Drehung eines zweidi-
mensionalen Koordinatensystems findet man z. B. im Springer-Lehrbuch Mathematik fiir Physiker 2
von Weltner 2008.

4Eine anschauliche Darstellung der Matrizenrechnung findet man z.B. in Lothar Papula, Mathe-
matik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 2, 10. Aufl., Vieweg-Verlag, Braunschweig,
Wiesbaden, 2001, Seite 1 bis Seite 19.

°Fiir Drehmatrizen (Rotationsmatrizen) wird manchmal such das Symbol D verwendet.



Auf der Grundlage von Abbildung 1.1 zeigen wir die Herleitung der Transformation-
gleichungen (1.3) und (1.4) ,zu Fuk“ mit Hilfe der Additionstheoreme

cos(a+ @) = cosacosp Fsinasing ,
sin(a £ ) = sinacos g + cosasin
sowie mit sin(90° — a) = cos v, cos(90° — av) = sin «
und gehen aus von
x . . Y
r-cosa =1 & cosa=—, resina=y & sina= =,
r r
' =r-cos(a— ), y ' =1-cos[(90° — a) + ¢] . (1.6)
Jetzt wenden wir die Additionstheoreme auf (1.6) an:
/ . . x y .
¥ = r-(cosacosp +sinasing) =1 - <—cosg0+ —smgp)
r r

= T cosy+ysiny,

y = r-[cos(90° — a)cos ¢ —sin(90° — ) sin ¢]
= r-(sinacosp — cosasiny) =r- (ycosgo— Esingp)
r T

= —xrsinp+ycose. q.ed.




1.3 Transformation der skalaren Vektorkomponenten

Transformationsgleichungen zwischen kartesischen Koordinatensystemen sind li-
near wie beispielsweise (1.3) und (1.4). Wir diirfen in diesem Fall die Koordinaten x
und y des Ortsvektors 7 =: P durch die skalaren Vektorkomponenten Az = a, und
Ay = a, eines beliebigen Vektors @ ersetzen. So erhalten wir die allgemeine Formel fiir
die

Transformation der skalaren Vektorkomponenten a; vom ungestrichenen
Koordinatensystem K in das gestrichene Koordinatensystem K:

(@)@ e

cosp sing
A= , (1.8)

—singp cosy

cosp sing ay g COS  + ay Sin
a' = . = : (1.9)
—singp cosp Ay —a, SN + a, cosp

Es stellt sich jetzt die Frage, ob wir die Elemente der Transformationsmatrix A direkt
berechnen konnen. Dafiir betrachten wir (1.3) und (1.4) als Funktionen

= 2(z,y)= 1z cosp+ysing,
v =y (r,y) = —xsinp +ycosy.

Der Drehwinkel ¢ zwischen den Koordinatensystemen und folglich auch cos¢ und
sin ¢ sind Konstanten. Wenn wir jetzt beispielsweise x um Az verdndern und da-
bei y konstant halten geméfs y = const = Ay = 0, resultieren im gestrichenen
Koordinatensystem die folgenden Verdnderungen sowohl von x’ also auch von 3/:

A/
Ar = Ax-cosp+ Ay -sinp= Ax-cosp & T cos g ,
N~~~ Az
=0
/ . . Ay/ .
Ay = —Azx-sinp+ Ay -cosp =—Ax-sing & = —siny.
Ny Ax

=0

Diese Differenzenquotienten liefern die Elemente der ersten Spalte von A. Allgemein
konnen wir dafiir die Differentialquotienten schreiben:

ox'(x, .

% = & (x-cosp+y-sing) = cosp,
oy (x, 0 . .
%y) = %(—x-sm@%—y-cosgp): —sine .

Die Elemente der zweiten Spalte von A sind folglich

—c%éz,y) = (% (x-cosp+y-sing) =sing,
Oy (z,y) _ 0 - _
o = @y( xT-sing +y-cosp) = cosy .
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Die Differenzenquotienten sind hier gleich den Differentialquotienten, weil die Trans-
formationsgleichungen im Fall kartesischer Koordinaten linear sind.

Die Transformationsmatrix fiir die Transformation der Koordinaten des Vektors @ in
K nach den Koordinaten des Vektors @’ in K’ ist

or' (zy) 9! (z,y) cos @ sing

or dy
A= oy (zy) Oy (zy) - :

und vermittelt, wie wir bei einem Vergleich mit den oben gezeigten Transformations-
prinzipien (1.1) sehen, die kontravariante Transformation

8Il(x7y) axl(x?y)

/
a;\ Oz %y [
7= .
ay 0y (z,y) Oy (z,y) Qy
R R

£ Y

Um die Riicktransformation von den Vektorkoordinaten in K’ nach den Vektorkoor-
dinaten in K zu zeigen, leiten wir zunéchst die Riicktransformationsgleichungen her
aus dem Gleichungssystem (1.3) und (1.4) mit zwei Unbekannten:

(I) = xzcosp+ysing,
(II) ¢y = —xsinp+ycosy.

Durch Aquivalenzumformung erhalten wir aus (II)

Y +asing
~ cosy
und setzen dies in (I) ein:
"+ z sin sin sin?
x':xcos¢+usin¢:xcos¢+y’ LA Ld
COS (P COoS ¢ oS (p
. 9 . 2 22
, SIn @ sim” @ , SIn @ Cos” +s1n” ¢
= + x| cosp+ = +x
Y cos ") ( T cos ") ) oS oS
sin 1 sin
= LA & xzcoscp(x’—y’ QD) :
oS oS oS
x=21a cosp—y sinp |. (1.10)

Schliefslich setzen wir (1.10) in (I) ein und erhalten

/

¥ = (2 cosp —y'sing) cosp + y sinp
= 2’ cos® p — ' sinpcos p +y sinp
1

& y=— (2 —2'cos’ p+y'sinpcosyp)
sin ¢

1
= — [x’ (1 — cos® p) +y sin ¢ cos <p] ,
sinp L — 72

=sin? ¢

y=a'sinp+y cosp |. (1.11)

11



Wir betrachten die Riicktransformationsgleichungen (1.10) und (1.11) als Funktionen,
jetzt von 2’ und v, und leiten aus diesen, in gleicher Weise wie fiir die Hintransfor-
mation, die Elemente der zu A inversen Riicktransformationsmatrix A~! ab.

1. Spalte von A~!:

W — % (2' cosp —y'sing) = cosp , (1.12)

—8y§;,/y’) = % (2'sinp 4y cosp) =singp . (1.13)
2. Spalte von A™!:

a:c((;cy’;y’) _ @% (' cos o — ¢ sing) = —sing (1.14)

Damit erhélt die (kontravariante) Riicktransformation die Gestalt

() ()
Qy ay

o i o i .
r(a’y’)  Oulz’y') cosSy —sing
A1 ox Oy B B AT
Ny wew |\ B 7
oz’ dy' S @ COos @

B (cos © —sin go) (a;> (afE cos p — @, sin gp)
a = . = .
: , :
sinp  cosgp a, a, sin g + a, cosp
Drehmatrizen sind orthogonale Matrizen und orthogonale Matrizen A besit-

zen die Eigenschaften det A = +1 und A~! = AT, d.h. die Inverse ist gleich der
Transponierten.%

6Man iiberpriife hier, dass die Multiplikation einer Matrix mit ihrer Inversen die Einheitsmatrix
ergibt geméf A- A~ = ($9) =1.

12



1.4 Transformation der Standardbasis

Wir zeigen jetzt, wie sich in unserem Beispiel die Standardbasis {€, €,} des
kartesischen Koordinatensystems K in die Standardbasis {€7,, €} des um den
Winkel ¢ gedrehten kartesischen Koordinatensystems K’ kovariant transformiert.
Dafiir verwenden wir die bereits berechneten partiellen Differentialquotienten (1.12)
bis (1.15) :

e’ Oz(z'y) Oy’ y') e,
oz’ oz’
- N ox(z'y)  Oy(z'.y') =
! ) ;
e y oy’ oy’ ey
cosy sing €. CoS - €, +siny - €,
—sing cosp €y —sing - €, +cosp - €,

Hierbei liefern

oz(z' ' .
drley) L oyy) ., i\ ory)
€+ ————-€,=¢€, bzw. =K, >
ox’ ox’ Ay’ y") ox’
oz’
or(z'y) _  oyl@y) - . ax‘a‘ii“ or(z',y')
— = .e,+————=-€,=€ bzw. = —"
oy’ oy’ Y (e’ ') oy’
y/

die Tangentenvektoren €, und €, an die entsprechenden Koordinatenlinien z" und
y' von K" und 7(z',y’) ist der Ortsvektor in K , ausgedriickt in den Koordinaten von
K’. Das zu verstehen ist wichtig, denn damit wird klar, warum sich Basisvektoren
kovariant und folglich allgemein anders transformieren als die skalaren Vektorkom-
ponenten. Wahrend die Transformation der skalaren Vektorkomponenten z. B. eines
Vektors @ gemif @ = a’ schlieflich denselben Vektor liefert”, besitzt jedes Koordi-
natensystem seine eigenen Basisvektoren, d. h., die Transformation der Basisvektoren
liefert am Ende andere Basisvektoren.

Besonderheiten bei Transformationen von einem kartesischen in ein ande-
res kartesisches Koordinatensystem:

e Kartesische Basisvektoren werden mit der gleichen Transformationsmatrix transfor-
miert wie die zugehorigen kartesischen Vektorkoordinaten, weil sich ko- und kontra-
variante Darstellung in diesem speziellen Fall gleichen. Es gilt verkiirzt ausgedriickt:

kartesisches Koordinatensystem = kovariant = kontravariant .

e Basis-Einheitsvektoren des einen kartesischen Koordinatensystems transformieren
sich in Basis-Einheitsvektoren des anderen kartesischen Koordinatensystems, d.h.,
ihre Lange 1 ist in diesem speziellen Fall invariant. Das ist bei nichtkartesischen Ko-
ordinatensystemen allgemein nicht der Fall, wie wir im Kapitel 2 noch sehen werden.

"Wir diirfen hier das Identitéitszeichen = verwenden, weil @ und @' ein und denselben, vom verwen-
deten Koordinatensystem unabhéngigen Vektor bezeichnen.

13



1.5 Vektor-Transformation in Komponentendarstellung

Die kontravariante Transformation der skalaren Vektorkomponenten des Vektors a
zusammen mit der kovarianten Transformation der zugehorigen Basisvektoren ermog-
lichen uns die Komponentendarstellung der Transformation des Vektors a in den
Vektor a’:

T -
Qg €z = = 5 - -
= -\, | =a.e;t+ae, =a,+a,=a.
y €y

Hierbei haben wir die Rechenregel fiir die Transponierte eines Produkts aus zwei
Matrizen verwendet, nimlich (A - B)Y = BT .- AT. Das gleiche Ergebnis kénnen wir
aber auch zeigen, indem wir fiir die Transformationen die partiellen Koordinaten-
Differentialquotienten ausfiihrlich hinschreiben:

i = d & — 8_x’a +8_5C,a @g _|_@g
oo Te e\ g T oy Y oz " oz Y

T Y T T T
orox " oyox VY Oxox "V Oy ox

= cos’p a €, + sin’p a,€, + cos psin ¢ a,€, + sin ¢ cos ¢ a,€, ,

"= 4d -e = 8_y’a +8_y’a @é' +@é
y Ty y axw 0yy ay/x 8y’y

oy ox _ oyoy . ooy . Oy or

= %a—ylaxex+a_ya—:g/ay€y %a—y/axey—l———

Qu

= sin’p a,€, + cos’p a,€, — sin p cos p a,€, — cos psinp a,€, ,
a =a’ +a, = cos’p az€, +sin’y a,€, + sin’y a,€, + cos’y a,€,
=a, y — Y Uz€y ¥ Ay€y ¥ Uz€y ¥ ay€y

= (cos2g0 -+ Sin2<,0) a,€, + (sin2g0 + cos2g0) ay €,

- > (. 7

-~

=1 =1

= a,€, +ay,€, =d,+ad,=a. qed
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2 Kugelkoordinaten
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\
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\
\
X N

9-Koordinatenlinie
(Langenkreis)

Abb. 2.1 Kugelkoordinatensystems. Der Polarwinkel ¥ lauft langs der Meridiane (meridional)
von 0° bis 180°, der Azimutalwinkel oder kurz Azimutwinkel ¢ l3uft langs der Breitenkreise
(azimutal) von 0° bis 360°. Exemplarisch ist die (lokale) Orthonormalbasis {€,, €y, €,} fiir
den Punkt P dargestellt. Dieser Punkt P wird durch den Ortsvektor # mit der Lange || = r
definiert. Die Basis-Einheitsvektoren €, €y, €, bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.
Dies merkt sich leicht, wenn man €, durch den Daumen, €y durch den Zeigefinger und €, durch
den Mittelfinger der rechten Hand veranschaulicht.

Wir betrachten das Kugelkoordinatensystem S in Beziehung zum kartesischen Koor-
dinatensystem K. Wo es zur besseren Unterscheidung erforderlich ist, verwenden wir
fiir Grofsen in S statt des Strichindex’ den hochgestellten Index s und fiir Grofsen in K
den hochgestellten Index k. Die Kugelkoordinaten, das sind die radiale Koordinate
r und die Winkelkoordinaten ¥ und ¢, heifen auch raumliche Polarkoordinaten.
Sie erleichtern die Losung kugelsymmetrischer mathematisch-physikalischer Proble-
me. Das Kugelkoordinatensystem ist orthogonal' und teilweise krummlinig (s. Abb.
2.1):

r-Koordinatenlinien — gerade (radiale, nach aufen gerichtete Strahlen),
v-Koordinatenlinien — sphérisch gekriimmt, Breitenkoordinaten (Léngenkreise),
¢-Koordinatenlinien — sphérisch gekriimmt, Langenkoordinaten (Breitenkreise).

I'Kugelkoordinaten sind ein Beispiel fiir den speziellen Fall orthogonaler Koordinatensyteme. Die
mathematischen Aussagen in diesem Kapitel beziehen sich deshalb nur auf orthogonale Koordina-
tensysteme und sind nicht allgemeingiiltig.
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Die Basis-Einheitsvektoren €,, €y, €, sind Tangenten-Einheitsvektoren an die zugehd-
rigen Koordinatenlinien und bilden mit Ausnahme des Koordinatenursprungs in jedem
Raumpunkt ein orthogonales rechtshandiges Dreibein. Die Vektorbasis {€,, €y, €,}
ist eine lokale Basis, weil sie sich von Ort zu Ort dndert — nur entlang der r-Linien
verandert sie sich nicht.

i// y
Abb. 2.2 Herleitung der Transformationsgleichungen von den kartesischen zu den Kugelko-
ordinaten:

2 2
r(z,y,z) = Va2 +y? + 22, I(z,y,z) = arctan m;y , ¢(x,y,z) = arctan £ .

Im Gegensatz zu den Koordinaten-Transformationsgleichungen zwischen geradlini-
gen Koordinatensystemen (siehe Kapitel 1) sind die Koordinaten-Transformations-
gleichungen zwischen kartesischem Koordinatensystem und Kugelkoordinatensystem
nichtlinear. Die Matrixgleichungen fiir die Transformation von Basisvektoren und
skalaren Vektorkomponenten sind jedoch lineare Abbildungen. Dies wird klar, wenn
man sich die Bildung der Transformationsmatrizen und deren ,Zusammenspiel* mit
den Basisvektoren oder den skalaren Vektorkomponenten anschaut.

Wie man sich auf der Grundlage von Abbildung 2.2 und unter Verwendung der
Winkelfunktionen iiberlegen kann, sind die Riicktransformationsgleichungen von
den Kugelkoordinaten zu den kartesischen Koordinaten in Analogie zu (1.10) und
(1.11)

r = x(r,d,¢) = r-sind-cosy,

y(r, 9, @) = r-sind-singp ,

NS
I

= z(r,d,p) = r-cos? .

w
|
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Daraus resultiert die Riicktransformationsmatrix fiir die kontravariante Trans-
formation der skalaren Vektorkomponenten von S nach K :

Ox(rd,p)  Ozx(riyp)  Oz(rd,p)

or oY Op
-1 _ | oy(rd,p) Oy(rdep) Oy(r9d,»)
AT = ar 20 20 = (2.1)
9z(rd,p)  0z(r¥.p)  9z(rd,p)
or oY (o))

S — K fiir unnormierte Komponenten in S

sindcosy 71 costcosy —r sindsing (2.2)
A7l = | sindsing 7 cosd¥sing 1 sindcosg .

cos v —7r sin? 0

Invertieren? der Matrix A~! liefert die Transformationsmatrix (A~!)~! = A fiir die
kontravariante Transformation der skalaren Vektorkomponenten von K nach S:

K — S fiir unnormierte Komponenten in S

sin v cos ¢ sin ¥ sin ¢ cos v (2.3)
A= %cosﬁcosgo %cosﬁsing@ —% sin ¥ '
" rsind Sil’lg& r silrn? Ccos 0

Jetzt folgt die kovariante Transformation der kartesischen Basis-Einheitsvektoren
€., €, €, in die (kovarianten) Basisvektoren g,, gy, g,, also die Transformation der
Basisvektoren von K nach S, mit den in (2.1) berechneten Differentialquotienten:

9z (r,0,0) Ay(r,9,p) 9z(r,9,0) >

gr or or or €
e~ — BI(T,’&,QO) ay(rvﬁ’ﬂp) az(rvﬁ#’) . =~
9o | = B 20 20 €y | >
= dz(r,9,) Ay(r,9,9) 9z(r,0,0) >
(41 dp e oo €
gr €
gy =A : €y 5
9, €.
K—=S fiir unnormierte Basis in S
sincosp  sindsing cos ¥ (2.4)
2.
AT = rcostdcosy 1 cos¥sing —r sind
—r sindsing 7 sindcos g 0

2Es gibt verschiedene Verfahren, um eine Matrix A zu invertieren, z.B. den Gauf-Jordan-
Algorithmus oder das Verfahren unter Verwendung der zu A adjungierten Matrix A.q; geméf
Al = S A di -
det A ad)
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Man kann die Lénge bzw. den Betrag der Basisvektoren leicht nachrechnen und stellt
fest, dass |gy| und |g,| nicht gleich 1 sind:

G| = \/(sin® cos ¢)? + (sind sin )2 + (cos V)2 =1,
1Gs| = /(1 cosVcosp)?+ (r cosVsing)?+ (—r sind)? =1,

G| = /(—r sin¥sinp)? + (r sind cos p)2 = 7 - sind .

Damit bilden wir jetzt die Basis-Einheitsvektoren €,, €y, €, fir K*:

|§T| =1 gr - ér é)'r - gr

. . . . 1.

G| = 7 gy = 1€ € = —gv (2.5)
1

_—— - —_— & S -

G| r sin g, rsind - €, €, e g,

Dieses Ergebnis berticksichtigen wir in (2.4) und erhalten schlieklich die kovariante
Transformation der kartesischen Basis-Einheitsvektoren €, €,, €, in die (kovarianten)
Basis-Einheitsvektoren €, €y, €, wie folgt:

— — —

e"" gT‘ eI
— 1 — e —
€ L _.g €.
¥ r sin 9o Z
sin 1 cos ¢ sin ¥ sin cos v €,
— L, 1, i —1 . yg .| e
= -1 cosvcosp - 7T cosUsingp -7 sind e |,
1 . . 1 . —
———— rsindsing ——-rsindcosyp 0 €.
(2.6)
K—S fiir normierte Basis in S
sin cos ¢ sin¥sin g cos @27
~ . 2.
A= |costcosp cosdsing —sind
—sinp cos 0

Im Folgenden werden wir die zu den normierten Basisvektoren gehérenden skalaren
Vektorkomponenten mit einer Tilde kennzeichnen.

A in (2.3) ist die Matrix fiir die kontravariante Transformation der skalaren Kom-
ponenten eines Vektors @ von K nach S beziiglich der unnormierten kovarianten
Kugelkoordinaten-Vektorbasis {g., gy, g, } , sodass in Matrixschreibweise die Trans-
formation

ar Oy sin ) cos ¢ sin ¥ sin ¢ cos v Ay

ag | =A-la, | =| Lcosdcosp 1+ costsing —1sind |- |a,

a a ——L _gin —L_ cos 0 a
® z r sin ¥ r sind ¥ 2
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und in Komponentendarstellung die Transformation

ar- g, = (sindcosy-a, +sindsing - a, + cosv - a,) - g,
a,-1-€. = (sintcosy-a, +sinvsiny-a, +cosd-a,)-1-é€,
( ¥ P - Gy )
= a,-€ = (sindcosy-a, +sindsing-a, +cosv-a,) - €, , (2.8)
- 1 1 . I . -
ag-gy = | — cosvcosy-a, +— cosUsing-a, ——sind-a, | - gy
r r r
- 1 . L . -
ag-1-€y = | —cosvcosy: a, + — cosvsing-a, ——sind-a, | -r-€y
—— r T
= Ay €y = (cosﬁcosgo a; + cos¥siny - a, —sind - a)-éﬂ, (2.9)
- 1 -
ap -Gy = rsmﬁsmgp-aaﬁr?ﬂsmﬁCosgp-ay+0-az “Go
a, - sind-€, = ( T smgp-ax+7asin19 <3osgo-ay~l—()-az)-T’Sinl?-é¢
= G, €, = (—singp-ax—l—cosgp-ay—l—o-%)-e*@. (2.10)

resultiert. Aus den Gleichungen (2.8) bis (2.10) kénnen wir die kontravariante Trans-
formation der skalaren Komponenten eines Vektors @ von K nach S beziiglich der
kovarianten Basis-Einheitsvektoren €, €y, €, ablesen:

a, ay sind cos ¢ sin¥sin g cos U ay
ag | = A- ay, | = | cos¥cosyp cosvsing —sind |- |a,| , (2.11)
ay a, —sinp cos 0 a,

K—S fiir normierte Komponenten in S

sindcosp sindsin cos v
_ v e . (2.12)
A= |costvcosp cosdsing —sind
—sing coS ¢ 0

Wir stellen fest, dass sich die skalaren Vektorkomponenten von K nach S in (2.11)
genauso transformieren wie die Basisvektoren von K nach S in (2.6), wenn wir
fiir das Kugelkoordinatensystem S die auf Einheitsvektoren normierte Vektorbasis
{€,, €y, €,} verwenden. Genau das wird mit der Normierung beabsichtigt.

20



Was ist hier bei der Normierung der Vektorbasis { Gr, Gy, gip} geschehen?

Weil eine Vektorkomponente a; g; das a;-fache der Lénge ihres zugehorigen Basisvek-
tors g; besitzt, miissen sich der ,,Faktor* a; und die Lange des zugehorigen Basisvektors
bei einer Langendnderung von g; reziprok zueinander verhalten. Verkiirzen wir z. B.
einen Basisvektor um den Faktor % (m > 1), so missen wir die zugehorige skalare
Vektorkomponente mit dem zu % reziproken Faktor m multiplizieren, also vergrofsern.

Wenn wir nach erfolgter Transformation eines Vektors @ von K nach S durch Nor-
mierung der Vektorbasis { Gr, Gy, gfp} dafiir sorgen, dass a im Kugelkoordinatensystem
in der Einheits-Vektorbasis {ér, €y, é‘p} dargestellt wird, dann sehen wir, dass sich am
Ende die Basisvektoren mit der gleichen Transformationsmatrix wie die zugehérigen
skalaren Vektorkomponenten von K nach S transformieren.

Wir zeigen dies unter Verwendung der Einstein’schen Summenkonvention, wo-
bei iiber die gesternten Indizes ¢ nicht summiert wird und die Indizes r, ¥, ¢ und s

selbstverstandlich keine Laufindizes ist :

Transformation der Basisvektoren éf von K nach S und
Normierung der Basisvektoren g;° :

S ~S
ei —g gz )
T ok }gz*
— — =5 __ =g —3
A€ =g = ‘gi*|ei A 1 T i
S — — —
€; B A€ = Ajel.
1k
k

Transformation der skalaren Vektorkomponenten a” von K nach S und

Normierung der skalaren Vektorkomponenten a; :

J

~s __ ] S
1 a; = ’ x| Qi s
Aij a? = a; = —‘ — a; & _
g; 55 — "’5 ook — Aok
i a; = |Gp| Aij aj = Ajjaj .

Fiir das Kugelkoordinatensystem lésst sich der Zusammenhang zwischen den kontra-
varianten skalaren Komponenten eines Vektors @ und den zugehorigen kovarianten
Basisvektoren bei der Normierung zusammenfassend wie folgt darstellen:

&r'er == ar'l'l'gr = Ay gr,
- 1. S
ay - €y = ay T — gy = ay-gy,
T
. - 1 .
a, €, = a,rsinv-———4g a, - g
v Cp ® rsing 7% v Yo
bzw.
~ 1 — —

i

a = a-€ = ai’ﬁi*\'r—gi = - gi.
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Beispiel

Wir veranschaulichen uns die Transformation vom kartesischen Koordinatensystem
K in das Kugelkoordinatensystem S im Raumpunkt

T 3
P=r=[y|=1|14
z 12

Die Kugelkoordinaten dieses Punktes sind

r a2+ y?+ 22 13

z

P = 9 — arccos —\/m — 22’ 63°
¥

T

arccos \/W 537 130

mit
12 3
cost = E%O,923 cosp = 520,6
5 4
sind = E%O,SSB singp = 5:0,8

Mit diesen Kugelkoordinaten kénnen wir die Transformationsmatrizen fiir den Punkt
P berechnen:
— — — 1’4" — — — AV ~
L4 {ewu ex; ez} — {67.’ eﬁ7 e‘P} Y a’l(K) — CLJ(S)
Matrix A fiir die Transformation der (kartesischen) Standardbasis und der kar-

tesischen skalaren Vektorkomponenten in die normierte Kugelkoordinatenbasis
und die zugehorigen skalaren Vektorkomponenten geméf (2.6) und (2.11)

: : : 3 4 12
sind cos sindsin g cos =13 B
A — - g — 36 48 25
A= | costvcosp cosdsingp sind | = = e =1
. 4 3
—sing CoS ¢ 0 -z 3 0

o L Ly AT
L4 {ez‘; exv e:(:} — {gr7 g’l97 g(ﬂ}
Matrix A~'T fiir die Transformation der Standardbasis in die unnormierte
Kugelkoordinatenbasis geméaf (2.4)

. : : 3 4 12
sindcose  sindsing cos 35 13 5
—1T _ i —r qi - 36 48 25
AT = rcostdcosyp rcosvsing —rsind | = S = |,
—r sindsing r sindcosp 0 -4 3 0

o a;(K) = ai(S)
Matrix A fiir die Transformation der kartesischen skalaren Vektorkomponenten
in die unnormierten skalaren Vektorkomponenten im Kugelskoordinatensys-
tem geméfs (2.3)

sin v cos sin ¥ sin ¢ cos v % % %

— |1 1 i 1 _| 36 48 _ 25

A= -costcosp  costsing — sind | = e
_ i 4 3

r sind S @ r sind cos @ 0 25 25 0
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Heften wir den Vektor 7 mit der Lange r = 13 an den Punkt P := 7, verlduft dieser
exakt in Verlangerung des Kugelkoordinaten-Basisvektors €, = g, des Punktes P.
Der angeheftete Vektor 7 besitzt folglich in der (lokalen) Kugelkoordinatenbasis des
Punktes P keine Winkelkomponenten sondern nur eine radiale Komponente, wie man
sehr leicht nachrechnen kann:

a, a, T 13
ay = C~L19 = 0 = 0
ay gy 0 0

Jetzt heften wir einen Vektor @, der nicht die Richtung von 7 und damit nicht die
Richtung des Basisvektors €, = ¢, im Punkt P hat, an diesen Punkt P und un-
tersuchen die Transformationen seiner skalaren Komponenten von K nach S: Es sei

Qg 3
a, 1

Transformation von a,, a,, a, nach a,, ay, @, (in der normierten Basis):

a
~ * e .29, 179, 6
A Zy ::a'l‘er—i_aﬁeﬁ‘i_awe«p:ﬁer‘i‘geﬁ—ge@. (2.13)

Transformation der kartesischen Basisvektoren in die normierten Kugelkoordinaten-
Basisvektoren:

€y 13 :p"—ﬁ y+ﬁ z €r
e — o 36 > 48 5 25 » o —
A-le | = €T 656 ~ € | = | €v
€, —5 x+g€y+062 €,

Transformation der kartesischen Basisvektoren in die unnormierten Kugelkoordinaten-
Basisvektoren:

e, Eem—l—ﬁey—l—ﬁez g, 1-e,

—1T > _ 36 > 48 25 3 N _ >
A e | = e t+re—Te | =|gy|=]|13€
e, —4e,+3€e, +0e€, 9o 5- €,

Wie man sieht und schnell nachrechnen kann, sind die Betrége der unnormierten
Basisvektoren

G.]=1. |d|=13. |g.]=5.

Transformation von a,, a,, a, nach a,, ay, a, (in der unnormierten Basis):

a

’ . _ L 29 179 6
A- Ay | = ar9r+aﬁgﬁ+%g¢:ﬁgr%—%gg—%gw. (2.14)
az
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Wenn wir die unnormierten Basisvektoren in (2.14) durch die normierten ersetzen
und das Ergebnis mit (2.13) vergleichen, stellen wir fest, dass sich der Vektor @ durch
diesen Basiswechsel nicht &ndert:

29

a, 2
[ S 29 - 179 — 6 - unnormiert 11739
a(g:. 9o g,) = Egr—i_%gﬂ_%g@ _— ag | = 3
ay —=
29 179 6
= —€ +—-13éy— —-5€&,,
3% T Rap 0 T 5 0%
g 2
r 13
S/ o o 29 N 179 N 6 . normiert ~ 179
a(er761976<p) = Eer‘i‘geﬁ—ge(p _ ay — o
Qg —3

Das bedeutet: Andern wir in einem vorgegebenen Koordinatensystem allein die Linge
der Basisvektoren (nicht ihre Richtung und Orientierung), muss sich kompensatorisch
die ,Lange” der zugehorigen skalaren Komponenten eines Vektors in reziproker Weise
andern, um die Invarianz dieses Vektors zu gewéhrleisten.

Aufgabe

Man berechne die Betragsquadrate von @ mit seinen kartesischen, seinen ,normier-
ten und seinen ,unnormierten skalaren Vektorkomponenten, auch auf die Gefahr,
dass man sich das Ergebnis noch nicht erkldren kann. Die Verwendung allein der kon-
travarianten ,unnormierten” skalaren Vektorkomponenten liefert ndmlich ein falsches
Ergebnis. Klarheit tritt diesbeziiglich ein, wenn man sich nicht nur mit der kontrava-
rianten sondern auch mit der kovarianten Darstellung von Vektoren vertraut gemacht
hat. Erst dann versteht man, wie sich die Norm eines Vektors allgemein in beliebigen
Koordinatensystemen berechnen lasst.
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3 Transformation von Feldern

3.1 Transformation von skalaren Feldern

Gehen wir davon aus, dass der Ortsraum beschrieben wird von einem Koordinaten-
system K mit seinen Ortsvektoren 7 := (z,y, z). Bei skalaren Feldern &(z,vy, z) ist
jedem Raumpunkt eine bestimmter Zahlenwert @, also ein Skalar, zugeordnet. Diese
Zahlenwerte @ werden ausgedriickt durch die Koordinaten, sind also eine Funktion
von z,vy, z und éndern sich nicht, wenn das Koordinatensystem geéndert bzw. trans-
formiert wird. Man sagt, skalare Felder sind invariant beziiglich Koordinaten-
transformation.

Wechseln wir von K zu einem anderen, z. B. gestrichenen Koordinatensystem K’,
so muss folglich gelten

D(x,y,2) =P (2, y, 2)

Die gleichgebliebenen Zahlenwerte werden dann nach dieser Transformation durch die
Koordinaten 2/, 1/z" ausgedriickt, d. h. wir miissen dafiir sorgen, dass die Koordinaten
x,y,zin @(x,y, z) durch ', ¢/, 2’ ausgedriickt werden. Anders gesagt, die Koordinaten
x',y, z miissen die ,Koordinatenwerte” z,y, z liefern. Dies aber ist die Koordinaten-
transformation von K’ nach K geméf

die im Abschnitt 1.3 als Riicktransformation hergeleitet wird. Fiir das skalare Feld
kénnen wir damit schreiben:

D(x,y,2) = 45(%(3?’,1/,2’), y(o',y', 2), Z(xﬁy’,z’)) =9'(«',y, )
oder in der meistens uiblichen Schreibweise
O(F)=d(A™ 7)) = (F) .

In der Theorie mag das alles etwas umsténdlich erscheinen, praktisch ist es aber ganz
einfach. Wir brauchen in der Funktion &(x,y, z) nur z,y, z durch die rechten Seiten
der zugehorigen Riicktransformationgleichungen zu ersetzen. Im Abschnitt 1.3 sind
dies flir  und y die rechten Seiten von (1.10) und (1.11).
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3.2 Transformation von Vektorfeldern

Bei Vektorfeldern v(z, y, z) ist an jeden Raumpunkt ein Vektor v angeheftet. Die ska-
laren Komponenten dieser Vektoren transformieren sich beim Ubergang vom Koordi-
natensystem K in ein gestrichenes Koordinatensystem K’ wie mit (1.7) hergeleitet:

/

vl Uy
7 / _ .
vi= v, | =A |y

/

vl v,

Jetzt miissen in den skalaren Vektorkomponenten nur noch z,y, z durch die gestri-
chenen Koordinaten z/,3/, 2’ ausgedriickt werden. Dies erfolgt genau so, wie bereits
fiir skalare Felder beschrieben. Die Transformation eines Vektorfeldes von K nach K’
erhélt dann die Gestalt

vz (2, Yy, 2)

U(7) := | vy(z,vy, 2) Transformation von K nach K’

v.(2,y,2)
() w2y, ),y 2), 2@y )
v'(r) = vy ('Y, 2) | =A- vy<x(:1:’,y’,z’), y(a',y, 2, z(x’,y’,z'))
vy 2 U, (x(x’, Y. 7)), y(@' ', ), 2(2',y, z/)>
oder ausmultipliziert und mit veranderter Indizierung

a; - vy (A*LF’) Q19 - Vo (A*LF’) a3 - Us (A_lf”)

o) = | ag - vy (A*I'F’) Q99 Vo (A*LF’) Q93 - U3 (Aflf’)
az1 - v1 (A7) ag -2 (ATIF) ags - vs (A7)

oder schliefflich in der meistens iiblichen Kurzschreibweise

F(F) = A-G(A 7).
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4 Transformation einer reellen Matrix

Allgemein bezeichnet man die Matrizen M und M als aquivalent, wenn sie durch
die Matrixgleichung .

M=AMB
miteinander Verknupft sind. Die Wahl von A und B bestimmt die Uberfiihrung (,, Trans-

formation) von M in M und damit M selbst bzw. in der Umkehrung auch M . Davon
ausgehend wollen wir zwei Spezialfille dieser Transformation untersuchen.

Zur Vereinfachung betrachten wir nur Transformationen zwischen den kartesischen
Koordinatensystemen K und K’ mit der Vektordarstellung in den entsprechenden
Standard-Basen {€} und {€’}. Die (relle, quadratische, regulére)

Koordinaten-Transformationsmatrix von K nach K’ sei A
und die (zu A inverse)
Koordinaten-Riicktransformationsmatrix von K’ nach K sei A=! = A’.
Die zu transformierende reelle (quadratische) Matrix sei M in K bzw. M’ in K’.

4.1 Kongruente Transformation

Wir gehen aus von den Riicktransformationen der Vektoren v’ und %’ von K’ nach
K
AN =7, A7 =1 .

Fiir das transformationsinvariante Skalarprodukt s = s’ gilt damit

s=3TMw = (A7 &) M (A @)

K — K : M= (AYMA =ATMA
und analog dazu
K — K : M = ATM'A .

In diesem speziellen Fall nennt man die Matrizen M und M’ kongruent.

Wie wir sehen, erfolgt die Transformation von M nach M’ nicht mit der Koordinaten-
Transformationsmatrix A, sondern mit der (inversen) Riicktransformationsmatrix
A7l = A’. Analog dazu erfolgt die Riicktransformation von M’ nach M mit der
Transformationsmatrix A .
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4.2 Ahnlichkeitstransformation

Wir gehen wieder aus von den Riicktransformationen der Vektoren v’ und w’ von K’
nach K
v=A"1v, w=A"w

und suchen die Transformation von M unter der
Bedingung v=M w :

C=A"10 =Mw=MA"w . (4.1)
Die Multiplikation der Matrixgleichung (4.1) von links mit A ergibt

AAT'Y =AM A
(S
M/
v = Muad =

K — K': M=AMA'=AMA
und analog dazu unter Verwendung von A=A = A A~!
K — K: M=A"MA=AMA.

In diesem speziellen Fall nennt man die Matrizen M und M’ dhnlich oder auch
zueinander transformiert.
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5 Ko- und kontravariante Darstellung von Vektoren
und der metrische Tensor

5.1 Vorbemerkungen

Zu diesem Thema und auch dariiber hinaus sehr zu empfehlen ist die YouTube-
Vorlesungsreihe Einfihrung in die Vektor- und Tensorrechnung VT | und VT Il von
Prof. Dr. Paul Wagner, Fakultéat fiir Physik, Universitdt Wien.

Beim Umgang mit Vektoren in nichtkartesischen Koordinatensystemen kommt man
um die Verwendung des Tensorkalkiils (der Tensoranalysis) nicht herum. Es handelt
sich dabei um eine besonders von Physikern und Technikern verwendete Rechenme-
thode in der Differentialgeometrie. Man sagt deshalb auch Tensorrechnung zur Ten-
soranalysis.

Zur besseren Ubersicht werden in den Vorbemerkungen einige Sachverhalte vorweg-
genommen, die sich erst im Nachhinein, d.h. im Verlauf dieses Kapitels erschliefsen
werden.

e Koordinaten wie beispielsweise u’ werden immer hochgestellt (oben) indiziert.
Sie beziehen sich nicht auf ein Basisvektorsystem, sondern sie sind die Grundlage fiir
die Einfiihrung von Vektorbasen. Koordinaten sind weder ko- noch kontravariant.

¢ Kontravariante Vektorkomponenten bzw. Tensorkomponenten werden
hochgestellt indiziert, kovariante tiefgestellt. ,Kartesische Grofsen” sind gleich-
zeitig ko- und kontravariant. Warum das so ist, wird im Folgenden klar werden.
Fiir den Ortsvektor ¥ und seine Koordinaten im kartesischen Koordinatensystem
werden wir die Notation ¥ = z'é; +2%é + --- +2"¢€, = 2'¢;, i = 1,2, ..., n
verwenden.

e Im Tensorkalkiil wird ein hochgestellter (oberer) Index im Nenner eines Bruchterms
als tiefgestellter (unterer) Index betrachtet.

e Einstein’sche Summenkonvention

Wenn bei Verwendung der Tensoralgebra in einem Produktterm ein Index doppelt
und dabei einmal oben und einmal unten auftritt, wird iiber diesen Index summiert.
Derartige Indizes sind demzufolge Summationsindizes. Soll iiber einen doppelt auf-
tretenden Index nicht summiert werden, wird dieser in Klammern gesetzt oder mit
einem Stern indiziert (gesternt).

¢ Summationsindizes sind gebundene oder stumme Indizes, weil sie nach
erfolgter Summation verschwunden sind. Sie sind deshalb beliebig wahlbar bzw.
diirfen umbenannt werden. Sind die Glieder einer Summe Produktterme mit Paaren
stummer Indizes, darf die Umbenennung dieser stummen Indizes auch gliedweise
erfolgen.

In Produkttermen nur einfach auftretende Indizes sind freie Indizes und diir-
fen nicht ohne Weiteres umbenannt werden. Bei der Umbenennung von Indizes sollte
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man aufpassen, ob ein umbenannter Index schon anderweitig verwendet wurde, z.B.
als Summationsindex. In diesem Fall muss man einen anderen Index wéhlen.

Die Begriffe kovariant und kontravariant beziehen sich im Grunde genommen auf
Vektoren, also auf deren skalare Vektorkomponenten und die zugehorigen Basis-
vektoren. Wir werden im Folgenden die Abkiirzung Vektorkomponente statt des
Begrifts skalare Vektorkomponente verwenden, denn allgemein geht aus dem Kon-
text hervor, was im Einzelfall gemeint ist. Jeder Vektor als gerichtete Grofe und
dargestellt als Pfeil mit einer bestimmten Lange zwischen seinem Anfangspunkt
und seiner Spitze ist gleichsam angeheftet an einen Punkt P in einem Koordinaten-
system. Das bedeutet, dass die Koordinaten dieses Punktes P lediglich den Start-
punkt des Vektors definieren, allgemein aber nichts {iber seine Lénge, nichts {iber
seine Richtung und auch nichts iiber seine Orientierung aussagen. Deshalb werden
wir in diesem Kapitel den in der Vektorrechnung tiblichen Begriff Vektorkoordinate
vermeiden.

(Siehe Vorbemerkungen des Kapitels 1!)

Es ist in der Physik iiblich, mit dem folgenden Mannigfaltigkeitsbegriff zu
arbeiten:

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist eine Punktmenge, in der jedem Punkt P
ein n-Tupel (u’) von Koordinaten v’ (i = 1, 2, ..., n) zugeordnet ist.

Jeder Punkt P(u', u?, ..., u™) wird also durch n Koordinaten v’ indentifiziert.

Der 3-dimensionale Raum unserer Anschauung heifit auch euklidischer Raum. Die
Menge der Punkte des euklidischen Raums ist eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit.
Folglich ist im euklidischen Raum die Punktmenge jeder Flache eine 2-dimensionale
und die Punktmenge jeder Kurve eine 1-dimensionale Teilmannigfaltigkeit.

Gehen wir von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten mit n > 3 aus und betrachten
diese als Hyperrdume, dann sind die daraus resultierenden (n — 1)-dimensionalen
Teilmannigfaltigkeiten in Analogie zum euklidischen Raum als Hyperflachen an-
zusehen.

Unsere Betrachtungen in diesem Kapitel sollen im anschaulichen, dreidimensiona-
len Ortsraum stattfinden, sodass die entsprechenden Indizes nur von 1 bis 3 laufen.
Das jeweils verwendete Koordinatensystem, verkorpert durch ein dreidimensiona-
les Netz aus den Koordinatenlinien, bestimmt die Metrik des Raums. ,Schneiden
sich die Koordinatenlinien unter rechten Winkeln, so heifst das Koordinatensystem
orthogonal “! Andernfalls handelt es sich um schiefwinklige Koordinatensysteme.
Beispielsweise kartesische Koordinaten sowie Polar-, Zylinder- und Kugelkoordina-
ten bilden orthogonale Koordinatensysteme.

,Die Koordinatenachsen sind als Tangenten an die Koordinatenlinien definiert. Da
die Koordinatenlinien im Allgemeinen gekriimmt sind, sind die Koordinatenachsen
nicht raumlich fest, ... Dies fiihrt auf das Konzept der lokalen Basisvektoren, de-
ren Richtung vom betrachteten Raumpunkt abhidngt — im Gegensatz zu globalen
Basisvektoren der kartesischen oder affinen Koordinaten. . ..

Fiir ... krummlinige ... Koordinaten variieren Basisvektoren und Komponenten
von Punkt zu Punkt, weshalb die Basis als lokale Basis bezeichnet wird.“!

1Zitiert aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Krummlinige Koordinaten, Seite 3 und Seite 4.
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Es gibt im Wesentlichen die vier folgenden verschiedenen Typen von Koordinaten-
systemen:

— das geradlinig-orthogonale (kartesische),

— die krummlinig-orthogonalen (z. B. Polar- und Kugelkoordinaten),
— die geradlinig-schiefwinkligen und

— die krummlinig-schiefwinkligen Koordinatensysteme.

Die geradlinigen Koordinatensysteme werden auch affine Koordinatensysteme
genannt.

Geradlinige Koordinatensysteme besitzen (ortsunabhéngige) globale Vektorbasen.
Krummlinige Koordinatensysteme besitzen (ortsabhéngige) lokale Vektorbasen.

Alle Koordinatenlinien des kartesischen Koordinatensystem sind geradlinig und ver-
laufen orthogonal zueinander. Standardmaéfig verwendet man deshalb fiir kartesi-
sche Koordinaten die

Standardbasis {¢;} mit den Basis-Einheitsvektoren €7, €5, €3,

die parallel zu den Koordinatenachsen liegen. Die Standardbasis ist eine (ortsunab-
héngige) Orthonormalbasis und wird auch kanonische Basis genannt.

Das kartesische Koordinatensystem bezeichnen wir in diesem Kapitel mit X, seine
Koordinatenlinien mit ¢, i = 1, 2, 3. Die drei Koordinatenlinien, die durch den
Koordinatenursprung laufen, bilden die Achsen des kartesischen Koordinatensys-
tems. Man sagt, das kartesische Koordinatensystem X wird aufgespannt von den

drei Achsen z!, 22, 3.

Im kartesischen Koordinatensystem sind die Koordinaten eines Punktes P gleich
den skalaren Vektorkomponenten des zu diesem Punkt gehérenden Ortsvektors 7 :

T
P(l’l,i[)Q,[Ifg) =7 = )
€3

Im kartesischen Koordinatensystem X erhélt man die skalaren Vektorkomponenten
eines Vektors ¢ durch dessen Parallelprojektion (parallel zu den Achsen von X)
auf die Achsen von X . Weil aber die Achsen im kartesischen Koordinatensystem
senkrecht aufeinander stehen, ist in diesem Fall die Parallelprojektion gleichzeitig
auch eine orthogonale Projektion.

Bei Orthonormalbasen wie beispielsweise bei der physikalischen (normierten)
Kugelkoordinaten-Vektorbasis und natiirlich bei der Standardbasis stimmen sowohl
die ko- und kontravarianten Basisvektoren als auch die aus den Vektorbasen resul-
tierenden ko- und kontravarianten skalaren Vektorkomponenten iiberein. In diesem
Fall ist der Metriktensor g;; in Matrixdarstellung die Einheitsmatrix:

(95) = (¢7) = (6,7) = 1.
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Die Linge des infinitesimalen Abstandsvektors?
d7 = dz'e) + dz?ey + dales = dat é;
zwischen zwei benachbarten Punkten in kartesischen Koordinaten betrégt
ds = Vdzi dzt

und ist bei einem Wechsel des Koordinatensystems invariant, d.h., die Lange des
Vektors ist in allen Koordinatensystemen gleich.

Nichtkartesische Koordinatensysteme bezeichnen wir mit U. So erscheint z. B. ein
schiefwinklig-krummliniges Koordinatensystem U als rdumliches Netz aus seinen

Koordinatenlinien u* . also den Koordinatenlinien u!, u2, u?.
] M )

Zwischen U und X soll die invertierbare, d. h. die umkehrbar-eindeutige Beziehung

bestehen. Derartige Beziehungen heifsen Isomorphismen.

In nicht-kartesischen Koordinatensystemen und somit im Allgemeinen ist die Lange
des infinitesimalen Abstandsvektors

ds = v/duF duy, .

Dies werden wir im Abschnitt 5.13 verdeutlichen.

Der Ursprung jedes Vektors eines Vektorfeldes ist ,angeheftet an seinen (zugeho-
rigen) Raumpunkt, von dessen Koordinaten der Vektor abhéngt. Die Urspriinge
der Vektoren fallen also in U zusammen mit den Urspriingen der lokalen Basis-
vektoren, sodass jeder Feldvektor seine eigene lokale Basis besitzt, beziiglich der er
in seine Komponenten zerlegt werden kann. Ein derartiges Vektorfeld ist z. B. das
Gradientenfeld eines skalaren Feldes

(', 2%, 2°)  bzw. @(ul(zl, 22 2%), vz, 2®, 2°), uP(at, 2, x3)) .

Ein Vektor @ lédsst sich in einem gegebenen Koordinatensystem, charakterisiert
durch den Verlauf seiner Koordinatenlinien, durch seine kontravarianten Kompo-
nenten a” in der kovarianten Vektorbasis {gi} gemif

Jzak.gk

oder durch seine kovarianten Komponenten a; in der kontravarianten Vektorbasis
{g"} gemafk

a=ag-g g
darstellen. Der Vektor a selbst verandert sich dabei nicht, er ist in beiden Vektordar-
stellungen derselbe. Lediglich die Basen {g,} und {g*} sind verschieden konstruiert,
sodass sich allgemein auch die auf ihnen basierenden Vektorkomponenten a* und
ay, entsprechend voneinander unterscheiden.

2Den infinitesimalen Abstandsvektor findet man oft auch in der Notation dr"= dx - i+ dy -j+ dz -k
mit der Standardbasis {i, i, k } .
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e Tensor-Definition

V sei ein Vektorraum tiber dem Korper K (meistens der Korper der reellen Zahlen
R) und V* sei der zugeordnete duale Vektorraum (Dualraum). m, n seien zwei nicht-
negative ganze Zahlen. Dann nennt man (Z‘)—Tensoren oder auch (m,n)-Tensoren
auf V diejenigen multilinearen Abbildungen, welche m Kovektoren (Elemente von
V*) und n Vektoren (Elemente von V) auf Skalare des Korpers K abbilden, wobei
Linearitdt beziiglich jedes Arguments gelten soll. Die ganze Zahl m + n heiftt die
Stufe des Tensors. (m,n)-Tensoren sind m-fach kontravariant und n-fach kovariant,
besitzen also m obere und n untere Indizes.

Erlauterungen:

(0,0)-Tensoren sind Skalare,

(1,0)-Tensoren sind Vektoren (Spaltenvektoren),

(0,1)-Tensoren sind Kovektoren (Zeilenvektoren, 1-Multilinearformen oder kurz
Einsformen),

(1,1)-Tensoren sind ,Matrizen®,

(2,0)-Tensoren sind ,Dyaden“ oder ,Bivektoren®,

(0,2)-Tensoren sind 2-Multilinearformen (Bilinearformen),

(0,n)-Tensoren sind n-Multilinearformen.

Zwei einfache Beispiele in 2 Dimensionen zur Veranschaulichung :

Anwendung eines (0, 1)-Tensors (Kovektors) T; =: T'= p* = (p; pa)
auf den Vektor v := (ﬁé) :

1 .
ﬁ*(ﬁ) = (p1 p2) (Zg) = pv' = pv' + pyv? = Skalar .

Anwendung eines (2,0)-Tensors 7% =: T = (;i ;;3)

auf die Kovektoren p* = (p1 p2) und ¢* = (¢1 @) :

B . . T11 T12
TYpiq; = p T(q )T = (pl p2) <T21 T22) (Z;)

B THQ1‘|—T12QQ
= (Pl p2) T21q1+T22qz

rl
= (pl p2) (TZ) =p17’1 +p27“2 = Skalar .

Tensoren zeichnen sich durch ein bestimmtes Transformationsverhalten bei
einem Wechsel des Koordinatensystems aus. Z.B. transformiert sich ein (1,2)-
Tensor beim Wechsel vom ungestrichenen zum gestrichenen Koordinatensystem wie
folgt:
i, 29005 Ok
K00 95 ok T I*

Mathematische Objekte, die sich nicht in dieser Weise transformieren, sind keine
Tensoren.
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e Transformation der kontravarianten Komponenten a* eines n-dimensionalen

Vektors @ vom z #-Koordinatensystem S in das 2*-Koordinatensystem S fiir einen

Punkt P := (2!, 2%, ..., 2") = (2V, 2%, ..., 2™):
/ ox*
o[
ox* |,
St — S

e Transformation der kovarianten Komponenten a; eines n-dimensionalen Vek-
— . . / . . .
tors @ vom x*-Koordinatensystem S in das x*-Koordinatensystem S’ fiir einen

Punkt P := (z', 2%, ..., 2") = (¥, 2%, ..., 2™):
o
ap = |7—| ak
ozk |,
S’ — S .

e Die Koordinaten eines Koordinatensystems selbst und ihre Differentiale transfor-
mieren sich immer kontravariant gemafs
oz

k/
/ 3$
oxk ’ oxk

Im Gegensatz dazu transformiert sich und ist der Gradient eines skalaren Feldes

X

kovariant, wie wir noch sehen werden.

e Die Anzahl der Indizes eines Tensors kennzeichnet seine Stufe. Dazu vier selbster-
klarende Beispiele:

T kontravarianter Tensor der Stufe 1
bzw. (1, 0)-Tensor (1 kontravarianter Index, 0 kovariante Indizes).

T;;  kovarianter Tensor der Stufe 2
bzw. (0, 2)-Tensor (0 kontravariante Indizes, 2 kovariante Indizes).

T kl gemischter Tensor der Stufe 4
bzw. (3, 1)-Tensor (3 kontravariante Indizes, 1 kovarianter Index).

T Tensor der Stufe 0
bzw. (0, 0)-Tensor (0 kontravariante Indizes, 0 kovariante Indizes).

e Die Anzahl der Komponenten?® eines Tensors entspricht seiner Dimension D . Dazu
vier selbsterklédrende Beispiele: d sei die Anzahl der Dimensionen des Raumes, in
dem die Tensoren ,leben®. Fiir den R3 z. B. ist d = 3.

3Der Sprachgebrauch in der Literatur ist nicht einheitlich. Meistens wird von Tensorkomponenten
gesprochen, obwohl die zugehorigen Basisvektoren dabei nicht erscheinen. Gelegentlich wird dafiir
aber auch der Begriff ,, Tensorkoordinaten* benutzt, wohl in Analogie zum Begriff , Vektorkoordinaten®.

Wir werden die z.B. T* ;1. eines Tensors T' als Tensorkomponenten (und nicht als Tensorkoor-
dinaten) bezeichnen. Demzufolge werden wir fiir Tensoren entweder die Komponentenschreibweise
(Komponentendarstellung) oder die Matrixschreibweise (Matrixdarstellung) verwenden. Ma-
trizen hingegen setzen sich zusammen aus Matrixelementen.
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— Tensor der Stufe 0, d=3 = D =d°=3"=1 Komponente.
Ein Tensor der Stufe 0 besitzt immer nur eine Komponente und ist folglich
ein Skalar bzw. eine Zahl.

— Tensor der Stufe 1, d=2 = D =d'=2!'= 2 Komponenten.
Ein Tensor der Stufe 1 reprasentiert einen Vektor oder einen Kovektor mit d
Komponenten.

— Tensor der Stufe 2, d=4 = D =d?=4?=4 x4 = 16 Komponenten.
Ein Tensor der Stufe 2 repriisentiert eine Matrix mit d?> Komponenten.

— Tensor der Stufe 3, d=4 = D =d>=4%=4x4x4=64 Komponenten.
Ein Tensor der Stufe 3 représentiert ein kubisches dreidimensionales Gitter
(Raumgitter) mit d*> Komponenten.

e In der kartesischen Vektoralgebra (,Vektorrechnung®) unterscheidet man zwischen
der Komponentendarstellung von Vektoren z. B. gemaéfs

U=w-€1+vy-€+v3- €3
und der Spaltenvektordarstellung z. B.

U1 T
T= vy | = (Ula U2, Us) )
U3

in der Vektoren als Spaltenvektoren bzw. einspaltige Matrizen aufgefasst werden. In-
sofern handelt sich bei der Spaltenvektordarstellung im Grunde um eine
Matrixdarstellung.

e In der Tensoralgebra bzw. im Tensorkalkiil verwendet man vor allem die
Komponentendarstellung (Komponentenschreibweise oder auch Indexschreib-
weise) von Tensoren wie z. B. eines (1, 1)-Tensors 7' im R? gemé&R

T?Tkl.

Die zugehorige Matrixdarstellung (Matrixschreibweise)

T — (Tkl): ™, T2, T?,

dient oft der Veranschaulichung. Das U unter dem Pfeil ist optional und steht fiir
das Koordinatensystem bzw. fiir die Basis, in der die Tensordarstellung erfolgt, falls
dies nicht aus dem Zusammenhang hervorgeht.

Allgemein gilt aber:

Wird eine Grofse bzw. ein Tensor in Klammern gesetzt, sind innerhalb der Klam-
mer alle sich aus den Indizes ergebenden Grofen bzw. Tensorkomponenten gemeint.
Beispielsweise beinhaltet die Matrixdarstellung (gij) des Metriktensors g;; alle Kom-
ponenten g;; .
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e Vektoren, definiert durch ihre kontravarianten Komponenten, werden als Spalten-
vektoren (einspaltige Matrizen) dargestellt. Kovariante Komponenten definieren ko-
variante Vektoren oder Kovektoren?, die man auch als Einsformen (1-Formen)
bezeichnet und als Zeilenvektoren (einzeilige Matrizen) schreibt. Dies ist bei der
Multiplikation von Tensoren in Matrixschreibweise zu beriicksichtigen. Wir zeigen
der Einfachheit halber fiir den 2-dimensionalen Raum (d = 2) die mit dem Vektor
bzw. (1,0)-Tensor a’ und dem Kovektor bzw. (0, 1)-Tensor b; in Matrixschreibweise
moglichen Produkte:

— Skalarprodukt: a'b; = b; at =\ B
(auch inneres Produkt @ - b* aus dem Vektor @ und dem Kovektor b*)

1

(b, b2) (ZQ) = bya' + bya? = a'b; + a%by = X . (5.1)

— dyadisches Produkt: a'b; =T"; (als Tensorkomponente = b; a’)
(auch Tensorprodukt @ ® b = (5* ® d)T aus Vektor @ und Kovektor I;*)

al a'b; a'by . bia' bia® ! T
b b - = Tl- = = 7—1.z .
(az) ( 1 2) (a2b1 a2b2> ( j) <b2a1 b2a2> ( J )

— Vektor-Matrix-Vorprodukt: b; L.

Lt Lt
(by . b2) ( K ;) = (B B biLYy o+ baL)

L7 L%

— (Lllbl L2 by, Db+ L22b2) = (v, 1) .

— Vektor-Matrix-Nachprodukt: L7, a’ = a’ L/, = v/

Ll Ll 1
<L21 L22) <ZZ> _ (L11a1+L12a2, L21a1+L22a2>
1 2
1
= (alLll +a’L'y, a'L? + a2L22> = (22) .

Tensoren der Stufe > 2 lassen sich nicht als Matrix darstellen.
e {gi} ist die kovariante Vektorbasis aus den kovarianten Basisvektoren gj.
{g*} ist die kontravariante Vektorbasis aus den kontravarianten Basisvektoren g*.

® g = g g, sind die Komponenten des kovarianten metrischen Tensors. Man sagt
auch salopp: gy ist der Metriktensor.

g" = g*.g' sind die Komponenten des kontravarianten metrischen Tensors. Man

sagt auch salopp: ¢g" ist der kontravariante Metriktensor.

4Kovektoren werden zur Unterscheidung von ,normalen” Vektoren in der Literatur gelegentlich mit
einem Stern indiziert, z. B. @ — a*. Aber auch physikalische Vektorkomponenten werden mit einem
Stern indiziert, um sie von holonomen Vektorkomponenten zu unterschieden (siehe unten), was dann
zu Verwechselungen fithren kann.
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e Basisvektoren, die aus den Koordinaten eines Koordinatensystems nach dem Ten-
sorkalkiil hergeleitet werden (sieche Abschnitt 5.2 und Abschnitt 5.3), bezeichnet
man als natiirliche oder auch als holonome Basisvektoren. Im Allgemeinen
sind holonome Vektorbasen unnormiert, werden also nicht aus Einheitsvektoren
gebildet.

Zu holonomen Vektorbasen gehéren holonome Vektorkomponenten.

Man kann Vektorbasen aber auch frei wiahlen — beispielsweise im einfachsten Fall
in einem kartesischen Koordinatensystem als Anpassung an spezielle physikalische
Sachverhalte.

e Nur im speziellen Fall orthogonaler Koordinatensysteme verhalten sich die
Langen der kovarianten Basisvektoren reziprok zu den Langen der entsprechenden
kontravarianten Basisvektoren. Dieser Sachverhalt wird im Folgenden noch deutlich
werden.

e Werden die Basisvektoren auf die Lénge 1 normiert, bilden sie eine
Einheits-Vektorbasis, auch physikalische Basis genannt.’

e Die wirklichen Léangen der Vektorkomponenten werden angegeben durch die
physikalischen Vektorkomponenten. Diese werden oft mit einem Stern indi-
ziert wie beispielsweise die physikalische kovariante Vektorkomponente
ap = a,-1 = a}';‘éﬂ = ag ’§k| = |ak§k|

mit der Lange ’ g "‘| = /g** des unnormierten kontravarianten Basisvektors g* und
der zugehorigen unnormierten kovarianten Vektorkomponente ay.

e Regel vom Austausch der Indizes

Mit dem gemischten Metriktensor bzw. dem Kronecker-delta g;-g* = 5jk gilt die

Regel vom Austausch der Indizes : %€ 5jk = vk

bzw. beziigliche eines Tensors der Stufe 2

AT§E = A* (5.2)

Dies fiir 3 Dimensionen ausgeschrieben ergibt

firk=1 :
AUG 4 AZ5)0 4 AB 5L = Al
A2LG L p A2, 4 ARG = A2 = 4t MR ghalte
M+A32 5,1+ AB 5L = A%

firk=2:
All 5124_%_’_1413 532 — A12
AP 62 AR5 AP = A2 Y o A2 M 9 Gpalte,
A31 512+w+A33 632 — A32

5 Auf Einheitsvektoren normierte Vektorbasen werden gelegentlich auch unitire Vektorbasen ge-
nannt.
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fir k=3 :
All 513+A12 523 _{_M — A13
AP+ AR5+ AB 6P = A G = A M3 Spalte
A31 513_'_1432 (523 +% _ A33

Dem Kronecker-delta entspricht in der Matrixdarstellung die Einheitsmatrix. Folg-
lich ist (5.2) in Matrixdarstellung

(Aij) - (A”) 1= (A“|Ai2\Ai3> - (Aik) mit k=1,2,3.

Herauf- und Herunterziehen von Indizes

Mit dem kovarianten Metriktensor kénnen kontravariante in kovariante Komponen-
ten umgewandelt werden, d. h. hochgestellte (kontravariante) Indizes heruntergezo-
gen werden:

Umgekehrt konnen mit dem kontravarianten Metriktensor kovariante in kontrava-
riante Komponenten umgewandelt werden, d.h. tiefgestellte (kovariante) Indizes
heraufgezogen werden:

gV, =V g Ay = A (5.4)

Mit dem entsprechenden Metriktensor kann also zwischen der ko- und der kontra-
varianten Darstellung gewechselt (umgerechnet) werden.

Jeder Index an einem Tensor braucht einen ,Aufzugsschacht zum Herauf- und
Herunterziehen: ‘ Iy

T — T[]
Deshalb miissen die Indizes in der Horizontalen gegeneinander versetzt stehen. Eine
Ausnahme von dieser Regel darf man aus Bequemlichkeit z. B. beim symmetrischen
und zu sich selbst inversen Kronecker-delta machen, denn es gilt (entsprechend der
Einheitsmatrix)
6.7 = 5ij = 5ji =45 =¢ =6 .

% % 7 J

Definition: Riemann’scher Raum (kurz Riemann-Raum)

Der Riemann’sche Raum ist eine Mannigfaltigkeit, auf der das Tensorfeld des
Metriktensors (gl-j) definiert ist und in der die Bogenldnge As zwischen einem An-
fangspunkt a und einem Endpunkt e gegeben ist durch

te
dg* dgt
As = [ 1)g; L .
° / 9 ar ar ¥
ta

Der Riemann’sche Raum ist also ein Raum mit Abstandsbegriff, wobei die Metrik
des Riemann’schen Raums, d. h. die Riemann’sche Metrik durch den Metriktensor
(gij) festgelegt wird und die Struktur des Raums definiert.




Abb. 5.1 Darstellungsmdglichkeiten eines Vektors @ im zweidimensionalen schiefwinklig-
geradlinigen Koordinatensystem U := {u', u?}. Als Referenz dient das kartesische Koordina-
tensystem X := {x!, 2?}.

a Durch Parallelprojektion auf die Koordinatenachsen u! und u? erhilt man die kontravarianten

Vektorkomponenten a' und a? in U. Die Projektion erfolgt parallel zu den Achsen u! und u?.

b Durch Orthogonalprojektion (auch Normalprojektion genannt) auf die Koordinatenachsen u!

und u? erhilt man die kovarianten Vektorkomponenten a; und as in U. Man beachte, dass die
Skalierung bzw. die graphische Linge der Einheiten der auf die Koordinatenachsen ' und u?
orthogonal projizierten kovarianten Vektorkomponenten die gleiche ist wie die der kontravarian-
ten Vektorkomponenten in Abbildung 5.1 a.

5.2 Darstellung von Vektoren in der kovarianten Basis

Ausgehend von der Beziehung ' = z7(u*) kann man fiir den infinitesimalen Abstands-
vektor d# das totale Differential

ik
07 = dot g = 20

du” - & (5.5)

U

N——
= Gp-duf = da. (5.7)

schreiben. Die 37””,1 du* sind dabei die Koordinatendifferentiale oder Vektorkomponen-
ten da’ des infinitesimalen Abstandsvektors d# in Richtung der kartesischen Basis-
Einheitsvektoren €;. Auflerdem sieht man an

O du* < duf=—da*, (5.8)

dzt = .
o ouk oz’

dass sich die Koordinatendifferentiale kontravariant transformieren.
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Die holonomen kovarianten Basisvektoren g, also
oxt . 0x? . 0x3
= + dul 2 + dul
oxt | 0x* . 0x3
g2 = 92 €1 902 €2 902 €3,
oxt . 0x* . 0x3
g3 = o0 €1+ ou € + BN €3,

sind die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien von U (aber dargestellt in
der Basis von X ), also in Richtung der Koordinatenlinien u* (lokal) am Ort des
infinitesimalen Abstandsvektors dz. Die Multiplikation der g, mit den zugehdrigen
Abstandsdifferentialen du* und die anschlieRende Vektoraddition geméf

G- du' + Gy - du? + G5 - dud = G, - du® = duF - g
= da'- ¢ =d¥
liefert schliefslich, wie man sieht, den infinitesimalen Abstandsvektor dz . Vorausset-

zung fiir die Berechnung von dZ in X ist aber die Kenntnis der Funktion z(u*) und
der du” in U (entsprechend U — X).

Setzen wir fiir den infinitesimalen Abstandsvektors d¥ einen beliebigen Vektor @, so
gilt am Ort von dZ im Vergleich mit (5.5) bis (5.8)

a = a’ - €
(x)
/—/ha _
- L
— . 5.9
“ ouk (g) ¢ (5.9)
N ; ox' - L ouf
a = — Q a = - a .
() OuF (u) w 0T (2)

Aus (5.9) folgt die Darstellung des Vektors @ durch seine kontravarianten Komponen-

ten a”:
(u) B oxt .
i= —¢€-a
ouF " (u)
a = gk . CLk .

Die (a)k sind die kontravarianten Komponenten des Vektors @ (s. Abb. 5.1a) mit der

zugehorigen kovarianten Basis {gi} von U .° Die kovarianten Basisvektoren

L ox
Ik = Gur &

zeigen die kovarianten Transformationseigenschaften und sind Tangentenvektoren
an die Koordinatenlinien u*, also kollinear zu den Koordinatenachsen. Deshalb

%Im Gegensatz zur kanonischen Basis {€;} sind Basisvektoren im Allgemeinen nicht normiert.

40



bezeichnet man den von der Basis {gx} aufgespannten Vektorraum auch als
Tangentialraum. Die Basisvektoren g, wurden hier wieder mit Hilfe der kartesi-
schen Basis {¢€;} dargestellt.

Das Skalarprodukt

o 0xt . 027 0xt 9xd _ . Ox' O ox' Ozt
. — ei. e, = ei.e.:__ Z.,:__E ,
Ik * G ouk oul 7 Ouk oul T 0wk out Y Ouk oul Ikl
ox' Ox'
av. - (6 — —— —— = 5.10
9k - g1 I Oul Gkl ( )

aus den kovarianten Basisvektoren liefert die Komponenten gy; des (kovarianten)
metrischen Tensors des Koordinatensystems U (beztiglich X). In Matrixschreib-
weise und vereinfacht auf zwei Dimensionen ist der (kovariante) metrische Tensor

ozl 922 3_451 a_xl
( ) _ (—,\ — )T . (—» — ) . W % . 8u1 auz
Ikl g1, G2 g1, 92 Szl 022 922 92
ou?  Ou? ul  ou?

Dot o | 052 00?  Oul wl | 0u? 02
oul Oul ' Oul dul oul ou? ' Oul Hu?

o) = . 5.11
(911 orl ort | 002 0x ol orl | 002 o (5.11)
ou? Oul ' oOu? oul ou? Ou? ' Ou? ou?
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5.3 Darstellung von Vektoren in der kontravarianten Basis

Wir werden jetzt eine andere Basis, die holonome kontravariante Basis {g*}, im Ko-
ordinatensystem U zur Darstellung des Vektors @ entwickeln. Dafiir betrachten wir
die Koordinaten u!(z!, 22, 23), v?(z!, 22, 2%) und w3(2!, 2%, 23) jeweils fiir sich als
skalares Feld. Fiir diese drei Felder (bzw. Koordinaten) erhalten wir die Gradienten

8u1 8u1 out | ou'
v 2 3y _ oo gt
Y (x T ) ox! 8x2 2+8$3 03316 g
0 0 0 ou?
Vu?(zh, 2?, 2%) = u€+u5+u5=u4€¢:§2a

ort ' ox2 P T 9g3 T ox
ou? ou’ ou?
Vi (zh, 22, %) = e+ €y + €3=——¢€=4(

ozl ox? ox3 oxt

Damit haben wir schon die holonomen kontravarianten Basisvektoren

fiir die kontravariante Basis {G*} gefunden. Wegen der Identitét & = &* schreiben wir
konsistent mit dem Tensorkalkiil
p_ Out

T o ¢

wodurch die fiir einen kontravarianten Basisvektor typische Transformationseigen-
schaft noch deutlicher wird. Die kontravarianten Basisvektoren G* stehen senkrecht
(normal) auf den Koordinatenflachen, gebildet von den Koordinatenlinien u', [ # k.
Anders gesagt, die kontravarianten Basisvektoren §* sind Normalenvektoren (kurz
Normalvektoren) auf den Koordinatenflichen mit k& = const (Niveauflachen).

Der Gradient eines skalaren Feldes steht stets senkrecht auf denjenigen Fléchen in
diesem Feld, die von gleichen Skalarwerten gebildet werden. Derartige Flédchen werden
auch Niveauflichen genannt. Aufserdem zeigt der Gradient immer in die Richtung der
grokten Anderung des Skalars (siche Abbildung 5.2). Die nebenstehende Abbildung
stehe beispielhaft fiir ein (u!, u?, u?)-Koordinatensystem mit ge-
kriimmten u!- aber geraden u%- und u3-Koordinatenlinien. Aufer-
dem durchstoRe die u!-Koordinatenlinie im Punkt P die von u?
und u? aufgespannte Ebene nicht orthogonal. Alle von u? und u?
v aufgespannten Ebenen seien komplanar. Die Koordinatenwerte u'
konnen wir als Skalarfeld u'(x!, 2%, 2%) betrachten. Halten wir jetzt u! an einem
bestimmten Wert P fest, variieren aber die beiden anderen, durch den Punkt P ver-
laufenden Koordinaten u? und u?, so erhalten wir eine (u?, u®)-Fliche (Niveaufliche)
mit konstantem u!'-Wert.

Diese Argumentation gilt analog auch fiir die skalaren Felder u?(z!, 22, z3) und
ud(x!, 2%, 2%). Dabei ist zu beriicksichtigen, dass gerade Koordinatenlinien Niveau-
ebenen und gekriimmte Koordinatenlinien gekriimmte Niveauflichen aufspannen.

Man kann sich iiberlegen, dass der Gradient einer Koordinate allgemein und ins-
besondere bei schiefwinkligen Koordinatensystemen nicht in die Richtung der zuge-
horigen Koordinatenlinie zeigt (siche nebenstehende Abbildung). Genauer gesagt, die

P g,
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Richtung des Gradienten einer Koordinate stimmt allgemein nicht {iberein mit der
Richtung der Tangenten an diejenigen Koordinatenlinien, die von dieser Koordinate
gebildet werden. In unserem Beispiel ist also der Gradient §' der Koordinate u' im
Punkt P nicht parallel zum Basisvektor g, bzw. zur Tangente an die Koordinaten-
linie u!' im Punkt P, sondern steht senkrecht auf der von u? und u® aufgespannten

Niveauebene durch P .

Abb. 5.2 Zweidimensionale Darstellung in Analogie zur
vorherigen Abbildung, denn die Darstellung von «? und
g3 wurde unterdriickt. Aulerdem wurde die Koordinaten-
linie u! aus Bequemlichkeit gerade gezeichnet. Der kon-
travariante Basisvektor g! = grad u! steht senkrecht auf
dem kovarianten Basisvektor g» (und auf dem kovarian-
ten Basisvektor g3) und zeigt in die Richtung der groRten
Anderung von u'. Die Richtung der groBten Anderung ist
die Richtung, in der die (gestrichelten) Niveaulinien (bzw.
die Niveauflachen) am dichtesten beieinander liegen.

Damit wird deutlich, dass der Gradient und kontravariante Basisvektor ¢! nur bei
orthogonalen Koordinatensystemen wie beispielsweise dem Kugelkoordinatensystem
nicht nur senkrecht steht auf den kovarianten Basisvektoren ¢ und gs, sondern auch
in die gleiche Richtung zeigt wie der kovariante Basisvektor ¢ . Das bedeutet

allgemein : g i g

in orthogonalen Koordinatensystemen : g:. T g".
Auferdem gilt

allgemein : \gﬂ # ‘g’k ,

fiir geradlinige orthogonale Koordinaten : ]gk\ = ’gﬂ )

So stimmen beispielsweise in dem teilweise krummlinigen aber orthogonalen Kugelko-
ordinatensystem nur die Langen der holonomen Basisvektoren beziiglich der (geraden)
radialen Koordinate r iiberein, namlich | gﬂ‘ = | g ’”‘ =1.

Mit seinen kovarianten Komponenten (a)k stellt sich dann der Vektor @ (s. Abb. 5.1b)

wie folgt dar:

=

a

a; =
()

(u)

(u)

a1-§1+(3)2-§2+33-§3

(u)

— a.-
(u)kg

apg -

our

>

ouk ox’

— a; .
() — OuF (z)
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Jetzt zeigen wir, dass sich die Komponenten des Gradienten b eines skalaren Feldes
& (ul, u? u®) wie kovariante Vektorkomponenten transformieren. Fiir denselben Punkt
Pu', v v?) = P(u",u*,u*) in den beiden verschiedenen Koordinatensystemen U
und U’ ist auch der Skalar @ gleich dem Skalar @' (s. Abschn. 3.1) geméf

)

sodass man fiir die Transformation der Vektorkomponenten b, = % des Gradienten
von U nach U’ folgendes erhilt:

/

O(ut,u?,u?) = ' (Wb u? 0P

0P (u | u?, u®) 0D (ut,u?, u?)
ouF' ouF’

our  0P(ut,u?, ud)
ouF' ouk
ou®

= —— - by . O
)k DuF (u)k

b
(!

Wie wir sehen, ist der Gradient, genauer gesagt, sind die Komponenten des Gradienten
eines skalaren Feldes kovariant.

Das Skalarprodukt

oo ouF odh o ok ot . OuF oud our ot
gr-g =—¢" - e = — - ¢t e) = — == =g,
ozt ox7 oxr' O0xJ ox' OxJ ox' Ox’
o ouF out
7§ =555 =9" (5.13)

aus den kontravarianten Basisvektoren liefert die Komponenten ¢* des inversen bzw.
kontravarianten metrischen Tensors des Koordinatensystems U (beztiglich X).
In Matrixschreibweise und vereinfacht auf zwei Dimensionen ist der

kontravariante metrische Tensor

dul  u! oul  Qu?
kY _ (=1 =T -1 oy [ 92T 022 ozt Ox!
(0%) = @ 7)) @ )= pe ] |on o
ozl 9z 922  Ox?

ouloul | oulouwl  oulow?  oulou?
Kl Ozl 9zl ' Ox? 9z Ozr! 9zt ' 8x2 Ox2
(¢") = . (5.14)
Qu2 9ul | Ou? Ju’  Qu? Qu? y Ou? du?
Ozl 9zl ' 9x? 0z Ozl 9zt ' 0z? Ox?
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5.3.1 Erste alternative Herleitung der kontravarianten Basis

Nach: YouTube — VT | -04 Ko- und kontravariante Vektorbasen — Prof. Dr. Paul Wagner, Universitét
Wien.

Die kovariante Basis {g;} sei vorgegeben. Weiterhin sollen die kontravarianten Basis-
vektoren g° senkrecht auf den von den kovarianten Basisvektoren g; aufgespannten
Ebenen stehen. Daraus ergeben sich die (kommutativen) Skalarprodukte wie bei-
spielsweise

-3, - = -3 o -3 o -3 - !

g Lgng = g-0=0 AN g+g2=0 AN g--gs=1.
In allgemeiner Form lautet also die implizite Bedingung fiir die kontravarianten
Basisvektoren g*

Gi-§’ = 0 = g/ = Einheitsmatrix 1 |. (5.15)

)

Die 0, = ¢, sind die gemischten Komponenten g,” = ¢’. eines Metriktensors. g,” = ¢,
wird oft auch gemischter Metriktensor genannt. Weil man den Metriktensor auch als
quadratische Matrix schreiben kann, gilt damit folgendes:

Das Matrizenprodukt der Matrix der Komponenten des kovarianten Metrikten-
sors mal der Matrix der Komponenten des kontravarianten Metriktensors ist
gleich der Einheitsmatrix und damit symmetrisch, weil die darin enthaltenen
Skalarprodukte der Basisvektoren kommutativ sind.

Zur Bestimmung der kontravarianten Basisvektoren machen wir ausgehend von den
vorgegebenen kovarianten Basisvektoren und mit der ,Koeffizientenmatrix“ A% den
folgenden Ansatz:

gl = Avg;. (5.16)

Ausformuliert ist (5.16)

gt = A'gi+ AP g, + AP gs,
g: = A'gi+ A%g, + AP gy,
gl = Agi+ A%g,+ A¥g,.

Jetzt multiplizieren wir (5.16) mit g* und erhalten mit (5.15) sowie mit der Regel
vom Austausch der Indizes

gi.g‘k — gik; — Aijgj'ﬁk — Aij 5jk — Azlc =
Damit bekommt (5.16) die Form

=1

g =97g |, (5.17)
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womit wir das Problem gelost hitten, vorausgesetzt wir konnen zeigen, dass ¢ die
Inverse zu g;; ist. Die Komponenten des kovarianten Metriktensors g;; sind namlich die
leicht zu berechnenden Skalarprodukte der vorgegebenen kovarianten Basisvektoren
gi. Weiterhin lésst sich g;; dann als quadratische Matrix M = (gz-j) schreiben. Und
zu jeder quadratischen Matrix M gibt es hochstens eine inverse Matrix M !, die auf
der Grundlage von M-M~! = 1 bestimmt werden kann.

Also zeigen wir, dass g% tatsichlich die Inverse zu g;; ist:

Analog zu (5.17) erhdlt man
Gk = gug' (5.18)
und damit sowie mit (5.15) schlieflich

7 =

5ik =g'"gr = gijgj'gklgl
= 079 GG = 9796 = ¢"gq; =

& = g9gi = ¢, =1 = ¢ inverszu g; bzw. (gij) = (gij)_l g

Ist eine Vektorbasis vorgegeben, kann man aus ihr die andere, dazu inverse Vektorbasis
berechnen.

Beispiel in der von €; und €; aufgespannten Ebene:

Vorgegeben sind die kovarianten Basisvektoren

— —

g = € = g1l =1,
g2 = €1+ € = o] = V2.

Darstellung der Komponenten des kovarianten Metriktensors als Matrix:

_911912_11_1-1 1
(gij) B (921 922) B (1 2) B ( 1 ﬁﬂ)

Invertieren der Matrix (gij) liefert

(9°) = (—21 _11> '

Wie man sieht, sind (gij) und (gij ) symmetrisch. Jetzt konnen wir die kontravarianten
Basisvektoren angeben:

=1

g Zgijﬁj =

— — — — —

= g"g1+9"%G = 261 —go = 26, — €, — € = € — &,

Q
|

921.61 + 922572 = —g1+gs = —€,+€ +€ = é.

Q
Il
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Abb. 5.3 Darstellung einer kovarianten Basis und der dazu gehdrenden kontravarianten Basis
in der von der kartesischen Basis {€1, €2} aufgespannten Ebene:

a kovariante Basisvektoren: gL = €1, go =€+ €,

b kontravariante Basisvektoren: ! = €| — €5, g2 = €>.

Man erkennt, dass G ! senkrecht auf g» und dass g2 senkrecht auf g; steht.

5.3.2 Zweite alternative Herleitung der kontravarianten Basis

Wir zeigen jetzt eine weitere alternative Herleitung” der kontravarianten Basis {§"*}
im R3 und gehen wieder aus von der Darstellung des infinitesimalen Abstandsvektors
dZ in der kovarianten Basis {gy} entsprechend (5.5) bis (5.7):

.ot ., oF ., 0

=g -dut + G - du® + g - du®
dz = g, - du .

Die kovarianten Basisvektoren sind also wieder

. or ox’

= —=—¢;.
Ik ouk  Ouk

—

Weil das Kreuzprodukt (Vektorprodukt) aus den beiden kovarianten Basisvektoren g
und g, einen Vektor liefert, der senkrecht auf der von g; und g, aufgespannten Ebene
steht, also allgemein nicht parallel zum dritten kovarianten Basisvektor g verlauft,
kénnen wir die kontravarianten Basisvektoren wie folgt definieren:

o Ga X G o g3 X g - g1 X Go
1:—, gQ:—, g3: , (5.19)

(% (% (Y

bzw.

gh = 32 9m (k # 1 # m bilden zyklische Vertauschungen) .

"Henry Margenau und George Moseley Murphy, Die Mathematik fiir Physik und Chemie, Band
I, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 2. Aufl., Leipzig, 1964, Abschnitt 5.16 Tensorbeziehungen in
krummlinigen Koordinaten, Seite 242 bis Seite 246.
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Hier ist v das Spatprodukt

— —

V=31 (G2 X g3) = 2'(§3X§1)=§3'(§1X§2)=[§1§2§3}-

Wie wir sehen, gilt wieder

G* - g oF (5.20)
denn I
Gx gl FLa. G g= g =1
Umgekehrt gilt aber auch
é_fl:gzzgg, ?]’2:¥, 53291292, (5.21)

mit
v=1[3"3*3", v-

- I

was man z. B. durch Einsetzen von (5.19) in (5.21) und unter Verwendung von

(@xb)x (E@xd)=blacd]—adbed)]
zeigen kann. Die holonomen Basen {g*} und {g} sind also im Sinne von (5.20) zuein-
ander invers. Das heifst aber nicht, dass die Normen (Léngen) der korrespondierenden

ko- und kontravarianten Basisvektoren zueinander reziprok sein miissen, denn dies ist
nur bei orthogonalen Koordinatensystemen der Fall.

Wenn wir beriicksichtigen, dass Vektoren immer auch in der Standardbasis, also be-
zliglich der kartesischen Einheitsvektoren e; dargestellt werden kénnen, lasst sich diese
alternative Herleitung der kontravarianten Basis auf n-dimensionale Rédume (n > 2)
verallgemeinern. Das n-dimensionale Vektor- bzw. Kreuzprodukt ist ndmlich

€1 G11 - G1(n-1)
@ Xy X e X g = det | T B (5.22)
gn anl An(n—1)
und das n-dimensionale ,,Spatprodukt® ist
aip @iz -0 Qi
@5 e X ) e —det | T (g
Upi Apy Ay

Man entnimmt (5.22) und (5.23) sofort den gewohnten dreidimensionalen Fall.
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5.4 Synopse: Holonome ko- und kontravariante Vektorbasen
und Vektorkomponenten

Synopse
zur Entwicklung der holonomen ko- und kontravarianten Basis
und der holonomen kontra- und kovarianten Vektorkomponenten

e holonome kovariante Basis {g)}

Die kovarianten Basisvektoren g sind Tangentenvektoren an die Koordinaten-
linien u* von U. Die Basis {g)} spannt folglich einen sog. Tangentialraum
auf.

Konstruktion durch Orthogonalprojektion der €; auf die Koordinatenachse
bzw. Koordinatenlinie u* geméif

L 02t 02, 02, 91"
gr = 8u’“el+8uke2+8uk63 n %ei'

¢ holonome kontravariante Vektorkomponenten du”

Konstruktion durch Parallelprojektion von @ = dz'é; + da?€, + dz3€; auf die
Koordinatenachse bzw. Koordinatenlinie u* gem&f
ou* ou* ou® ou®

ko ou 1 UL o OUT 3
du” = 5l dx +(91;2 dx +0x3 dx p

dzt .

¢ holonome kontravariante Basis {g*}

Die kontravarianten Basisvektoren §* entsprechen den Gradienten der Koordi-
natenfunktionen u*(z!, 22, 23) . Demzufolge stehen die g* senkrecht (normal) auf
den von den Koordinatenlinien u' (I # k) aufgespannten Koordinatenfliichen bzw.
senkrecht auf den kovarianten Basisvektoren g; (I # k) und zeigen in die Richtung
der stirksten Anderung von u”.

Konstruktion gemaéfs

k
5 = M e — V(@) .

ke Gukg +8uké +8uke
ort 1T 9x2 2T 93 P oxt

e holonome kovariante Vektorkomponenten duy

Konstruktion durch Orthogonalprojektion von @ = dz'€; + dx%e, +dz3e; auf
die Koordinatenachse bzw. Koordinatenlinie u* gemif
Ozt Ox? O3 oz’

_ 1 2 3 _
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5.5 Die Symmetrie des metrischen Tensors

Jeder Metriktensor ist symmetrisch, weil seine Komponenten Skalarproduk-
te der Basisvektoren sind und weil das Skalarprodukt kommutativ ist.

Wir zeigen dies am Beispiel des kovarianten Metriktensors:

g1
(gz'j) = Q:Q (571’52’!73)

gs
gi*gr gi°G2 G1-Gs gi°g1 gi°G2 G1-Gs

= |g2291 G2°G> GorGs| = | Gi°G2 GorG> G2+ G5 (5.24)
GG GyGo Gs Gi°Gs GoGs Gs°
g g12 913

= | 921 922 G23
g31 932 933

Dargestellt in kartesischen Koordinaten und reduziert auf den R? ergibt das
N (G (= =\ _ (a€+be, (a L q)
(gz]) - <§2) <gl |92) - (Cél + dég) aey + b€2 | cep; + d€2
a4+ b ac+bd a2 +b% ac+bd
 Nea+dv A+ad)  \ac+bd E+ad2)

Dabei erkennen wir:

Die Hauptdiagonalelemente jedes Metriktensors sind gleich dem Léngenquadrat
der Basisvektoren.

Weiterhin gilt ausgehend von (5.15) und mit (5.17) sowie mit (5.18)

-~

8 =G G =9"G;9uG" = 9" 90 G5 G = 9" gu 0, = 9715 .
——

gigi = 0", = 1 = gYinverszug;, |. (5.25)

Kovarianter und kontravarianter Metriktensor sind zueinander invers.
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5.6 Beziehungen zwischen ko- und kontravarianter Darstellung

Wir haben jetzt folgende Darstellungen des Vektors @ in X und U gefunden:

@l
@l
S

sowohl die ko- und kontravarianten Basisvektoren als auch gemif a’ = a; die ko- und
kontravarianten Vektorkomponenten identisch sind. Weiterhin kénnen wir mit Hilfe
der Gleichung

gk CLk = gl g (526)

die Beziehungen zwischen ko- und kontravarianten Basisvektoren und zwischen ko-
und kontravarianten Vektorkomponenten zeigen. Dabei verwenden wir das Skalarpro-
dukt aus je einem kovarianten und einem kontravarianten Basisvektor von U ,

ox’ oul ox' Oul ox' oul oul
G- gl = g . Z — > .2 — - _ 5l
Ge 9 = i G g O = Guk g G T gur 9ar 09 = ur %0 (5:27)
Gi- 7 =g =6}, (5.28)

was man durch Einsetzen leicht iiberpriifen kann. Jeweils als Matrix betrachtet und
entsprechend ihrer zueinander inversen Transformationsmatrizen (gﬁl) und (%)
sind ko- und kontravariante Basisvektoren folglich zueinander invers und liefern als

Falk’sches Produkt die Einheitsmatrix wie folgt:

NN _ (=1 =2 =3\ = . . o
(') = (6", 9%, 3°) - (G, 5, 5) = 1, (5.29)
Qul  du!  Jul Ox'  dal  dal
ozl 9z?2  Ox3 oul  ou?  Oul
1 00
ou?  Gu®  Gu | | 922 922 922 | _ _ l
G gm oo | |G Gm o dm | = (0L 0) = (a)
0 0 1
P out 9ud ox®  Qad  dad
oxl  9z?2  Ox3 oul  Ou? Oul

Qul 9z! | Oul 922 | Oul 923  Ou! Ox! oul 9z2 | Oul 9z  Oul 9zl | Oul 922 | Oul 928
Oz dul + 0x2 dul + 0.3 923 oul 9zl du? + 0.2 922 OuZ + 0.3 9z3 OuZ 9zl dud + 0.2 922 dud + 0.3 9z dud

_ ou? 9z' | Ou? 922 | Ou? 923  Ou? 9x' | Ou? 922 | Ou? 923  Ou? 92! | Ou® 922 | Ou® 023
- oz dul + 522 dz2 dul +WW oz ou? + o oz2 ou? + o5 oz 9uZ Ozl dud + o dz2 oud + o dz3 dud

Q
w

Q

8
w

ou? 6x1+8u3 8x2+ u

8381 8382 8383 6381 6382 8383

9zT 9u? " 922 9u? " 9z3 9uZ  dal 9ud | 022 Oud | 923 Hud

)
W
)
g
3
o
oo
(@)
S~—

Darin ergibt z. B.

(ﬁ3)T L ou® ozt N ou® Oz* N ou® ox®  oud 0
I 2= 50t 0w 92 02 ' 0a® 0w 02
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T L [(ouP,  Our,  Ou® oxt ., 0x®. 023,
(%) % = <8x1€1 + ax262—|— 750 ) | 9,26 + 522 + 52 3 (5.31)
ou? ozt ou? 0x*  Ou? 0x®  Ou?

= Or! ou? + 02 Ou? + o2 o2 oud L. (5-32)

Kiirzen in (5.32) lieferte nicht 1 sondern 3. Die hierbei verwendete Notation %‘;gﬁ

kénnte zum Kiirzen verleiten. ,Wildes Kiirzen“ von Differentialen ist aber sogar fiir
Physiker verboten.® Tatsichlich handelt es sich in diesem Fall ,gleichsam® um eine
totale Ableitung mit der folgenden Analogie:®

do (z! (u?), 2% (u?), 2*(u?)) 0P dz' | 09 dz® 0P da® AP

du? Ozt du? +8x2 du? +8x3 du? ~ du?’
d=u> =
du? (2 (u?), 22(u2), 2%(u 2 qpl 2 qp2 2 QP
u(m(u)x(u)x(u))zﬁu x+8u x+8u x7 (5.33)
du? Oxl du? 022 du?  Ox3 du?
du? 1 [ou? ou? ou?
= det+ —da? + —d2? ) =1.
du? du? ((%Ul ‘ +8x2 v +8x3 x)

Man kann hier also u? bzw. u* im Matrixelement g5 bzw. g¥ als (skalaren) Parameter
auffassen, auf dessen Funktion u* = (27 (u*)) die
oF _of os, 0f oy

verallgemeinerte Kettenregel [ = f(z(u,v), y(u,v)) : 5" 525 - 50
u r Ou Oy Ju

angewandt wird mit den Ersetzungen & <« f, 2’ <> 2,y und ¥ < u,v.

Weil ¢! = 8} in Matrixschreibweise die Einheitsmatrix liefert, ist g,' die Inverse zu
sich selbst, sodass

0)=(a) " =(a") = glam=g"=06l0"=06".

Unter Berticksichtigung von (5.10) (5.13) und (5.28) liefert das Skalarprodukt von
(5.26) mit g™ bzw. mit g, die Gleichungen fiir die Umwandlung von kovarianten in
kontravariante Vektorkomponenten und umgekehrt wie folgt (siehe auch Heraufziehen
(5.4) und Herunterziehen (5.3) von Indizes im Abschnitt 5.1):

-m = k m _k m
. a” = 6a’ = a
gk G By (w
— —-m = m ml
= a; = a = a = a;= a
O (u) A
. ap =0, G = an
Im 9 G @
= Gn- G4 = Gn-ad = apn = ok AF = Qo .
Jmiguey =9 (u) Jmk O = @

8 Aber manchmal ist es erlaubt. Wenn man z. B. mit Differentialen erweitert, darf man kiirzen.
9Die hochgestellten Zahlen sind hier keine Potenzen sondern Indizes.
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5.7 Funktional- bzw. Jacobi-Matrix

Bei den Veranschaulichungen in Matrixschreibweise werden wir uns in diesem Ab-
schnitt vereinfachend auf zweidimensionale Darstellungen und demzufolge auf
2 x 2-Matrizen beschranken.

Die Matrix
Azl Azl
o T o2
(g1, §o) = T J = Jlm (5.34)
Sl ou

heifst Funktionalmatrix oder auch Jacobi-Matrix. Thre Spalten sind die kovari-
anten Basisvektoren g, von U, geschrieben als Spaltenvektoren. Wie man an (5.29)
erkennt, ist die Matrix

oul  oul!
21 T ozl 0z2 a1 1\ Kk
(9", %) = =J = ()
ou?  ou?
ozl 0z2

die Inverse der Funktionalmatrix, sodass'®

ul  Oul Oz 9zl
oxl 022 oul  Ou? _ Nk
=J =1 baw. (J7'),J,, =6k
o ou? Ox? 9z
oxl  Ox2 oul  Ou?

Wenn die Funktionalmatrix und damit die kovariante Vektorbasis bekannt sind, lasst
sich die kontravariante Vektorbasis z. B. mit Hilfe des Gauf-Jordan-Verfahrens aus
der Funktionalmatrix berechnen.

Im Folgenden werden wir die Transformation der Basisvektoren und der Vektorkom-
ponenten vom kartesischen Koordinatensystem X nach einem beliebigen Koordina-
tensystem U in Matrixschreibweise veranschaulichen. Dabei ist wieder zu bedenken,

dass im kartesischen Koordinatensystem fiir die Basisvektoren €* = ¢&; und fiir die
Vektorkomponenten a' = a; gilt.
() (@)

Man stellt fest, dass sich kontravariante Vektorkomponenten wie kontravariante
Basisvektoren und kovariante Vektorkomponenten wie kovariante Basisvektoren
transformieren:

10Fjir zueinander inverse Matrizen gilt:
AT1A=1 = A 1TAAT'A=1-1=A"114 = AA'=1 = A 1A=A4A"1,
Allgemein gilt aber:
(AB)" = BTAT = AB # BA=(A"B")".

53



Transformation X — U:
. . k
Transformation der kontravarianten Vektorkomponenten: ‘37;1- (a; = (a;“
X u
oul  oul a' al a'
ozl Oz? (z) _ (x) (u)
=7 L =15 (5.35)
ou? u? a a a
dal 922 (2) (2) (u)
Transformation der kovarianten Basis: % €; = G
ozl dxl
— — aul 8”2 — — — —
€] €5 = (e1 é)-J=(q1 g2) bzw.
@l ) - @ -6
oul  Ou?
o 1 B) 2 — — —
1 2 =J -
8 6 — — —
Transformation der kovarianten Vektorkomponenten: g%; a; = ay
(@) (v
oz'  dal
oul  ou?
<a1 a2> “ “ = (al az).J:<a1 a2> bzw.
(@) (o) 522 022 () (z) (w) (v
oul  Ou?
8_131 8_$2 aq a1 a1
oul  Oul x) (x) (u)
= Jr. = (5.36)
! Ox? as as a2
ouZ  ou? (x) (2) (u)
8u1_" ) k

Transformation der kontravarianten Basis:

u!
ozl

ou?
ozt

Qu!
Ox2

ou?
Ox2

g
é’l é’l gl
=J 1. =
52 52 52

Abschliefsend zeigen wir den Zusammenhang zwischen der Funktionalmatrix und dem
metrischen Tensor. Wenn man aus den Basisvektoren g, als Spaltenvektoren eine
Matrix bildet, erhalten wir die Matrix (gkz) des metrischen Tensors gi; aus der Funk-
tionalmatrix J bzw. aus (5.34) wie folgt:

‘A
T = (5.5 ) (3 50 3) = (w) -

Die Diagonalelemente g, dieser Matrix liefern die metrischen Koeffizienten
VIR = |gk|, auch Mafistabsfaktoren genannt (vgl. Abschnitt 5.10). Wie man
sieht, geben die metrischen Koeffizienten die Lange der jeweiligen Basisvektoren an.
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5.8 Transformationsverhalten von Vektorkomponenten und
Basen

Nach: YouTube — VT I -05 Anwendungen des Metriktensors in 2D und 3D inkl. Beispiele — Prof. Dr.
Paul Wagner, Universitdt Wien.

Der Ubergang von einer kovarianten Vektorbasis { jj} in eine andere kovariante Vek-
torbasis {E} erfolgt aufgrund der linearen Beziehung

g = A’g; (5.37)

mit der Transformationsmatrix (A ij ) . Steht der Querstrich als Index unter dem A,
so bezieht sich die Transformationsmatrix auf kovariante Basen. Folglich bezieht sich
(Aij ) auf kontravariante Basen. Ausgeschrieben zur Veranschaulichung ergibt (5.37)

41151 +A12§2+A13§3 = Aljgja

Qy
I

AQI gl +A22§2 +A23§3 = AQj gj )

Ql
Il

2
53 = 431 §1 +A32 52 "’433 53 = A:sj gj :
Die Matrixelemente A ij sind die Komponenten eines Basisvektors EZ in Bezug auf alle

urspriinglichen Basisvektoren g .

Die Elemente der Transformationsmatrizen werden immer so geschrieben,
dass der erste Index links unten und der zweite Index rechts oben steht.

Fiir die Transformation der kontravarianten Basisvektoren erhélt man analog

—k

= Afg! (5.38)

Q

Den Zusammenhang zwischen den Transformationsmatrizen (A ij ) und (14_1 lk) zeigen
wir, indem wir (5.37) und (5.38) miteinander multiplizieren:

— :k N - . - o
g,-g =6"=A’g-Arg = AA G -g'

Aij[ljk = 40F = (AZJ) invers zu (A,*) |,

)

denn A Z-j A jk entspricht einer Matrixmultiplikation.
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Jetzt betrachten wir einen Vektor v in seinen verschiedenen Darstellungen:

— ) —i
S _ o _ -3
g, = v;9° = v;g .

o= T'A] . (5.39)

Um die gesuchte Transformationsgleichung zu erhalten, multiplizieren wir (5.39) mit
AR
j

——
ok = Ary = G = Alkg
- 7 - g - J g

Analog dazu erhélt man fiir die Transformation der kovarianten Vektorkomponenten

~

— ] = . j—»
v, = Ap v gr = Ay g

Vektorkomponenten besitzen die gleiche Transformationsmatrix wie Basisvektoren,
d.h.:

Kontravariante Vektorkomponenten transformieren sich wie kontravariante
Basisvektoren und
kovariante Vektorkomponenten transformieren sich wie kovariante Basisvektoren.

Wie transformiert sich das Skalarprodukt
{ v'girw'g; = Gi-gjv'w! = gijvtw? }

= vjw 7
vig'-w'g; = g'-giviw = 4;"v;iw’

v-w =
Wir bilden das Skalarprodukt aus den transformierten Vektoren ¢ und @ mit
T, =Av; und wF=AFu

L SN S b SN S S S SN B AN S S
=, w" = A Aw =v; AJAT W =00 w =vjw =v-w =

§1I
g

vew = v-w. U
Das Skalarprodukt (innere Produkt) bzw. ein Skalar ist invariant bei einem Basis-

wechsel oder im Fall einer Koordinatentransformation.

Anmerkung:
Bei einem Vektor spricht man nicht von ,invariant®, weil sich seine Komponenten bei
einem Basiswechsel d&ndern, auch wenn der Vektor dabei derselbe bleibt.
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5.9 Die Invarianz des Skalarprodukts unter
Koordinatentransformationen

Die Invarianz des Skalarprodukts unter Koordinatentransformationen ist eine Forde-
rung, die erfiillt werden muss. Diese Invarianz wird erméglicht durch die kreuzweise
Paarung von kovarianten und kontravarianten Basen und Vektorkomponenten. In den
Vorbemerkungen hatten wir mit (5.1) bereits das Skalarprodukt aus einem

(kovarianten) Kovektor —b* := (bi bs) (einzeilige Matrix bzw. Einsform)
und einem

1
(kontravarianten) Vektor a := (ZQ) (einspaltige Matrix)

eingefiihrt. Weiterhin beziehen wir uns im Folgenden auf den Abschnitt 5.7 und be-
schréinken uns vereinfachend wieder auf die zweidimensionale Darstellung. Zur Veran-
schaulichung der Invarianz des Skalarprodukts b* - @ = @ - b* bzw.

1 \T

(b, b2) (Z?) = bya' + bya® = a'by + a2by = (Z?) (by, bo)"

benutzen wir den Ubergang von einem 2-dimensionalen Koordinatensystem X zu
einem anderen 2-dimensionalen Koordinatensystem U. Der kovariante Kovektor b*
transformiert sich gemafs

Ozt Qx'
<b1 b2) - <b1 b2) R (b1 b2>J
(w)  (u) () (2) 922 92 () (2)
ol Ju?
und der kontravariante Vektor a geméfs
al 8u1 8u1 al al
(| [ 02T 8a? (@ | _ J-1 (z)
a’ B ou?  ou? a? B a’
(u) ozl 9z? (x) (z)

Die Bildung des Skalarprodukts unter Verwendung dieser beiden Transformationsglei-
chungen beweist schlielich die Invarianz des Skalarprodukts unter Koordinaten-
transformationen:

at al al

by bo). [ ™ _<b b) @ _<b b). (@)
((u)l (u>2> 2] T\t @) 2] T @ @) 2] P

Im Tensorkalkil ist dies

S = b i (17’ al = bidlal = byal.
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5.10 Einfiihrung normierter (physikalischer) Basisvektoren

Siehe hierzu den Abschnitt 5.5 und insbesondere die Gleichung (5.24).

Achtung!
Indizes, die nicht als Summationsindizes im Sinne der Einstein’schen Summenkonven-
tion gelten sollen, werden in Klammern gesetzt. Sie laufen ggf. nur mit.

Fiir die Normierung der Basisvektoren benotigen wir ihre Lénge (ihren Betrag, ihre
Norm)

Gkl = A/ - Gy = VIGk) >
G" = Vi® -g®h = /g

Hierbei sind /gr) und /g**) die metrischen Koeffizienten, auch Mafstabs-

faktoren genannt, und gu - gix) bzw. g (k) . 7®) sind die Skalarprodukte aus den
Spaltenvektoren gy, bzw. g* mit sich selbst:

L ox' . Or'
9k - 9k) = mei : mei y 9

In der Literatur wird oft hy, statt |G| bzw. h* statt |g*| geschrieben. Aus den kovari-
anten Basisvektoren ‘

L O« or

9k = uk €i = DUk
in U erhalten wir die kovarianten normierten Basisvektoren (bzw. kovarianten Einheits-
Basisvektoren oder kovarianten physikalischen Basisvektoren) ¢, durch die Nor-
mierung

S !

“ v/ 9(kk)

Gk € Gk = \/kk) Eu

sodass
——
&
und

f:l)k = VY(kk) a” .

( (u)

Die @”* sind die zu den normierten kovarianten Basisvektoren gehérenden kontrava-
(u)

rianten Vektorkomponenten. Wir wollen sie als physikalische kontravariante Vektor-
komponenten bezeichnen. Die physikalischen kovarianten Komponenten von a ergeben
sich dazu analog:

Suk ~k =k _ kk) gu”
= g e g=vgter,
7R
a= (a)k gk - (a)k g(kk)‘émk )
~
ay
(u)
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ar =\ g*) ay .

a
(w) (u)

Diese Normierungen liefern unter Beachtung von

gig' =g’ =0 (527
das Skalarprodukt
G- = |Gwl e 1301 = |gw||7"] aw - = 4 (5.40)
—_——
>0
k=1 = 0< é&uw- e L 1
- u(k) = S S 1,
. |G| 19®)]

k4l = ép-é¥ =0 = éxpler. O

Dabei haben wir beriicksichtigt, dass die Basisvektoren g, und §* nur in orthogona-
len Koordinatensystemen die gleiche Richtung haben, im Allgemeinen jedoch nicht.
Folglich haben auch die zugehorigen normierten Basisvektoren €,x und € ut allgemein
nicht die gleiche Richtung.

Die wirklichen Komponenten eines Vektors sind die aus dessen Parallelprojektion
auf die Koordinaten resultierenden
kontravarianten physikalischen Vektorkomponenten.
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5.11 Das Verhalten von Basisvektoren und
Vektorkomponenten in orthogonalen
Koordinatensystemen

Nur in orthogonalen Koordinatensystemen verlaufen ¢€,» und € “* mit der glei-
chen Orientierung parallel zueinander (vgl. Abschn. 5.3), sodass in diesem und nur in
diesem Fall

— )
(3 :1

Eyuth) - € = |gw||g®] =1

gilt. Daraus schliefen wir, dass nur in orthogonalen Koordinatensystemen die Be-
trage bzw. Langen der einander entsprechenden ko- und kontravarianten holonomen
Basisvektoren reziprok zueinander sind gemafs

g 13" & |5 =

Speziell fiir orthogonale Koordinatensysteme (z. B. das Kugelkoordinatensystem) gilt
also:

I L L o
o O T
1 1
Gr = ’ﬁ(k)|2§k = gmd" & §'=—=0 = —
|9(k)\ 9(kk)

Daraus folgt fiir die holonomen Komponenten von @ in orthogonalen Koordinatensys-
temen

i= |G| en = as L
(w) @ |G|
= a|gu| = ~_q,
(w) |Gy | @)
koo 1 — |7 |2k
I S Goo | @ e g = lawl g
ak :Lak <~ Q= G(kk ak
@ gk W @' 7

Die g(xx) sind die Hauptdiagonalelemente der Matrix (gkl) des kovarianten metrischen
Tensors und geben mit , /g die Linge der holonomen kovarianten Basisvektoren g,
an.
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5.12 Herauf- und Herunterziehen von Indizes

Das miihelose Herauf- und Herunterziehen von Indizes geht auf die Invarianz der
Lénge des (infinitesimalen) Abstandsvektors zuriick und damit im Zusammenhang
auf den gliicklichen Umstand, dass ko- und zugehorige kontravariante Metriktensoren
symmetrisch und zueinander invers sind.

Bei der Veranschaulichung des Herauf- und Herunterziehens von Indizes gehen wir
aus von der Darstellung eines Vektors (Tensors erster Stufe) v in der kovarianten
holonomen Basis { gﬂ} und in der kontravarianten holonomen Basis { g 1} :

=1

v =g = vg". (5.41)
Weiterhin verwenden wir die Basisvektor-Skalarprodukte
grGi=95. 949 =97, §-§'=9/=9,

wobei wir beriicksichtigen, dass das Skalarprodukt kommutativ ist und folglich der
Metriktensor symmetrisch ist :

9i5 = Gji gij = gji ) gij = gji = 5f .

e Herauf- und Herunterziehen eines Index am Beispiel eines Vektors @ = a'g; = a; g*:

- | _ I i i
a'girg; = @Gy = 049 -g; = 4 g; = az‘5j = 4
=
=y 7 N -~ 3 R R R 2 v A
a;g'-g’ = a;g? = dagi-g' = dg’ = ad = o
7 7
agl_]_a’]7 aigj:a]

Diese Vorgehensweise lésst sich auf Tensoren hoherer Stufe iibertragen, was wir am
einfachen Beispiel eines Tensors 7% mit der Komponentenmatrix (Tij ) zeigen wollen.
Betrachten wir ndmlich das Tensorprodukt (dyadische Produkt) 7" aus zwei Vektoren
a=a'g und b= b g, so ist jedes Element der Matrix

—

T =adob=2dgebg =dVgeg, = TV§g,

eine Linearkombination aus einer Metriktensorkomponente g;g; = ¢;; und dem zuge-
horigen Koeffizienten bzw. der zugehorigen Tensorkomponente a’d’ = T% . Auf diese
Weise lassen sich kovariante, kontravariante und gemischte Tensoren hoherer Stufe
konstruieren. Damit und unter Beriicksichtigung von (5.41) ergeben sich die folgen-
den Entwicklungsmoglichkeiten fiir 7°:

T =T9gg, =T,64 =T°§'g, = T;3'g" . (5.42)
(5.42) wird jetzt von rechts mit g* skalar multipliziert:

7,—»—;] J =2i=

T-G* = T%gg,-g" = T'.G.g7-§* = T,/ §'g;-g" = T,;g'd°-g".  (5.43)
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Aus (5.43) erhélt man der Reihe nach und schlieflich durch Vergleich

T9g; 6" = T, gig* = T, §' 6% = T;'¢* =

-~ -~

Analog und nach dem gleichen Prinzip lassen sich die Indizes eines Tensors beliebig
herauf- oder herunterziehen. Beispielsweise werden dann die Indizes von 7, wie folgt
heraufgezogen:

gimgjnTmn — gzm ij — gjn Tln _ Tij )

Wenn wir in einer Tensorgleichung den einen Index eines Summationsindexpaares
herauf- und den anderen herunterziehen, bleibt die Gleichung erfiillt.

So gilt fiir das Skalarprodukt A aus den Vektoren (Tensoren erster Stufe) @ und b:

A=a-b = Giﬁi'bjgj = aibjﬁi'gj = aibjgij = aibi:ajbj
= a;g"bjg? = abjg'-g’ = abjg? = ab = b,
= d'g;-b; g7 = d'b;Gi-g’ = a'b;6] = a'b; = alb,
= @g"-Vg = abg-g, = aibjé;ﬁ = ab = ;b

Diese Vorgehensweise ergibt bei Anwendung beispielsweise auf ein Produkt aus einem
Tensor erster Stufe und einem Tensor vierter Stufe

li 1 %
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5.13 Zusammenfassung

e _Man spricht von einem kontravarianten Vektor ..., wenn die Komponenten kon-
travariant und die Basisvektoren kovariant sind. Analog spricht man von einem
kovarianten Vektor, wenn die Komponenten kovariant und die Basisvektoren
kontravariant sind. ... Diese kreuzweise Paarung (kontra-ko bzw. ko-kontra)
sorgt dafiir,“!! dass das Skalarprodukt (die Linge) des Vektors @ ,unter Koordi-
natentransformation invariant ist, da die Transformationen von Komponenten
und Basisvektoren invers zueinander sind und sich gegenseitig aufheben.“!

e Fiir den infinitesimalen Abstandsvektor dZ gelten also die beiden Darstellungen
dx = duk ﬁk = duk gk . (544)

Durch skalare Multiplikation mit den Basisvektoren erhalten wir die Transfor-
mationsbeziehungen zwischen den beiden Darstellungen der infinitesimalen Ab-
standsvektoren und damit auch der Vektorkomponenten wie folgt:

d7 - g = du” G- G = du, §*- 51 =
—— -
=Gkl =oF
duy; = du g = q = a* gkl = ik a* .
e Das infinitesimale Abstandsquadrat ist damit

ds* = d7-d¥

= du* g, - du! G = dug §F - dwy G

= G- g dufdul = gF- G duy duy

—— —
=gkl :gkl

ds* = g - du® du! = gkl - duy, duy

ds? = (d7)° = du* duy, = duy, du*

e Analog zum infinitesimalen Abstandsvektor lassen sich Vektoren geméf

~ 1= 2 3 - ~1 ) -3
a=a g1+ a"ga+ a’gs= a1g + a2g”+ asg
@@ W W (u (u
in kontravariante Komponenten in der kovarianten Basis oder in kovariante
Komponenten in der kontravarianten Basis zerlegen. Die Vektoren selbst &ndern

UZitiert aus: http://de.wikipedia.org/wiki/Krummlinige Koordinaten, Seite 3 und Seite 4.
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sich dabei aber nicht. Demzufolge &ndern sich auch ihr Léngen- bzw. Betrags-
quadrate nicht. Das Betragsquadrat und damit die Lange eines Vektors sind
also unabhéngig von der Darstellungsform. Speziell in kartesischen Koordina-
tensystemen ist das Betragsquadrat eines Vektors @, also das Skalarprodukt des
Vektors @ mit sich selbst

a-d= (aléi + a2€2 + CL3€3) . (aléi + a2€2 + CL3€3) =aia) +azas +asas .

Analog dazu schreiben wir allgemein, d. h. fiir das Betragsquadrat eines Vektors
a in einem beliebigen Koordinatensystem U

a-a = a + a + a | a + a + a
( (u) 5N o g2 - g:;) ((u)l g (u)zg (u)39 )

al ai+ a? ao + a® as ,
(u) (u) (u) (u) (u) (u)

Diese Vorgehensweise ist deshalb so bequem, weil wir hier (analog zum kartesi-
schen Koordinatensystem mit €; - €; = ¢;;) die Gleichung (5.28) g - g' = §; fiir
beliebige Koordinatensysteme verwenden konnen. In verallgemeinerter Form ist
folglich das Betragsquadrat des Vektors d, d.h. das Skalarprodukt von @ mit
sich selbst, unter Beriicksichtigung des metrischen Tensors (5.10) bzw. (5.13)
definiert durch

a-d =g ap-gay=¢"q¢g a,ar=9¢g"a; a,= da" a
) (w) ()" W @ () W)

— -] - =] k l k k
= a*-qd'a; =q.-d" a; a” =98, a; a¥ = ap a” . 5.45
b T T W TR @ T @ W (5.45)

e Kurz zusammengefasst und in Analogie zu (5.44) gelten allgemein auch fiir Vek-
toren die beiden Darstellungen
i = d i = ar "
mit
a” :gklal y Ok ngzal .
Das Skalarprodukt aus @ und dem kontravarianten Basisvektor g* liefert die
kontravariante Vektorkomponte a* von @ gemif'?

C—L»_gk:alg‘l'g»k:al.ak k'

12Bei der orthogonalen Projektion des Vektors @ auf die Gerade, auf der ein Basisvektor liegt, bilden
diese Gerade und die Projektionslinie in Projektionsrichtung auf die Gerade einen rechten Winkel.
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Das Skalarprodukt aus @ und dem kovarianten Basisvektor gj liefert in analoger
Weise die kovariante Vektorkomponte a; von @ geméaf

G- Gr=a g -Ge=a 0. =ay.
Damit erhalten wir fiir einen Vektor @ die alternative Notation

i=(@-5*) 5= (@-3.) 3"
S—— S——

ak ag

Achtung!

Indizes, die nicht als Summationsindizes im Sinne der Einstein’schen Summen-
konvention gelten sollen, werden in Klammern gesetzt oder mit einem Stern
indiziert (gesternt). Sie laufen ggf. nur mit.

Fiihren wir statt der holonomen Basisvektoren gj, bzw. §* die zugehorigen physi-
kalischen Basisvektoren (Einheits-Basisvektoren) &, bzw. & ein, so miissen die
Vektorkomponenten zur Darstellung von @ entsprechend angepasst werden. Wir
indizieren die dann resultierenden physikalischen Vektorkomponten mit einer
Tilde. Mit . ~ -

o Ik Jk Gk

k= = =

“ dwl VT dw IR

gilt fiir @ in der kovarianten Einheitsbasis {€,x }

k =

d=d"g,=ad"ex=a =
9(kk)
~k

k a ~k k

a = a = \/9(kk) a4
v/ 9(kk) (k)
Und mit

I ¥ g*

_ g _
g® /G G g (RF)

gilt fiir @ in der kovarianten Einheitsbasis {€,x }

- >k ~ ok ~ ﬁk
a=a,g" =ape" = ay =
/g ®h)
a
ap = A & ap =g q
()

Nur in orthogonalen Koordinatensystemen besteht zwischen der Norm der ho-
lonomen kovarianten Basisvektoren g und der Norm der holonomen kontrava-
rianten Basisvektoren §* die reziproke Bezichung

. 1
=
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e Der metrische Tensor ist symmetrisch. Im speziellen Fall, dass alle Koordi-
natenlinien stets senkrecht aufeinander stehen (orthogonale und orthogonal-
krummlinige Koordinatensysteme wie z.B. das Kugelkoordinatensystem) lie-
fert der metrische Tensor eine Diagonalmatrix. Anders gesagt, wenn alle Cross-
Terme, z.B. ¢g13 oder ¢32, gleich Null sind, stehen die zugehorigen Koordina-
tenlinien senkrecht aufeinander. In der Konsequenz daraus ergibt der metrische
Tensor des kartesischen Koordinatensystems (orthogonal-geradliniges Koordina-
tensystem) die Einheitsmatrix.

e Synopse: Transformation ko- und kontravarianter Groéfsen

ngqu = @j

Heraufziehen

(¢9)

kovariante Grofen | kontravariante Groflen

(9i5)

Herunterziehen

Heraufziehen
\ (glj)

kovariante Grofen | kontravariante Grofen
(9:5)

Herunterziehen

Y

1

g =07

7

Q

(A ij ) ist die Transformationsmatrix beziiglich der kovarianten Grofen.
(A7) ist die Transformationsmatrix beziiglich der kontravarianten Grofen.

Es gilt

(gij) invers zu (ﬁ” ,

(gij) invers zu (gij),
)

(Aij) invers zu ([12-]).



e Die Indexstellung bei Transposition von Tensoren der Stufe 2

Die Komponenten von Tensoren der Stufe 2 lassen sich als Matrix schreiben.

Entspricht beispielsweise der (1,1)-Tensor A’ ; der Matrix A und der (1,1)-
Tensor B, der Matrix B, so gilt fiir das Falck’sche Produkt der Matrizen A
und B und in Analogie dazu fiir das innere Produkt der entsprechenden Ten-
sorkomponenten

A-B=C — A,B, =C,.

Der Index j ist hier der (stumme) Summationsindex. Jetzt transponieren wir
diese Gleichungen:

(A-B)Y = BT AT =T —
BY) = (B)) (4))
= BJ A =G

Beziiglich der Indexposition bei Transposition von (1, 1)-Tensoren kénnen wir
somit folgendes feststellen:

Aij Transposition Aji .
Allgemein gilt demzufolge: Bei der Transposition eines Tensors der Stufe 2 wech-
seln dessen Indizes ihre horizontale Reihenfolge.

Weil Tensoren in Komponentendarstellung bzw. Indexschreibweise weder Zeilen
noch Spalten besitzen, kann man sie im Grunde genommen nicht transponieren.
Im Zusammenhang damit steht auch die Tatsache, dass man die Reihenfolge der
Faktoren beim inneren Tensorprodukt in Komponentendarstellung vertauschen
darf — im Gegensatz zur Falck’schen Matrixmultiplikation, die nicht kommutativ
ist:

Bl A, = A, B, = (', aber B-A# A-B=C.

Vertauscht man bei Tensoren der Stufe 2 in Komponentendarstellung die beiden
Indizes in der Horizontalen, geschieht das in Analogie zum Wechsel zwischen
Zeilen- und Spaltenindex in der Matrixdarstellung. Auf diese Weise kann man
zeigen, ob ein Tensor symmetrisch oder antisymmetrisch ist:

T;; = T;; = symmetrisch ,

—T;; = Tj; = antisymmetrisch .
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5.14 Der metrische Tensor (Metriktensor)

Wir werden jetzt ,zu Fufs“ und vereinfacht auf drei Dimensionen den metrischen Tensor
gi1 herleiten. Es gelte:

axl aa’,’l aajl

1 _ 1 2 3
dot = S du’ + 5 du’ + 5 du?,
o0x? x> O
2 1 2 3
do® = S du’ + 5 du’ + 5 du?,

3 3 3
da? :%dul—k%d?ﬂ%——gz du? |
u U u

sodass

Ozt 9 ox 1 oxrl 5 Ozt ) or ) Ol ,
5z W o dul + 2 du® oo du? + = du? oo du
ozt 4 Oz Lozt g 0xt  ,  Ox L 0xt |,
Ox* | Ox* | Ox® o 0x® o, 02 02
gut 1 G 0 G A G 0 G 5
2 2 2 9 9 9
8;1;2 3 8:(;2 1 8x2 5 8332 ) axg 5 81’2 ;
O’ dx® Ox® ox? o3 o0z
—d 17 d 1 = d 1 | 2 - d 1 Y d 3
oul u oul oul U 902 ol U B
0’ O’ ox® o3 03 O3
—d 227 d 1 —d 277 d 2 —— d 2 7 d 3
ou? “ ou! Ou? u ou2 Ou2 u Oud u
3 3 3 3 3
+%du3 %d 1+%d ’ %dzﬂ—i— 2333 du? %dzﬁ
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Die Zusammenfassung der Terme liefert

(ds)? = (5.46)

Oxt Oxt N 0x? 0x? N ox3 0x3
oul oul  ou! Oul  Ou! oul

g11
Ox' Oz 02?92 02® Ox? Lo
<8u1 ou? * out Ou? * out 8u2> dudu

. J
v~

912
Ox' Ozt 0x? 02*  Ox® O2? L3
(3u1 ou3 * ou! ou3 + out 8u3) dudu

[\ J/
-~

913

) du'dut

oz' Ox! N oz Ox* N oz Ox® Bldul
oo’ | ool | ow2out ) T

N J/
-

921
oz' ozt Ox? 0x*  Ox® 0a3 5 5
<8u2 ou? * ou? Ou? * ou? 8u2> dudu

. s
g

g22
ox! Ox! N 0x? 0z N ox3 0x3
ou? oud  Ou?oud  Ou? oud

g23

) du?du?

[ J/

Oz Ox! N Ox? Ox* N Ox® O Qi du
b out | oudoul | awdour) T

N J/
-

931
oz' 0zt Ox? 0x*  Ox® Oa® 3. 9
<8u3 ou? * ou? Ou? * ou? 8u2> dudu

. s
g

932
ozt ox' 022 0x%> 0x3 0x® 3. 3
(8u3 0 " o o T o (‘3u3) dudu”,

[ J/
-~

933

(d3)2 = gy duldut 4 g1p dulde® + g5 dutded
+ gor duldut + goo duldu® + gos du?du? (5.47)
+ g31 duPdut + g3o dudu® + gg3 duPdu® |
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Mit du* du! = du! du* kénnen wir jetzt (5.47) als Matrizengleichung schreiben:

T

) g1 912 913 du! dut
(ds) = g1 G2 Gos | - | du? - | du?
g31 932 933 du? du?

gndut + gipdu® + gy du? Tt

= | gndu' + goadu® + gozdu® | - | du?

gz dut + gz du? + ggzdu’ du?

-~

3
> gudu fir k=1,2,3

=1

= g1 dutdut + J12 du?dut + J13 duldut
+ gor du'du® 4 goo dudu® + gog duldu?
+ 931 duldu3 + g32 dquu3 + 033 dugdu?’

3 3
= Z (Z Gkl dul> du®
k=1 \i=1

(ds)2 = g du”dul . (5.48)

In (5.48) sind die Indizes k und [ stumm, weil sie bei der Summation verschwinden.
ds ist also indexfrei, ein Skalar, weil iiber alle Indizes summiert wird. Der metrische
Tensor g ist in Matrixschreibweise

g11 G122 913
(le) = | 921 g22 9g23
g31 G932 933

Man erhilt den metrischen Tensor g = (gkl) = gr; ganz einfach aus der Jakobimatrix
gemafs
— T —
JU-J=g baw. (G) -5 =gu -

Im Abschnitt 5.6 hatten wir dargestellt, dass das Falk’sche Produkt aus kovarian-
tem und kontravariantem metrischen Tensor in Marixschreibweise die Einheitsmatrix
liefert und demzufolge sowohl symmetrisch als auch seine eigene Inverse ist:

Bei symmetrischen Tensoren braucht man die iibereinander stehenden Indizes nicht
horizontal versetzt zu schreiben. Aus (5.46) konnen wir entnehmen, dass der metrische
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dada __ Odada . :
Tensor g wegen Zr5% = 1o symmetrisch ist, sodass

kl)T _ Kk

gkl = (gkl)T =gk bzw. gkl = (9 g

Beispielsweise ist

L. 4_8x18x1+8x28$2+8$38z3_ B

Analog gilt fiir den kontravarianten metrischen Tensor z. B.

o ol o1 ap OUPOU OuPoul  Ou? oul ol 1o
99 =9 9 =351 T332 9893 9 T9
Ox'0x'  0x?20x?  Oxa3Ox

Weiterhin ist der kontravariante metrische Tensor " die Inverse zum (kovarianten)
metrischen Tensor gy, sodass

gkl = (gkl)_l

m

(5.49)
g g™ = g" = o

Oft benétigt werden der ko- und der kontravariante Metriktensor des ebenen (ortho-
gonalen) Polarkoordinatensystems:

(933) = (; 7~O2> - )= (3 E) |

der ko- und kontravariante Metriktensor des (orthogonalen) Kugelkoordinatensys-
tems:

10 0 10 0
(9i5) = [0 0 . () =103 0
0 0 r’sin®¥ 0 0 ==y

sowie der ko- und kontravariante Metriktensor der Kugeloberfliache als 2-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit des R3 mit r = R = const:

R? 0 g . 0
) — iy — | R”? ‘
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5.15 Beispiel

<
<
T

AP=y /

O

B R e s

0B=x’

-

0A=x

Abb. 5.4 Transformation eines rechtwinkligen in ein schiefwinkliges Koordinatensystem.

ocC BD
— ——
r=0A=0C+CA = 0OC+ BD z(2,y) = 2’ cosa + y cosf
y = PA=PD+ DA = PD + BC y(2,y) = &' sing + y' sinf

BC PD
(Abbildung und Legende nach Wilhelm Bauer und Erich v. Hanxleiden, Lehrbuch der Mathematik
fiir Realanstalten, Oberstufe der Geometrie, Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH, 1913, Seite
261, Abbildung 51.)

Als einfaches Beispiel wihlen wir ein schiefwinklig-geradliniges Koordinatensystem in
der Ebene, d. h. in zwei Dimensionen (s. Abb. 5.4). Auf der Grundlage von Abb. 5.5 re-
sultieren die Koordinaten-Transformationsgleichungen und -Riicktranformationsglei-
chungen in unserer Notation durch Losen des inhomogenen Gleichungssystems aus
zwei Gleichungen mit zwei Variablen mittels Aquivalenzumformung und entsprechen-
den Einsetzens wie folgt:

(o) ) ( ()
1 1 , L sin -2t —cos 3 - a2
T = cosa-u +cosf-u — cos o sin 3 — cos 3 sin«
, —sina-z!+cosa-z?
2 . 1 . 2 u = ; N
x®=sina-u +sinf-u” cosa sin § — cos (3 sin «

Absichtlich nicht symmetrisch zur z- und y-Achse seien die Winkel

a=30° = cos30°=1v3, sin30°=0,50,
B =064° = cos64° ~ 0,44, sin64°~ 0,90 .

Symmetrisch gewéhlte Winkel wiren z. B. a = 30° und g = 60°.
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5.15.1 Berechnung der holonomen Basisvektoren

q ox' +ax2 , o 4 , cos &
1 — = €61 —— €2 = COS(X - €1 SN - €9 = .
g Jut ou! sina )’
. 8x1_,+(9m24 5.8 +sinf-é cos 3
= — € —— €y =COSpP-e SN P - ey = .
92 ouz " ou2’ ! 2 sinf3) ’
1 1
-1 au 5 +8U e—» . sin 8 é» + —cos 3 é»
- 8x1 1 6%2 2 7 Cosasin B—cos B sina 1 cos « sin f—cos B sin 2
sin 8
cos « sin f—sin « cos 8
o —cos B ’
cos « sin f—sin « cos 8
2 2
-2 du . 4 du ey = —sina b= + Ccos & e
9 = 8x1 1 8[E2 2 7 Cosasin B—cos B sina 1 cos « sin f—cos B sin 2

—sina
cos « sin f—sin « cos 8

cos o
cos « sin B—sin a cos 8

1.3 1,61
- 2 - -1 ) -1
= = =1, ~ = ~1,79 ,
g1 ( ) |91 9 ( 0, 78) '

. 0,44 Gl =1 o —0,89 |ﬁ2| 1.79
e~ = =1, ~ = ~ 1, .
g2 0,90 92 g 1,55 )

Wie wir sehen, verhalten sich die Léngen der entsprechenden holonomen ko- und
kontravarianten Basisvektoren, also |g1|, |§!| und |ga|, |§?|, nicht reziprok zueinan-
der. Dies ist nur bei orthogonalen Koordinatensystemen der Fall. Der Vollstédndigkeit
halber zeigen wir noch die Beziehung

Ge-G' =3

zwischen ko- und kontravarianten Basisvektoren fiir unser Beispiel:

L L (3VE) (18
g9 =5 =10,50 —0,78)

L 0,89
g9 _0”(050 1,55

S (04 1,61
929 =5 = \0,90) "\ ~0,78
(0,44 089
~ 10,90 55
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5.15.2 Berechnung der Jacobi-Matrix

Jacobi-Matrix:

Ozt
(= =\ oul
J = (gl ) g?) - 922
oul
Inverse Jacobi-Matrix:
- dul
1 __ (=1 =2 _ ozt
J'=(3".9°) = ol
0x?
oul

dz!
W) B (Cosa cos B) _
amQ - . . ~
= mn mn
= sina sin 3
a2\ T
e
ou?
Oz2
Qu” sin 3
ox2 | 1
g_u; " cosa sin B—sin a cos 8 —sina
z

~
~

1,61
—0,89

Man sieht sofort, dass J~1J = 1 gilt.
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0,50 0,90

—cos 3
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—0,78
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5.15.3 Berechnung des metrischen Tensors

Der metrische Tensor in Matrixschreibweise ist

( (ﬁl i G -§'2> < sin® a + cos? cos a cos 3 + sin o sin B)
Gkl) = =

cos v cos 3 + sin « sin sin? 8 + cos? 3
1 0,83
0,83 1
Der inverse metrische Tensor in Matrixschreibweise ist

() = gt-gt gtg*
g 52 21 22 22

g9 g9

G2 g1 G2 G2

Q

(gkl)

( sin? 3 + cos? 3 —cosa cos f — sin « sin ﬂ)
_ 1

" (cosa sin S—sin « cos 8)? . . .
—cosa cos 3 —sina sin 3 sin? o + cos?

3,20 —2,65
( gkl) ~ '
—2,656 3,20
Unter Verwendung der Additionstheoreme, mit sin®y + cos? y = 1 sowie mit

2 2
sin?(a — ) = {sin [— (8- oz)}} = { —sin(f — Oz)} = sin?(8 — )
lasst sich leicht zeigen, dass
() (9) =

1
(cosa sin § — sin a cos 3)2

+(sin” a + cos? @) (sin’ B + cos? ) —(sin? a + cos® a)(cos a cos  + sin a sin )
—(cosa cos 3+ sina sin 8)? +(sin® a + cos? ) (cos av cos B + sin a sin 3)
+(sin? a + cos? @) (cos a cos B + sin « sin ) —(cos a cos B + sin a sin 3)?
—(sin? a + cos® a)(cos a cos 8 + sin a sin f) +(sin® o + cos? ) (sin? B + cos? B)
=1.0

Unabhéangig vom Koordinatensystem sind sowohl der kovariante metrische Tensor
g als auch der dazu inverse kontravariante metrische Tensor ¢g" symmetrisch.
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5.15.4 Darstellung eines Ortsvektors in der kovarianten Basis

Ohne Einschréankung der Allgemeinheit wollen wir aus Griinden der Bequemlichkeit
statt eines ungebundenen Vektors den kartesischen (gebundenen) Ortsvektor 7= (§)
mit der Lénge 5 benutzen (s. Abb. 5.5). Wir diirfen dann ndmlich auf das A verzichten
und schreiben fiir die Vektorkomponenten z. B.

' statt Azt = o und  WF statt AuF = (a)k )
xT u

0 X1:4

Abb. 5.5 Zerlegung des Ortsvektors 7 durch Parallelprojektion auf die Achsen des schiefwinklig-
geradlinigen Koordinatensystems U in seine holonomen kontravarianten Vektorkomponenten u!
und u? bzw. Darstellung von 7 in der zugehdrigen holonomen kovarianten Vektorbasis {71, G2},
also durch die Vektorkomponentensumme

ul- gt o 4,08 () + 1,07 (0g0) ~ (3) =7
Die Lange der Vektorkomponenten in der kovarianten Basis ist
ul - |g1| ~ 4,081 =4,08,

u? - |Go| ~ 1,07 -1=1,07.

Zur Darstellung des Ortsvektors

— — — — — 4 —
F=zle|+a%é,=4¢€ +3¢é, = (3) = |F]|=5

transformieren wir die gegebenen kartesischen Vektorkomponenten (a; = 2 gemif
(5.8) und (5.35) von X nach U in die entsprechenden kontravarianten Vektorkompo-

k
Jul  Jul!
W W xl = Jil . 4 = U1 ~ 47 08 .
21_5 % xQ 3 u2 ]., 07

nenten af = u*:
(w)

»
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5.15.5 Darstellung eines Ortsvektors in der kontravarianten Basis

Abb. 5.6 Achtung! Aus Platzgriinden wurde fiir diese Abbildung ein anderer Mallstab gewahlt
als fiir die Abbildung 5.5, sodass der Ortsvektor 7 hier im Vergleich nur halb so lang dargestellt
Ist.
Zerlegung des Ortsvektors 7 durch orthogonale Projektion auf die Achsen des schiefwinklig-
geradlinigen Koordinatensystems U in seine holonomen kovarianten Vektorkomponenten wu; und
ug bzw. Darstellung von 7 in der zugehérigen holonomen kontravarianten Vektorbasis {5, 52},
also durch die Vektorkomponentensumme
ur - G ug - G2 A 4,96 (Lolos) +4,45- (T5s) ~ (5) =7

Die Lange der Vektorkomponenten in der kontravarianten Basis ist

up - |gY ~4,96-1,79 ~ 8,88,

ug - g% ~4,45-1,79 ~ 7,96.

Zum besseren Vergleich mit der Vektordarstellung in der kovarianten Basis benutzen
wir wieder den kartesischen Ortsvektor 7= (%) und transformieren jetzt die gegebe-

nen kartesischen Vektorkomponenten (a)l- = z; geméf (5.12) und (5.36) von X nach U
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in die entsprechenden kovarianten Vektorkomponenten (a)k = uy:

ol DaT\ /oy :JT‘4:u1%4,96.
LT 3 Uy 4,45

Wir tiberpriifen unser Ergebnis mit (5.45), denn das Skalarprodukt aus den ko- und
kontravarianten Komponenten des Vektors 7 ist gleich dem Normquadrat bzw. Léan-
genquadrat von 7 und muss demzufolge 25 ergeben:

172 = g ulu® = upu® = uput + ugu® =~ 4,96 - 4,08 44,45 - 1,07 ~ 25 . O

Quellen
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6 Levi-Civita-Symbol, Pseudotensoren, vektorielles
Produkt

6.1 Definition des epsilon-Tensors

Definition des kovarianten e-Tensors 3. Stufe im 3-dimensionalen Raum:

gijk = /g -€(i,j, k) fir ¢g>0
+

V9 ist die positive Wurzel aus g := det (g,-j) .
+
e(i,j, k) ist das Levi-Civita-Symbol, das wie folgt definiert ist:

+1, falls (4, j, k) gerade Permutationen von (1,2,3) |
e(i,7,k) = < —1, falls (4, j, k) ungerade Permutationen von (1,2, 3) , (6.1)

0, sonst bzw. falls mindestens zwei Indizes gleich sind .

Der e-Tensor ist vollstdndig antisymmetrisch, d.h er ist in allen seinen drei Indizes
antisymmetrisch:

€123 = —€132, €231 = —€213, £E312 = —E&321 -

Definition des kontravarianten e-Tensors 3. Stufe im 3-dimensionalen Raum:

. 1
gk = . e(i,g k) fir g>0 |,

VI

denn die Inverse von (gij) ist (gij ) und die Determinante einer inversen Matrix ist
gleich dem Kehrwert der Determinante der zugehorigen urspriinglichen Matrix, sodass
mit
. 1
det (g;5) =g = det(g”) = p
und mit (6.6) folgendes gilt:

glmn _ glzgm]g Eijk = glzgmjg \/g . 5(2"]’ ) \/_ glz m] (Z j) kl
siehe (6 6)

1 1
= JVg-—<c(l,mn) = —-e(l,m,n) fir ¢>0. 0O
V- gelbmn) = — el

+
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6.2 Darstellung von Determinanten mit dem
Levi-Civita-Symbol

Mit dem Levi-Civita-Symbol lassen sich die Determinanten von quadratischen
Matrizen darstellen. Besteht eine Matrix V' aus den (kontravarianten) Spaltenvek-
toren u, U, w, dann erhalten wir ihre Determinante beispielsweise durch Entwicklung
nach der 1. Spalte wie folgt:

ul ol w! + utv?wd — utvdw? +
det V' = det <ﬁ|17‘u7> = det | u? v?* w?| = { + 23w —ulwd +
B 03wl T udolw? — ududu! |
detV = u'v?w?® — u'vdw? + v?dw' — v*o'w® + vPv'w? — PP’
det <ﬁ|17"u7> = u' vl whe(i, g k), (6.2)

was man durch sukzessives Einsetzen von {1,2,3} fiir die Indizes i, 7 und k£ und an-
schlieRendes Aufsummieren der Glieder u’ v/ w* unter Beachtung von (6.1) verifizieren
kann. Es verbleiben wegen (6.1) nur 3! = 6 Summanden, 3 mit positivem und 3 mit
negativem Vorzeichen. Vollig analog dazu ist die Entwicklung der Determinante der
Matrix A = (A’”S) nach der 1. Spalte, wobei wir hier die Matrixelemente nicht nur
mit den Zeilen- sondern auch mit den Spaltenindizes versehen:

All A12 A13
det (A™) = det | AL A2 A%
A31 A32 Add

(4 AL (A22 A33 _ 432 A23)

_ _ A21 X <A12 A33 _ A32 A13)

L+ A3 . (A12 A23 _ A22 AlS)

(- AL A22 433 _ A1l 432 423

— + A21 A32 A13 _ A21 A12 A33 + =
L + A31 A12 A23 _ A31 A22 AIS

det (Ars) — A11A22A33—A11A32A23+A21A32A13—A21A12A33+A31A12A23—A31A22A13 )
Mit dem Levi-Civita-Symbol vereinfacht sich der Ausdruck zu
det (ATS) = AT AT AR (i, 5. k) . (6.3)

WEeil sich die Determinante durch Spiegelung der zugehdrigen Matrix an der Haupt-
diagonalen (durch Stiirzen oder durch Transponieren) geméf

det A = det (A™) = det AT = det (4*") (6.4)
nicht dndert, gilt ebenfalls

det (A™) = A" A% A% £(i, 4, k) . (6.5)
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Die Verallgemeinerung auf Determinanten von n x n-Matrizen lautet

e(1,2,...,n) =1,
det AP = e(jy, .0, 4n) AV A e eyl my ) = —e(iy gy my L)
(i, gy kyo k) = 0.

Wihrend in (6.2) die Buchstaben u, v, w den Spaltenindizes 1, 2, 3 entsprechen, wur-
den die Matrixelemente in (6.3) und (6.5) sowohl mit dem Zeilen- als auch mit dem
Spaltenindex versehen.

Was passiert jetzt mit der Determinante, wenn wir in (6.3) z. B. die Spaltenindi-
zes 1,2,3 permutieren oder wenn ein Spalten- oder ein Zeilenindex mehrfach auf-
tritt? Betrachten wir zunéchst den Fall, dass der Spaltenindex 2 und damit die
2. Spalte doppelt auftritt: [=2, m=2, n=3 :

A12 A12 A13
det [ A2 A% A% | =
A32 A32 A33

— A12A22A33 _ A12A32A23 + A22A32A13 _ A22A12A33 + A32A12A23 _ A32A22A13 =0
= (i, j, k) A% A2 AP = 0 entsprechend £(2,2,3) =0.

Jetzt vertauschen wir den Spaltenindex 1 mit dem Spaltenindex 2, also die erste mit
der zweiten Spalte,
dh [=2 m=1,n=3":

A12 All A13
det | A2 A2 A% | =
A32 A31 A33

:A12A21A33 o A12A31A23 + A22A31A13 - A22A11A33 + A32A11A23 - A32A21A13 =—det (Ars)
= (i, j, k) A% AP AR = — det (A™) entsprechend €(2,1,3) = —1.

Wir sehen, dass nach den Regeln der Determinantenrechnung eine Determinante ver-
schwindet, wenn zwei Reihen (2 Zeilen- oder 2 Spaltenindizes) iibereinstimmen, und
dass sich das Vorzeichen einer Determinante umkehrt, wenn zwei parallele Reihen mit-
einander (2 Zeilenindizes miteinander oder 2 Spaltenindizes miteinander) vertauscht
werden. Genau dieser Sachverhalt wird aber durch das Levi-Civita-Symbol zum Aus-
druck gebracht, sodass wir mit

=1, m=2,n=3 = (+1) - det (A™) ,

=1, m=3,n=2 = (—1) - det (A™) ,

=2, m=3n=1 = (+1) - det (A™) ,

=2, m=1,n=3 = (—1) - det (A™) ,

=3, m=1n=2 = (+1) - det (A™) ,

=3, m=2n=1 = (=1)-det(A™),
sonst = 0
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schlieRlich fiir die Matrix A = (A"s)

(i, j, k) ATAT AR = 2(i, 5, k) ARA™A™ = (1, m,n)det A (6.6)

erhalten.

Abschliefsend zeigen wir noch, was
(4,7, k) ATAT™ A o (1, m, n)

ergibt, und beginnen zunédchst mit dem 2-dimensionalen Fall, also mit einer
(2 x 2)-Matrix (A™):

8(27]) AilAjmz‘E(l,m) = €<i7j)(Ai1Aj2 _AiQAjl)
= £(i, ) AT A2 — (i, j) A2AT

~~

— (A11A22 . A21A12) . (A12A21 o AQQAII)
— 9 (A11A22 _ A21A12)
e(d, j) ATAT™ e(l,m) = 2-det (A™) .
Im 3-dimensionalen Fall, also fiir eine (3 x 3)-Matrix (A”S) gilt analog dazu
(i, 7, k) At AT AR e(l,m,n) =¢(i, j, k) ( + AT ATZARS 1 AR AT AR 1 AT AT AR2
o AilAjSAkQ o AiQAlek?: _ AiSAjQAIﬂ) —
= +e(i,],k) ATTATZAR (i, 5, k) AR APBARY 4 £(i, j, k) AB AT AR2
— (i, j, k) AT AP AR — (i, 5, k) APATYARS — (4,5, k) AB AT AR

Dabei liefern die drei Summanden mit positivem Vorzeichen + det (ATS) und die drei
Summanden mit negativem Vorzeichen liefern — det (A’"S) wie beispielsweise

e(i,j, k) APAP AR =

+ A12A23A31 4 A22A33A11 4 A32A13A21 _ A12A33A21 _ A22A13A31 o A32A23A11 _
+ A11A22A33 + A21A32A13 + A31A12A23 o A11A32A23 o A21A12A33 o A31A22A13 —
+ det (ATS)

und

e(i,j, k) AT AP AR =

4 A11A23A32 4 A21A33A12 4 A31A13A22 _ A11A33A22 _ A21A13A32 o A31A23A12 —
_ A11A22A33 o A21A32A13 o A31A12A23 + A11A32A23 + A21A12A33 + A31A22A13 —
— det (A™) .
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Daraus resultiert

e(i, g, k) ATATm AR (1 m,n) = 3- [+ det (Ars)} -3 [— det (A’”S)} ,

(i, j, k) ATAT AR o(1,m,n) = 6-det (ATS)

Durch Anwendung der Bezichung (6.8) kommen wir zum gleichen Ergebnis:

e(i,j, k) ATAI™ AR e(1,m,n) = e(i, ], k) e(l,m,n) AT AT™ Akn

= (64 Gjm 0| ATAT AR =
5kl (Skm 5kn

- (+6i15jm5kn—5il6km6jn+5ﬂakm6m—5]-;%%+5kl5im5jn—5m6jmam) A AT AR

ety j, k) AMAIT AR e(Lm,n) = + 0ubjmOun ATATT AN — 53605 ATATT AR +
+ 010kmOin ATATT AR — 65161 O ATATT AR 4
+ im0 ATATT AR — 518 G ATATT AR

Nach Auflésung der Klammer erhalten wir also zundchst 3 Summanden mit positivem
und 3 Summanden mit negativem Vorzeichen, d.h. insgesamt 6 Summanden. Jeder
dieser 6 Summanden liefert dann erneut jeweils nur 3! = 6 Summanden, weil im
Fall doppelt auftretender Indizes die Determinante verschwindet. Wir zeigen dies am
Beispiel des zweiten Summanden:

il Agm pkn
— 0i0km Oy A" AT AT =
ijk=1,23 ij,k=1,32 ij,k=2,3,1 ij,k=2,1,3 ij,k=3,1,2 ij,k=321
A1l 153 32 11 152 23 T422 /::,1 13 7422 ‘]3 37 7433 412 2T 7433 151 12
—ATATAY — ATATAT — ATAT AT — ATACAT — AT ACAT — APATAC
TV ' NV TV Vv NV
I,mmn=1,3,2 I,mmn=1,23 I,mmn=2,1,3 I,mmn=23,1 I,mmn=3,2,1 l,mmn=3,1,2

Insgesamt resultieren also 6 - 6 = 36 Summanden, 18 mit positivem und 18 mit ne-
gativem Vorzeichen. Wenn wir diese 36 Summanden mit etwas Geduld entsprechend
sortieren, erkennen wir wie erwartet

e(i,j, k) ATA" A e(l,m,n) = 6-det (A™) . O
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6.3 Zum e-Tensor in der Orthonormalbasis

Die in diesem Abschnitt fiir die Orthonormalbasis erzielten Ergebnisse gelten vollig
analog auch fiir beliebige Basen, wenn man die kovarianten Indizes tiefstellt und die

1
kontravarianten Indizes hochstellt und die Faktoren /g bzw. 7 beriicksichtigt.
+ g

A
Im Fall einer Orthonormalbasis ist ,kovariant gleich kontravariant”, sodass fiir den
Metriktensor folgendes gilt:

(9) = (05) = (97) = (8V) =1 = det(gy) =det (¢7) =1 = g=1.

In der dreidimensionalen Orthonormalbasis wie z.B. der Standardbasis ist also der
e-Tensor gleich dem Levi-Civita-Symbol:

Sijk = 5(i7j7 k) :

Auferdem brauchen wir in der Orthonormalbasis zwischen ko- und kontravarianten
Indizes nicht zu unterscheiden und setzen deshalb aus Bequemlichkeit alle Indizes
unten. Fiir das Levi-Civita-Symbol erhalten wir dann

Eijk = +1 bei Z]k’ =123 R
Eijk = —1 bei Z]k‘ =132 y
eijp = +1 bei ijk =231,
eije = —1 bei ijk =213,
gk = —1 bei 15k =321 .

(6.7)

Die daraus folgende édquivalente Darstellung von e;; mit Kronecker-Symbolen und
Determinanten ist

Eijk = 0i10j20k3 — 0310730k + 0i20;30k1 — 0320;10k3 + 030102 — 0:30;20k1

= 071 (6j20k3 — 0j30k2) + 0i2(0;30k1 — 0;10k3) + 033 (0j10k2 — 0j20k1)
5]‘ 6]‘3 5j3 5j1 5]'1 5j

0;
T 02 51:3 (Skl 5l<:1 5k:2

+ 51'3

01 Oz 0 0i1 0j1 Or1 01; 015 Ok
Eijk = |0j1 Oj2 053] = |0z Ojo2 Oka| = |02 025 Ogg| = -+
Ok Ok Ok diz 03 O3 03, 035 O3p

Von besonderer Bedeutung ist das Tensorprodukt

0t Oim  Oin
€ijk Elmn = 5j 5j 5j . (68)
5kl 5km 6kn

84



Beweis:

€ijk Elmn =
0i1 02 Ois| [0 O1m O1n 0i1 Oiz Oig O Otm O1n

— 161 b2 | 6w Gam Gan| = |60 G G| | 6w Gem Gan || =
Okt Or2 Ok3| |03t O3m  O3p Ok1 Or2 Ok 031 O3m Osp

01011 + 042091 + ;303 0i101m + 0i202m + 0i303m  0i101n + 0i202, + 0i303,
= (0101 + 0200 + 05303 0101 + 0j202m + 0;303m 01015 + 05202, + 05303, | =
Ok1011 + Ok2091 + Ok303;  Ok101m + Ok202m + Ok303m  Ok101n + k202, + Ok3dsy,

51'7" 57"! 61'7" 67“m 51'7’ 57% (51 5zm (51
= 16000 0jrOrm 05 Opm| = |04 Ojm 0| . O
5kr 67"l 514:7‘ 5rm 5kr 67% 5kl 5km 5kn

Dabei wurden zunéchst die beiden Levi-Civita-Symbole ¢;;; und €4, geschickt durch
zwei Determinanten ersetzt. Auf deren Produkt wurde dann das Multiplikationstheo-
rem angewandt. Die neun Elemente der resultierenden Determinante sind dreiglied-
rige Summanden. Diese konnten mit Hilfe der Summenkonvention vereinfacht darge-
stellt werden. Die Summation (Uberschiebung) der Elemente iiber den Index r fiihrte
schliefslich zum Ergebnis.

Uberschiebung zweier Levi-Civita-Symbole in einem Index,

d. h., wir setzen £ = n =t und summieren iiber ¢:

0it  Oim O Oit  Oim Ot
€ijt Elmt = 5j 5j 5j = 5jl 5jm 5jt
6kl 5km 6kn (k=n=t) 6tl 5tm §tt
5im 61 52’1 51'15 5il 5'Lm
= + 0y — Otm + 0ut
im 5jt 5jz 5jt 5yl 5Jm
5zm 5@1 5zl 5zm 6zl 5zm
-+ - +3
Sim O 5t Gim St Gim
= - — +3
5j 5]‘ 5Jl 6jm 6]l 5Jm
5@ 5zm
= (—1-1+3) | ,
djt Ojm
O i\ s s (6.9)
Eijt Elmt = = 041 Ojm — Oym 03l . .
J 5] (5] J J
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Dabei wurden zunéchst in (6.8) die Indizes & und n durch den Summationsindex
t ersetzt. Die resultierende Determinante wurde dann nach der 3. Zeile entwickelt.
Daraufthin wurde iiber ¢ = 1,2, 3 summiert, wobei d;; = 3 die Spur ist. Abschliefend
mussten nur noch die Spalten in der ersten (2 x 2)-Determinante vertauscht werden.

Uberschiebung zweier Levi-Civita-Symbole in zwei Indizes,

d.h., wir setzen j = m = s, k =n =t und gehen aus von (6.9) :

Eist Elst = 6il 553 - 5is 55[ = 5@'[ -3 = 52’1 = (3 - 1) 51'1 )

EistElst = 2521 . (610)

Wenn ¢ # [ ist, dann wird mindestens eines der beiden Levi-Civita-Symbole im Pro-
dukt gleich Null und somit das Produkt ¢, 5, ebenfalls gleich Null, weil immer iiber
gleiche Summationsindizes 1, 2, 3 summiert wird und deshalb in mindestens einem der
beiden Levi-Civita-Symbole ein Index doppelt auftritt. Andererseits gilt:

1=10l=1: 81235123—|—€1325132 = 11+(—1)(—1) = 21,
1=1=2: €931 €231 + €213 €213 = 11-’-(-1)(-1) = 2]_,
1=1=3: €312E€312 + €301 6301 = 1-14+(=1)-(=1) = 2-1.

Uberschiebung zweier Levi-Civita-Symbole in allen drei Indizes,

d.h., wir setzen it =l =r, j=m =s, k=n =1 und gehen aus von (6.10):

Erst Epst = 257“7’ =2:3=606

Diese Summe lésst sich leicht aufschreiben, weil nur die 3! = 6 Permutationen der
Indizes 1,2, 3 einen Wert ¢, # 0 ergeben:

Erst Erst = €123€123 T €132€132 + €231€231 + €213€213 1+ €312€312 + €321€321

=1-14+4(-1)-(-1)4+1-14(-1)-(-)+1-1+(-1)-(-1) = 6.
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6.4 Was ist ein Pseudotensor?

e Transformationsverhalten von /g :
+
Aus der Transformationsgleichung
9ij = Azk Ajl Gkl

erhalten wir mit dem Multiplikationstheorem det A - det B = det(AB) beziiglich des
Matrizenprodukts AB sowie mit (Aik) = (A jl)

det(gy;) = det(A,}) - det(A)) - det(gu) = [det(Aik)]Q-det(gkl) . (6.11)
Hf_/ | S——

det (A Zk) ist die sog. Transformationsdeterminante. Wir ziehen die positive Wur-
zel aus (6.11) und berticksichtigen dabei die Beziehung |a| = sgn(a) - a:

Vi = [a(ad)] vg =

ﬁ = sgn[det(éik)} -det(éik) +\/§ mit sgn[det(éik)} =+l

e Transformation der Komponente €193 :

Dabei beriicksichtigen wir, dass die Komponente €153 des epsilon-Tensors dem Levi-
Civita-Symbol £(1,2,3) = 1 entspricht und dass sich das Levi-Civita-Symbol unter
Transformation nicht dndert :

€123 = ﬁ 1
= sgn[det(Aik)] -det(Aik) VI
+

Mit der Determinanten-Definition (in der ausgehend von (6.5) fiir gemischte Tensoren
bzw. auch fiir nicht-orthonormale Vektorbasen verallgemeinerten Form)

det(Aik) = All AJ"AS - e(l,myn)
resultiert daraus
Fla3 = sgn[det(ﬁik)] CALAAS - 2(1,myn) - V9

= sgn[det(éik)] -AllAQmAS”- Vg -e(l,m,n)

T3 = sgn[det(4,)] - AL ASCAS e =

e Transformation der Komponente ¢;,,, , d. h.
Transformation des epsilon-Tensors (in allgemeiner Form) :

e = sgnf[det(4,)] - A AA - cpn
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Wir stellen fest:
eiji zeigt bis auf das Vorzeichen der Transformationsdeterminante das Transforma-
tionsverhalten eines kovarianten Tensors 3. Stufe. Eine derartige Grofse nennt man
Pseudotensor.

Im Gegensatz zu Tensoren transformieren sich Pseudotensoren mit dem zuséatzlichen
Vorzeichen der Transformationsdeterminante. Pseudotensoren 1. Stufe (Pseudovek-
toren oder Axialvektoren) wie beispielsweise der Winkelgeschwindigkeitsvektor, sind
invariant unter Raumspiegelung, d.h. sie kehren bei Raumspiegelung ihre Orientie-
rung um. Im Gegensatz dazu kehren (echte) Vektoren, auch polare Vektoren oder
Polarvektoren genannt, wie beispielsweise der Schwerkraftvektor unter Raumspiege-
lung ihr Vorzeichen um, d.h. ihre Orientierung bleibt stets erhalten.

Wir veranschaulichen dies an zwei einfachen Beispielen:

e Die Matrix fiir die Raumspiegelung von ko- und kontravarianten Basisvektoren im R? ist

(Aij):(éij): 0 -1 0]=-1 =

det(A,7) = 1, sgaldet (47)] = 1.

e Spiegelungstransformation der kontravarianten Basisvektoren:

[a

i o ) 32:(_1)51: _g‘l’
g =4'¢g" = !732(—1)'52— -g%,
§'=()gi= g

Nach Raumspiegelung zeigt jeder Basisvektor genau in die entgegengesetzte Richtung.

e Spiegelungstransformation der kovarianten Komponenten eines polaren Vektors p':

p=Api=(-1)p = p=-p.
Zeigt ein polarer Vektor in der ungespiegelten Basis beispielsweise in die positive Richtung,
dann zeigt er nach Raumspiegelung, also dann beziiglich der gespiegelten Basis, in die negative
Richtung. Das aber bedeutet, dass ein polarer Vektor trotz Spiegeltransformation beziiglich
der urspriinglichen, ungespiegelten Basis seine Orientierung nicht dndert.

e Spiegelungstransformation der kovarianten Komponenten eines axialen Vektors E, d. h. eines
Pseudotensors 1. Sufe:

Li= sgn[det (Aij):| AlLj=(-1)-(-1)-L; = =L.

il

Zeigt ein axialer Vektor in der ungespiegelten Basis beispielsweise in die positive Richtung,
dann zeigt er nach Raumspiegelung, also dann beziiglich der gespiegelten Basis, ebenfalls in
die positive Richtung. Das aber bedeutet, dass ein axialer Vektor unter Spiegeltransformation
beziiglich der urspriinglichen, ungespiegelten Basis seine Orientierung umkehrt.

e Dieses Resultat stimmt tiberein mit dem, was aus der linearen Algebra bereits bekannt ist:
Transformationen mit Transformationsdeterminante > 0 iiberfiihren Rechtssysteme in Rechts-
systeme und Linkssysteme in Linkssysteme.

Transformationen mit Transformationsdeterminante < 0 {iberfiilhren Rechtssysteme in Links-
systeme und Linkssysteme in Rechtssysteme.
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Wir zeigen die Uberschiebung eines symmetrischen Tensors S = S™ mit einem
antisymmetrischen Tensor A™ = —A™ und verwenden dabei die Indexumbenennun-
gen n — ¢ und ¢ — n, was an der betreffenden Stelle durch ¢ <> n angegeben wird:

A, = —A™ 5, "2 _AMS, = A"S, =0,
M~~~
= Am Sin
Daraus resultiert die folgende Regel:

Die Uberschiebung einer symmetrischen Grofe mit einer antisymmetri-
schen Grofie ergibt Null.

Veranschaulichung an einem einfachen zweidimensionalen Beispiel:

Wir iiberschieben zunéchst zwei Tensoren 2. Stufe, die weder symmetrisch noch anti-
symmetrisch sind:

(g: g:) - <Z1’> i) = (Ciy) # (Cii) # (= Cii)

(o o) = (7 ) =0 209 2 (0

Cy;D7 = Cy D" + C19D™ + Cyy D*' + C9uD** = 5+2+21+32 = 60.

Jetzt iberschieben wir einen antisymmetrischen Tensor 2. Stufe mit einem symmetri-
schen Tensor 2. Stufe:

()= (0 0) =10 = .

St g1z 3 5 y )
(521 Sz2>: <5 3>:(S”):(Sﬂ) =

A;jSY = A SM 4 A S 4+ Ay S+ A4S = 04+5-5+0 = 0. O
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6.5 Das vektorielle Produkt

Das vektorielle Produkt (Vektorprodukt, Kreuzprodukt) ist nur im 3-dimensionalen
Raum definiert. Mit dem e-Tensor lasst sich das vektorielle Produkt @ x b = ¢ wie
folgt darstellen:

(6:><E)i = €Z'j]<;ajbk = v; < (&xl;)i = sijkajbk = .
Die ¢; sind die kovarianten und die ¢ sind die kontravarianten Komponenten des
vektoriellen Produkts. In der Orthonormalbasis gilt

(&Xg)l = agbg—agbg,
(&XB)Q = agbl—albg,
(&X5)3 = ale—azbl.

Das Transformationsverhalten des vektoriellen Produkts
aus dem e -Tensor (Pseudotensor = — 1), aus polaren Vektoren (Tensoren =+ 1) und

aus axialen Vektoren (Pseudotensoren = — 1) ldsst sich wie folgt zusammenfassen:
d@und b polar = (EL X ) axial , 7 B. Drehimpuls L = 7 x j .

a axial l;polar = (6 X ) polar , z.B. Bahngeschwindigkeit v = & X 7.

I~ A~ )

a polar , b axial = (6 X b) polar .
dund b axial = (6 X 5) axial .
Bestimmung der Lange von a x b

Dalfiir benutzen wir

|d@ x 5‘2 = (@ x I;)Z.(& X g)i = y; 0’
= eipadb® £ aiby,
= w a’b* @b,
Uberschiebung in 4
= (5;'6,™ —6,75,') a’V* azbyp
= d'b™ a;b,, — a™b' aby,
= ala; b™b,, — a™by, ab
= |af* 8" ~ (a-B)"
— laf" [B]" ~ |a|" [6]" cos«(a.B) = ||’ [B]* |1~ cos®«(a.B)]

= ‘&‘2 ‘5|2 Sin2<1(6,5) =
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Eigenschaften des vektoriellen Produkts :

Richtung

Der Vektor € des vektoriellen Produkts @ x b = & steht immer senkrecht auf
jedem der beiden Faktorvektoren @, b und damit senkrecht auf der Ebene, die
von den beiden Faktorvektoren aufgespannt wird.

Lange

Die Léange ‘E ! = ’5, X 6! des Vektors des vektoriellen Produkts ist betragsméafig
gleich dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das von den beiden Faktorvek-
toren aufgespannt wird.

Orientierung

Die Orientierung der Vektoren a, 5, ¢ folgt in dieser Reihenfolge der Orientierung
der Basisvektoren. In einem Rechtssystem entspricht @ dem Daumen, b dem
Zeigefinger und ¢ dem Mittelfinger der rechten Hand — in einem Linkssystem
analog der linken Hand.

Das vektorielle Produkt ist antikommutativ :

(6 X C_lj)z = Eijk bjak = Eijk ak b]
= — 5z‘kj ak bj
Indexumbenennung j <+ k£ = = —¢gyd W= —(c_i X 5)1 ,
(C_i X I;)z - _(5 X C_i)i
Daraus folgt dxd=—-axd = axa=_0.
Assoziativgesetz : n(& X l;) = (n&) xb = ax (nl;) :
Distributivgesetz : a x (I;—I—E) = (a@x 5) + (@ x €)
Spatprodukt : G.5,¢| = (@xb)-¢=(bx¢)-a—(cxa)b.
Entwicklungssatz (Grafmann-Identitét)

ax(bxé) = (@¢é)b—(ab)é +# (@xb)xé,
(
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Herleitung vektorieller Produkte mit drei und vier Vektoren
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e Spatprodukt

Eio(l;xé') = ai(l;x é), = ateyr b = e a’ti

Vg ei,j, k)a'ti c*
S ——

+

al bt !
Vg det (a2 b2 02) ,
A

b3 3

a3 C

@-(bx¢) = b-(éxa) = é&(axb),

Eijk albick = s;‘j;ﬂ»b]ckaZ = €kij Fa'yy .

o Entwicklungssatz (Grafmann-Identitét)

ax (5xc)| = eypal(Bxe)

= Eijk a’ Eklm blcm = Eijk Eklm ajblcm
———

= (5i

5, —6,70,) albiem

m l
= b;a"c,, —c;a’h

Il
—
—
QL
oL
S—
S
|
—
QL
S
N—
)1
—_
S

e Lagrange-Identitit
(@xb)-(€xd) = (@xb),(€xd)
= Eijk ajbk Eilm Cldm

= Eijk Ellm ank Cldm
——

= (6,6, = 6,78;") a’b" ey,

= d'v"qd,, —a™b ad,, = (66)(55) — (6J)( .

. (&xl;)x(é'xj):

[(@xb)x (@xd)]
— ek (@xb) (@xd)”

= &ijk Ejlm albm gknr Cndr
Jjlm

= " aiby, €ijk ke d,
—

= by, (6,78,7 — 6,76;") cad,

= "™ ab,, (cid]- — cjdi) = gilm aibmd; c; — gltm aibme; d;
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7 Grundlegendes zur SRT im Tensorkalkiil

Quellen

Jorg Main, Spezielle Relativitédtstheorie — Skript zur Vorlesung, 1. Institut fiir Theoretische Physik,
Universitdt Stuttgart, 2011 (im www. erhéltlich).

Nicolas Borghini, Vorlesungsskript — Spezielle Relativitdtstheorie, Universitat Bielefeld, 2017,
https://www.physik.uni-bielefeld.de/ borghini/Teaching/Theorie-II/SRT.pdf.

Torsten Fliekbach, Elektrodynamik — Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Aufl., Elsevier, Miin-
chen, 2009, Kapitel 2 und Kapitel 4.

Michael Ruhrldnder, Aufstieg zu den Einsteingleichungen, Einfithrung in die quantitative Allgemeine
Relativitatstheorie, 1. Auflage, Pro BUSINESS, Berlin, 2014.

Dr. Ralph Hiibner, Lorentztransformationen — Untersuchung einiger Eigenschaften, http://kabinett.
homepage.t-online.de/papers/sol3/lorentz.pdf .

Die Raum-Zeit-Geometrie,
http://theory.gsi.de/\"vanhees/faq/cosmo/node4.html.

Heinz Schade, Klaus Neemann, Tensoranalysis, 3. Auflage, Walter de Gruyter Verlag, Berlin, New
York, 2009.

e Notation

Zur Unterscheidung stellen wir die Grofsen in Matrixschreibweise fettgedruckt oder
in runde Klammern gesetzt dar und indizieren die Inversen der Transformationen
A* bzw. L, wie folgt:

A= A, S AT AT
Im Allgemeinen werden bei der Indizierung lateinische Kleinbuchstaben bevorzugt.
In der SRT gilt beziiglich der Indizierung jedoch oft folgende Konvention:
Indizes in Form griechischer Kleinbuchstaben beziehen sich auf die Raumzeit und
laufen von 0 bis 3.

Indizes in Form lateinischer Kleinbuchstaben (meistens i, j, k, [, m, n) beziehen
sich auf den Ortsraum und laufen deshalb nur von 1 bis 3.

Der Strichindex zur Kennzeichnung der Zugehorigkeit zu einem gestrichenen Koor-
dinatensystem kann entweder direkt an der physikalischen Grofe wie z. B. bei u'#*
oder am Buchstabenindex wie z. B. bei u® positioniert werden.

e In der SRT wird die Standardkonfiguration' zweier Inertialsysteme, der Koor-
dinatensysteme S und S’ durch folgende Bedingungen definiert:
1. Die z-und z’-Achse fallen stets zusammen und besitzen dieselbe Orientierung.

2. Die Ebenen 3y’ = 0 bzw. 2z = 0 fallen stets zusammen mit den Ebenen y = 0
bzw. 2z =0.

3. S’ bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit v €, langs der z-Achse von S.

4. Die Deckungsgleichheit von .S und S’ besteht zum Systemzeitpunkt ¢t = ¢ = 0.

Vgl. Eckhard Rebhan, Theoretische Physik: Relativitéitstheorie und Kosmologie, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg, 2012, Seite 21 und Seite22.
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e Der Minkowski-Raum ist ein (reeller) vierdimensionaler pseudoeuklidischer Vek-
torraum mit dem Minkowski-Skalarprodukt. Im Minkowski-Raum ,lebt* die SRT.
Der Minkowski-Raum wird oft auch durch R*™' (3 Raumdimensionen + 1 Zeitdi-
menion) symbolisiert.

Das Skalarprodukt im Minkowski-Raum ist nicht positiv definit sondern indefi-

nit und wird deshalb Pseudoskalarprodukt oder Minkowski-Produkt genannt.
Minkowski-Produkte?

Ny A" = aoh® + a1bt + ash?® + azh® = aph® — a - b , (7.1)
wie z. B. das Quadrat des Weltlinienelements
N dztda” = ds? | (7.2)

liefern fiir alle Lorentz-Transformationen (nicht nur fiir Boosts) lorentzinvariante
Skalare, die Lorentz-Skalare. (Rdumliche) Drehungen verdndern weder die Zeit-
komponenten wie beispielsweise a” bzw. ag von Vierervektoren noch ihr riumliches
(Standard-)Skalarprodukt wie beispielsweise @ - b.

e Zum Sprachgebrauch

Sprachlich leider nicht korrekt werden wir die Lorentz-Transformationsmatrizen
selbst und auch ihre Darstellungen in ,Indexschreibweise als Lorentz-Transfor-
mationen bezeichnen, obwohl der Begriff Lorentz-Transformation den Vorgang der
Transformation eines mathematisch-physikalischen Objekts beschreibt.

7.1 Zum Tensorkalkil fiir die SRT

e Tensor-Definition
Ein (m, n)-Tensor ist eine multilineare Abbildung, die m Einsformen (Kovektoren)
und n Vektoren in die reellen Zahlen abbildet. Die Komponenten eines (m, n)-
Tensors besitzen m obere (kontravariante) und n untere (kovariante) Indizes. Tenso-
ren zeichnen sich durch ein bestimmtes Transformationsverhalten bei einem Wechsel
des Koordinatensystems aus. Z. B. transformiert sich ein (1, 2)-Tensor beim Wechsel
vom ungestrichenen zum gestrichenen Koordinatensystem wie folgt:
. 0i" 05 ok
sz’k:’ - _] - TZ ik -
oi 95’ ok’ 7
Mathematische Objekte, die sich nicht in dieser Weise transformieren, sind keine
Tensoren. Vereinfacht gesagt gilt:
Tensor 0. Stufe = Skalar ,
Tensor 1. Stufe =
Tensor 2. Stufe

Tensor 3. Stufe

(7.3)

Vektor (kontravariant) oder Kovektor (kovariant) ,

IR

quadratische Matrix ,

I

kubisches Array oder ,kubische Matrix“ wie z. B. der

total antisymmetrische Tensor €;;;, (Levi-Civita-Symbol) ,
U.S.W.

2Minkowski-Produkte gehéren zu den Bilinearformen. Eine Bilinearform ist:
e eine Multilinearform mit zwei Argumenten,
e cine Funktion, die zwei Vektoren, den Argumenten, einen Skalarwert zuordnet,
e linear in ihren Argumenten.
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e Vierervektoren
Vierervektoren sind (kontravariante) Vektoren wie beispielsweise (uz) und (kova-
riante) Kovektoren wie beispielsweise (u;) im Minkowski-Raum, einem (reellen)
vierdimensionalen pseudoeuklidischen Raum.

Vierervektoren werden manchmal durch fettgedruckte Grofsbuchstaben wie z. B.

g e

symbolisiert. Da Vierervektoren sowohl ko- als auch kontravariant dargestellt wer-
den koénnen, muss im Tensorkalkiil darauf geachtet werden, welche dieser beiden
Darstellungsformen geméf der Rechenregeln fiir das Vierervektorsymbol (hier bei-
spielsweise U) zu verwenden ist.

Das Normquadrat (U, U) := g;;u/u’ = u;u’ = u'u; von Vierervektoren U ist
invariant unter Lorentz-Transformationen und indefinit3. Vierervektoren sind
Tensoren 1. Stufe und transformieren sich deshalb wie Tensoren.

Analog zu gewohnlichen Ortsvektoren 7 = (x,y, 2) sind die Viererortsvektoren?

(auch kurz Viererorte genannt)

g — (27) = (2% 2!, 2%, 2%) = (ct, 2y, 2) X
Ti — (wl) = (l’o,iEl,.CEQ,Z'g) = (Cta -, ~Y, _Z) B ‘

e Matrizen sind keine Tensoren!

Matrizen lassen sich nur dann als Tensoren darstellen, wenn sie quadratisch sind
und wenn ihre Elemente das Transformationsverhalten von Tensoren besitzen.

e Tensoren sind keine Matrizen!

Es ist aber manchmal hilfreich, Tensoren als Matrizen darzustellen. Dieser Ubergang
von der Tensor- zur Matrixdarstellung ist nur fiir Tensoren bis zur zweiten Stufe
moglich.

Im Gegensatz zur Matrizenrechnung betreffen dann Tensor-Rechenoperationen im-
mer nur ein Element der zugehorigen Matrix. Weil man aber (einzelne) Elemen-
te oder Komponenten nicht transponieren kann, lassen sich Tensoren ,eigentlich®
nicht transponieren. Die den transponierten Matrixelementen entsprechenden Ten-
sorkomponenten unterscheiden sich aber dadurch, dass die betreffenden Indizes in
der Horizontalen vertauscht sind.

e Die Matrixmultiplikation (nach dem Falk’schen Schema) ist nicht kommutativ. Des-
halb diirfen Matrizen bei der Multiplikation in ihrer Reihenfolge allgemein nicht
vertauscht werden.

3Indefinit (unbestimmt) bedeutet in diesem Zusammenhang, dass das Lingenquadrat auch negative
Werte annehmen kann.
4Mit dem Ansatz von Minkowski, bei dem die Zeitkoordinate komplexer Natur ist, gilt fiir den
Viererortsvektor X = (z,y, 2, ict), fiir das (vierdimensionale) Raumzeitintervall bzw. die
Viererverschiebung  dX = (dz,dy, dz, icdt) und fiir das Quadrat des Weltlinienelements ds
(dX,dX) = ds? = (dx,dy, dz,icdt)- (dx, dy, dz,icdt) = dz? + dy? + dz? — 2dt?.
Wie man sieht, ist in dieser Notation statt := (,definiert durch”) das Gleichheitszeichen zu verwenden.
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Im Gegensatz dazu ist die Reihenfolge der verschiedenen Tensorkomponenten in
Tensorgleichungen nicht relevant. Die mathematischen Operationen werden in der
Komponentendarstellung namlich allein durch die Wahl, die Stellung (hochgestellt
oder tiefgestellt) und die Reihenfolge der Indizes ,gesteuert” und nicht wie bei der
Matrizenrechnung auch noch durch die Anordnung der Elemente in Zeilen und
Spalten. Man spricht deshalb manchmal auch von der Indexschreibweise wenn
die Komponentendarstellung von Tensoren und Tensorgleichungen gemeint ist.

e Fiir das aufiere Tensorprodukt, auch direktes Produkt oder bei einem Produkt
aus einem Vektor und einem Kovektor dyadisches Produkt® genannt, kann man die
Notationen

verwenden.

e Tensoren zweiter Stufe lassen sich stets in Matrizenform schreiben. Umgekehrt
transformieren sich die Elemente einer normalen Matrix nicht notwendig wie die
Komponenten eines Tensors.

Beispielsweise liefert das Tensorprodukt oder dyadische Produkt aus einem kon-
travarianten Tensor a* der Stufe 1 (,Vektor*) und einem kovarianten Tensor b; der
Stufe 1 (,,Kovektor, |Einsform“) einen gemischten Tensor der Stufe 2 (,Matrix®):

0 a’by a®by a®by albs
1 (llbo Cllbl Gle albg
2 |- (bO, b1, ba, b3> = a2b0 a?b;  a2by a2b3 . <7~5)
3

CLSbO a3b1 CL3b2 a3b3

a"bp=0CF —

: : : 0z oa N
Die 16 Komponenten C* transformieren sich dann mit —— —— = A¥l wie

AL Ck, = ok,
e Die Verjiingung bzw. Kontraktion von (7.5) beziiglich der Indizes & und [ ist

a" by = CF =a'by +a’by+--- =CL+CL+-- =c¢, (7.6)

also ein Tensor der Stufe 0, ein Skalar. Durch Verjiingung eines Tensors beziiglich
zweier Indizes, d. h. durch Gleichsetzen zweier Indizes eines Tensors reduziert sich
seine Stufe um 2. Auf diese Weise kann man Tensoren der Stufen > 4 mehrfach
nacheinander kontrahieren, sodass bei geraden Stufen am Ende ein Skalar resultiert.

Die Verjiingung des Tensorprodukts aus einem kovarianten und einem kontravari-
anten Tensor der Stufe 1, d. h. die Verjlingung eines gemischten Tensors der Stufe 2
ist die Analogie zur Bildung des Skalarprodukts aus zwei Vektoren im euklidischen
Raum.

®Dyade — Zusammenfassung zweier Einheiten. Das dyadische Produkt ist das Matrixprodukt C'
zweier Vektoren @ und b gemiiff @ -b™T = C bzw. in Komponentenschreibweise fiir kartesische Koor-
dinaten: a; b; = Cj; .
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Schreibt man C als Matrix (C’kl), bekommt die Verjingung (beziiglich der
Indizes k und [) die Form

a" b, = C% = Spur{(C*)} =c. (7.7)

Das innere Produkt zweier Tensoren, auch Uberschiebung oder Faltung genannt,
erhédlt man, indem jeweils ein Index der beiden Faktoren gleichgesetzt und dariiber
summiert wird. Die Stufe des resultierenden inneren Tensorprodukts ist dann
gegeniiber der Summe der Stufen der Faktoren um 2 vermindert:

i Kl il

S—— S~~~
>~ Stufen=6 Stufe 4

Ein kontravarianter Tensor v® erster Stufe®, also ein Vektor, transformiert sich
von S nach S’ geméaf

/ a al /
v = E;EO‘ v = A% v (7.8)
mit der Transformationsmatrix A = (Aa;) = <%ﬁi> . Die
Riicktransformation erfolgt mit A= = (Aaa,) = ( gfj) gemafs
8 @ / /
v = % v® =AY, v . (7.9)

Ein kovarianter Tensor v, erster Stufe, also ein Kovektor bzw. eine Einsform
transformiert sich von S nach S’ geméf

ox®
Y= = A S, 7.10
v 5o’ ¥ A (7.10)
mit der Transformationsmatrix A~!. Die Riicktransformation erfolgt mit A geméif
0$a/ o
Vo = _afL‘O‘ Vot = Aa Vo - (7.11)

Der metrische Tensor”, kurz Metrik-Tensor, wird in der SRT Minkowski-Tensor
genannt und ist dort in Matrixschreibweise

1 0 0 0
| 0 -1 0 (VN I
n=1 4 0 1 o | =7 - (7.12)
0 0 0 -1

Daraus folgt in Tensor-Komponentenschreibweise

(073 [0 (03 (0% [0 (0% 1 fﬁr&:fy
N =0’ = nge = Nap = 7757757:777:"7:57:{0 fir o %~ (7.13)

bzw. als Matrix geschrieben die Einheitsmatrix (52‘;) = 1. Wie man sieht, ist das
Kronecker-Symbol 65 = n¢ ein symmetrischer Tensor, weshalb die Indizes iiberein-
ander geschrieben werden diirfen.

6 Anstatt ,,n-ter Stufe” sagt man auch ,der Stufe n®.
" Allgemein wird der metrische Tensor mit g,,, und der inverse metrische Tensor mit g*” bezeichnet,

in der SRT jedoch meistens mit 7,, bzw. mit n** .
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e Transponierte, isomere, symmetrische und antisymmetrische Tensoren

Transponieren (spiegeln, stiirzen, indiziert durch T') im eigentlichen Wortsinn lassen
sich in Analogie zu quadratischen Matrizen A = (Aij) nur Tensoren 2. Stufe:

in Matrixdarstellung : (Aij) LN (Aij)T = (Ajz-) ,
in Komponentendarstellung: A;; N A?j =Aj.
Dabei vertauschen die beiden Indizes ihre Reihenfolge in der Horizontalen. Allge-

mein sind Tensoren isomer, wenn sich ihre Komponenten nur in der Reihenfolge
ihrer Indizes unterscheiden. Demzufolge besitzt ein Tensor n-ter Stufe n! Isomere.

Ein Tensor 2. Stufe heifst symmetrisch, wenn A;; = Aj = Afj .

Ein Tensor 2. Stufe heift antisymmetrisch, wenn A;; = — A;; = — Afj .
Synonyme zu antisymmetrisch sind antimetrisch, schief symmetrisch und alternie-

rend.

e Inverse und orthogonale Tensoren

In Analogie zu quadratischen Matrizen wie beispielsweise A = (Ai j) kann es zu
Tensoren 2. Stufe inverse Tensoren geben entsprechend A A™ = 1 und kdénnen
Tensoren 2. Stufe orthogonal sein entsprechend AT = A~!.

1 . . . . —1,; . . . . .
A" ist der inverse Tensor zu A'; wenn A’; A 7, = 6} . So ist beispielsweise
der kontravariante Metriktensor ¢*/ die Inverse zum (kovarianten) Metriktensor g;;

gemiR g;; g’F = ¥

Der Tensor Aij ist orthogonal wenn ATij = Aji = A ;= Aij ATjk =4

e Weil Tensorkomponenten reelle Zahlen sind, gelten in Komponentenschreibweise alle
Rechenregeln fiir reelle Zahlen (Kommutativitét, Assoziativitét, Distributivitat). In
Matrixschreibweise sind die Addition und die tensorielle Multiplikation assoziativ
und distributiv, aber allgemein nicht kommutativ. So gilt beispielsweise fiir das
dyadische Produkt i®b=A + bod=B=A".

Immer kommutativ ist die Multiplikation mit einem Skalar.

Die Matrixdarstellung ist nur fiir Tensoren der Stufe 2 und der Stufe 1 (Zeilen-
vektoren, Spaltenvektoren) moglich. Bei der Ubersetzung von Tensoren und Ten-
sorgleichungen von der Komponenten- in die Matrixdarstellung muss beriicksich-
tigt werden, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist. So gilt z. B. in
Komponentenschreibweise A’ ij . = B A ; = €% und im Gegensatz dazu in
Matrixschreibweise AB + BA.

Beim Ubersetzen® einer Tensorgleichung von der Komponentendarstellung in
die Matrixdarstellung muss zuvor dafiir gesorgt werden, dass die Indizes auf beiden
Seiten der Gleichung in der gleichen Reihenfolge stehen, wie beispielsweise im Fall
des Tensors 3. Stufe

akbz-cj + Ak]dl = Bijk = biCjCLk + dz’Ajk = Bijk — 5@ CRa-+ J@ AT =B.

8Vgl. Heinz Schade, Klaus Neemann, Tensoranalysis, 3. Auflage, Walter de Gruyter Verlag, Berlin,
New York, 2009, Seite 61.
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e Signatur

Die Zuordnung der Vorzeichen in der ,Minkowsi-Matrix*“ ist nicht beliebig, aber in
bestimmter Weise Konvention und heifst Signatur. Die in der SRT {ibliche Signatur
ist die sog. ,West Coast Metric*

Ny = diag(—l—l, -1, -1, —1) oder {+———}=(-2) mit py)=1, ¢q=3
und mit der Dimension n des betrachteten Raumes gemafs
n=pu ta-) =4

Die in der ART und in der Teilchenphysik bevorzugte Signatur ist die sog.
,East Coast Metric*

Nw = diag(—1, +1, +1, +1) oder {—+ + +}=(+2) mit pH=3, ¢qy=1.

Anmerkungen

* Transponieren von Tensoren in Komponentenschreibweise
AB=C = C'"=(AB'=B"A"=D

Fiir die Lorentz-Transformation L bedeutet das, auch wenn L kein Tensor sondern eine Trans-

formationsmatrix ist,
L—r1r', = LY —1rL,".

* Invertierten der Lorentz-Transformation in Komponentenschreibweise

Mit L*,, JRLIN L, " und unter Beriicksichtigung der Symmetrie des metrischen Tensors n sind
(7.19) und (7.42), d. h.

nLy ' =L '" & L= n 'Ly,

in Tensor-Komponentenschreibweise

Nou L, n"’ = L;lo éT; Lflog =n"L," Nye -

Nach den Umbenennungen ¢ — g (o wird durch 7,, gesenkt) und ¢ — v (v wird durch 7
gehoben) sehen wir, dass in Komponentenschreibweise gilt:

—1T T
L+ — LM” s L”M

v

= LM, <5 L+, =L",.0

174
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Wir schlieffen diesen Abschnitt ab mit einem Zitat, in Anfiihrungszeichen gesetzt, zur
Indizierung von Tensoren aus einem Vorlesungsskript von Prof. Peter Richter (1945
2015), Universitat Bremen:

», L ist, wenn denn die Forderung an das Skalarprodukt erfiillt ist, die Matrix einer

Lorentz-Transformation. ... Die ... (Pseudo-)Metrik ist dann gegeben durch den
Tensor
10 0 O
0O -1 0 0 _ y
gMV = 0 O _1 O - gl/p/ P guyl = gu 9 (714)
o 0 0 -1

mit g,¢9"" = 6§ = diag(1,1,1,1). Als Matrizen sind g,, und ¢g"” offenbar gleich. ...
Als Lorentz-Transformation (LT) bezeichnet man lineare Abbildungen des z-Raums
(der Raum-Zeit), die dieses Skalarprodukt invariant lassen:

=1L a”  mit 2", =t (7.15)
Aus dieser Bedingung folgt, dass
" g, L",g°" =0, (7.16)

p
sein muss*, denn

W, 2 ) pTV 0T ST P T _ v

z, 2" = L' g, 2" LY ¢ v, = 6] afr, = 2"x, = x,27 (7.17)

» Wenn wir L¥, als Matrix L schreiben und L * als transponierte Matrix L' (die
Reihenfolge von Zeilen- und Spaltenindex ist vertauscht, ohne dass oben und unten

verdndert wird), also
L, =L}

dann ist? (7.16) die Matrixgleichung
L'gLhg'=1 & L'=gL'¢g' & L'Y%=gLg'. (7.19)

(7.18)

Die letzte Gleichung lautet wiederum in Komponenten (man beachte, dass g Indizes
herunter- und g—! Indizes heraufzieht)

(L") =L, (7.20)

Wihrend also die Transposition geméfs (7.18) die Indizes in der Horizontalen ver-
tauscht, bewirkt die kombinierte Transposition und Inversion das Vertauschen von
oben und unten. Die Matrix in (7.20) definiert aber die Transformation der kovarian-
ten Vektoren, wie man durch Einsetzen in z, = g,, 2" sofort bestitigt:

v, =1L/, . (7.21)

Es ist niitzlich, sich ein fiir allemal klarzumachen, wie sich die Matrizen A*, und
A = gupAP ;97" zueinander verhalten:

Qoo Qo1 Qo2 A3 Qoo —ap1 —Qo2 —Qo3
aipp aixz a2 ais —a1o ail a2 @13
A = & AY= L (7.22)
Aoy A21 Q22 Q23 —ago a1 a2 23
azp asp Gaz2 ass —a3o a31 as2 a33

? Anmerkung von Reinhard WeiR: Dann ist (7.16) die Tensorgleichung L *g,,, L”
Lt — L', g.—g, L', =L, ¢o" - g', 6 —1.

)

,¢°7 = & mit
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7.2 Zum Minkowski-Produkt

e Das Skalarprodukt bzw. innere Produkt aus zwei Vierer-Vektoren U und A wird
Minkowski-Produkt oder auch Lorentz-Pseudoskalarprodukt genannt und ist
wie folgt definiert:

U, A) = u'ny,a” = u,ad” = u'a
’ 1 p
= u,a’ = ua,.
Die Kombinationen u, a, und u* a* sind keine Minkowski-Produkte, denn sie

nehmen in jedem Koordinatensystemen paarweise verschiedene Werte an, sind
also nicht invariant unter Lorentz-Transformationen.

Das Minkowski-Produkt ist kommutativ, denn es gilt
<U, A> =uuat = wa® —ula' — wla® —uPa® = u'a, =
= a'u, = au® — alut — a*u? — Bud = a,ut =: <A, U> )

Im speziellen Fall U = A resultiert das skalare Lorentz-Quadrat wie z. B.
ds?, das Quadrat des Weltlinienelements ds.

e Der euklidische Raum ist ein nicht gekriimmter, d.h. ein flacher Raum mit
dem infinitesimalen Abstandsquadrat (Quadrat des Linienelements) ds?* = dr?
zwischen zwei Ortsraumpunkten 7 und 7 + d7 geméf

(dF,dr') = d7* = dz*da* —

dx dx dx
d7? = dFT d7 = (dx,dy,dz)~ dy | = (dy |-(dy | ,
dz dz dz

dr? = da? + dy? + d=? .

e Der Minkowski-Raum (in der SRT) ist ein pseudoeuklidischer, unendlich aus-
gedehnter, flacher, homogener und isotroper Raum mit dem infinitesimalen
Abstandsquadrat ds? zwischen zwei Raumzeitpunkten bzw. Ereignissen. Die-
ses Abstandsquadrat ist das Quadrat des Weltlinienelements ds geméaf

<dX, dX> = ds® = g, dz"de" = drv,d 2t —

ds? = [77~ (dx”)]T~ (dx“) = (cdt, —dx, —dy, —dz)~ dy |

dz
ds® = 2 dt? — da?® — dy? — d22.
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e Das Minkowski-Produkt ist invariant unter Lorentz-Transformation:

102

(U A :=u),a" = 1, LY ju” L' _d”

= UG LJVUVMLMT aT
—_— —
= uwn,,.d =u.a” = (UA).

Hierbei ist L,'n, LVt =n.,. — L'nL =17
die Pseudo-Orthogonalitéitsrelation (7.55).

In Analogie dazu zeigt sich am Weltlinienelement ds das Minkowski-Postulat
(dX',dX") :=ds” = de,da™ = dz,da” = ds* =: (dX,dX) ,
die Lorentz-Invarianz (des Quadrats) des Weltlinienelements.

Das Skalarprodukt im euklidischen Raum ist positiv definit.

Das Pseudoskalarprodukt im Minkowski-Raum, das Minkowski-Produkt, kann
auch negative Werte annehmen und ist folglich nicht positiv definit sondern
indefinit.



7.3 Zum metrischen Tensor (Metriktensor)

e Schreibweise allgemein: gik — 9.
e Der Metriktensor ist symmetrisch:

gik=Ggk — g=9g (7.23)

e Der Metriktensor im eigentlichen Sinne ist kovariant. Der kontravariante Me-
triktensor ist die Inverse des (kovarianten) Metriktensors:
9* =gt = gugd" =0 — g-gt=1.
In der SRT ist der Metriktensor die Inverse zu sich selbst:
N = Now =My =0 — m=n"=n"". (7.24)

Und fiir den Metriktensor des kartesischen Koordinatensystems im euklidischen
Raum gilt:

gir = Kronecker-delta d;, = 0p; = 0% — g=¢g =g '=1.

e In der SRT wird der Metriktensor auch pseudometrischer Tensor genannt.
Zur Unterscheidung wird der Metriktensor in der SRT oft mit 7, — 7
bezeichnet in der Signatur {+—— —} = (—2) (sog. ,West Coast Metric* fiir die
Orthogonale Gruppe bzw. Lorentz-Gruppe O(1,3)) :

o o

Ny —> M=

—_

_ o O O

0
-1

0 —

0

o O O
(en]

e Der Metriktensor 1 beschreibt die Metrik des Minkowski-Raums, welcher defi-
niert ist durch die Lorentz-Invarianz des Minkowski-Produkts bzw. des
Weltlinienelements (sog. Minkowski-Postulat). Im Gegensatz zur ART ist der
Metriktensor in der SRT koordinatenunabhingig, also auch unabhéngig von
der Relativgeschwindigkeit ¥ und von Drehungen zwischen S und S’.1°

e Bei Einbettung einer Mannigfaltigkeit mit den Koordinaten u! in einen eukli-
dischen Raum mit kartesischen Koordinaten a2’ liefert die Jacobi-Matrix J den
Metriktensor g;; als Matrix g wie folgt:

Ozl 9zl Ozl
oul  Ou?  Oud
_ |92 0 0| _ (A A A
J= |z e m (466 =
0x®  9z° O
Oul  oOu?  Ous

. ozt Ox!

E — = - ~ 1 -

g out Quk

10Relativgeschwindigkeit und Drehung zwischen S wund S’ charakterisieren die Lorentz-

Transformation und bestimmen in der geometrischen Darstellung der Koordinatensysteme die Lage
und die Skalierung der Koordinatenachsen.

g=J"J «— gin=4g"
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e Der Metriktensor ist invariant unter Lorentz-Transformationen:
M = A A =nu — n'=A"nA=n.0
Durch Multiplikation von links mit 7~! und von rechts mit A~ resultiert daraus
n AT =n" AT =AY = A=y ATy,
Fiir die Lorentz-Transformation L in Standardkonfiguration gilt analog
n=L"nL=n.
Dies ist die Pseudo-Orthogonalitétsrelation (7.55).

e gix — g zieht Indizes herunter (aus kontra- wird kovariant).

g* — g7! zieht Indizes herauf (aus ko- wird kontravariant).

Dazu ein Beispiel im Minkowski-Raum mit der Metrik in der iiblichen Signatur

{+-—-12(-2):

x! ct
kontravarianter Ortsvierervektor (Vektor) — zt := 52 = g ,
3 2
kovarianter Ortsvierervektor (Kovektor) T, = (:Eo, 1, To, :Ug) =
= (Cta -, =Y, _Z> )
1 0 0 0 ct
0 -1 0 0 T
Mo =T = g o -1 o |y
0 0 0 -1 Z

1 0 0 0
0 -1 0 0
n"r, =x,n"* =" — (ct, —x,—v, —z) 1o o -1 o
0 0 0 -1
T

ct

x

= (ct, Ty, z) = y

z



7.4 Zur Lorentz-Transformation

e Die Lorentz-Transformationen, vermittelt durch entsprechende Transformati-
onsmatrizen L, kann man auch als Drehungen um einen rein imaginidren Win-
kel und deshalb als orthogonale Transformationen im Minkowski-Raum auffassen.
Dies ist allerdings nur dann der Fall, wenn man fiir den Minkowski-Raum nicht
die reelle Zeitkoordinate ct sondern die komplexe (imaginére) Zeitkoordinate ict
verwendet. Nur dann steht die Zeit-Koordinatenachse senkrecht auf den Raum-
Koordinatenachsen und die Lorentz-Transformationen entsprechen tatséachlich Dre-
hungen des Koordinatensystems. Man spricht deshalb von hyperbolischer Ortho-
gonalitit oder von Pseudo-Orthogonalitat der Lorentz-Transformationsmatri-
zen.

Die oben verwendete Bezeichnung ,orthogonal® fiir die Lorentz-Transformationen
ist irrefithrend, denn sie besitzen im Allgemeinen nicht die fiir orthogonale Transfor-
mationsmatrizen D (z. B. Drehmatrizen) charakteristische Eigenschaft D™D = 1.
Allgemein sind die Lorentz-Transformationen L némlich charakterisiert durch

L'L +#1 (7.25)

Beispicl: | BN v B\ _ (P48 28 L
: —By Y —pBy ¥ —Qﬂ’yQ 72(1"‘62)

bzw. durch die Pseudo-Orthogonalititsrelation

L'nL = n (7.26)

. ( ¥ —Bv) (1 0)( ¥ —M) (72(1 - 8% B -y > (1 0)
Beispiel: _ _ .
_57 Y 0 -1 —67 ol 572 _ 572 _72(1 _ ﬁ2) 0 -1

Aus dieser Gleichung folgt

n'L'nL=n'n=1 = (7.27)
——
L' =n'L'y (7.28)
1 0 0 v =08y 0\ /1 0 0 v By 0
Beispiel: |0 —1 11l-8y ~v O0]]0 -1 o|l=|pBy ~+ O
0 0 -1 0 0 1/J\0 0 -1 0 0 1

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie von n resultiert daraus schliefslich
T
LT = (n_lLTn> =n'Ln'"=nLy’. (7.29)
Die Pseudo-Orthogonalitat der Lorentz-Transformationsmatrizen im pseudoeuklidi-
schen Raum entspricht der Orthogonalitédt der Drehmatrizen im euklidischen Raum.

Allgemein sind Lorentz-Transformationen alle linearen, eindeutigen
Transformationen des R*, die das Minkowski-Produkt invariant lassen.
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e Die spezielle Lorentz-Transformationsmatrix (L*,) () fiir die Transformation
kontravarianter Vierer-Grofsen von S nach S’ in Standardkonfiguration ist

, v =By 0 0
_ o'\ _ Oz _ _ﬁ7 Y 0 _
L_(La)_(axa)_ 0 0 Lo = detL=1. (7.30)
0 0 0o 1

Die dazu inverse Lorentz-Transformationsmatrix (L*,)(—v) fiir die Riick-
transformation kontravarianter Vierer-Vektoren von S’ nach S in Standardkon-
figuration ist

v By 0 0
~ 0z By v 0 0 _
1 _ « o — 1 —
L= (L) = (_axa’) 0 0 1 0 = detL 1. (7.31)
0 0 0 1

Wie allgemein iiblich haben wir hierbei verwendet:

v 1
B=—, V= 7.32
d — (732
» Die Indizes der Transformationsmatrix A3 konnen tibereinander geschrieben wer-
den, weil diese Grofse kein Tensor ist. Um die Tensordefinition zu erfiillen, miisste

A ja zuerst einmal in IS und IS’ definiert sein; A ist jedoch eine Grofe, die dem
Ubergang zwischen IS und IS’ zugeordnet ist. “!!

e Lorentz-Invarianz des Minkowski-Tensors und Pseudo-Orthogonalitiat der
Lorentz-Transformation in Komponentendarstellung

Wir gehen aus von der Lorentz-Invarianz des Linienelements geméf
ds? = o dz®dz? = ny e da®' da? . (7.33)

Einsetzen der Lorentz-Transformationen

de® = L2 d2®,  da” =L} da” (7.34)
ergibt
Mg dz®dz® = g LS da® L] da? (7.35)
Mg de®da? = L2 g L da®da” . (7.36)
—————
Nap
Wie wir sehen, gilt
L g Ly = map |- O (7.37)

H7itiert aus Torsten FlieRbach, Elektrodynamik — Lehrbuch zur Theoretischen Physik II, 4. Aufl.,
Elsevier, Miinchen, 2009, Seite 33. Es steht dort A fiir die Lorentz-Transformation allgemein.
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Diese Beziehung ist in Matrixschreibweise
L'n'L = n, (7.38)

woraus hervorgeht, dass in (7.37) « ein Zeilenindex und S ein Spaltenindex ist. Denn
wenn man die Indizes dem Tensorkalkiil entsprechend zueinander versetzt schreibt,
sieht man

="y — L = LY=L, — L.

Vergleichen wir die Transformationsleichung (7.38) mit der Pseudo-Orthogonali-
tatsrelation (7.55), kommen wir zu dem Schluss, dass der Minkowski-Tensor lorent-
zinvariant ist. Die Lorentz-Transformation des kovarianten Minkowski-Tensors ist
folglich

Mo = Tap (7.39)

und analog dazu ist die Lorentz-Transformation des kontravarianten Minkowski-
Tensors
n*F = nt (7.40)

Multiplizieren wir die Pseudo-Orthogonalitétsrelation (7.55) von links mit n~! und
von rechts mit der inversen Lorentz-Transformationsmatrix L~! resultiert

n'L'nLL'=n'nL™", (7.41)
=1 e

sodass wir in Ubereinstimmung mit (7.28) die inverse Lorentz-Transformationsmatrix
aus der Lorentz-Transformationsmatrix erhalten durch'?

L =q'LTy |. (7.42)

Die Pseudo-Orthogonalitéatsrelation (7.55) ergibt unter Berticksichtigung von
det LT = det L

det LT - detn - det L = det L - detnp - det L = detn , (7.43)

sodass

(detL)*=1 = detL=+1 |. (7.44)

Lorentz-Transformationen, die die Pseudo-Orthogonalitétsrelation (7.55) erfiillen,
werden zusammengefasst zur Lorentz-Gruppe bzw.

Orthogonalen Gruppe O(py),q-)) = O(1,3). Innerhalb der Orthogenalen
Gruppe bilden die Lorentz-Transformationen mit det L = 1 und der Minkowski-
Metrik (7.12) eine Untergruppe, die eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe
SO(1,3). Lorentz-Transformationen der Untergruppe SO(1,3) dndern weder die Rich-
tung der Zeitachse noch die Orientierung der rdumlichen Achsen.

I = L)t =0t T =Lyt e T (L) T =nTinly T in = L= (L7) 7,
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e Die Lorentz-Transformation eines kontravarianten Tensors v* erfolgt geméfs
v =LY v (7.45)

mit der Lorentz-Transformationsmatrix L = (Lg') .
Mit der inversen Lorentz-Transformationsmatrix L~ = (Lg/) ist die
Riucktransformation

v = Lo v . (7.46)

e Lorentz-Transformation eines kovarianten Tensors v, :

Vo/ = T/ ! v = Na' g Lgl v = N Lfl N vy (7.47)
Vor = LY, v, (7.48)
= Ly =ty L] n7 = L7". (7.49)

Die Multiplikation (von links) mit der Lorentz-Transformationsmatrix L = (L2)
ergibt unter Beriicksichtigung von (7.37)

LY LY = LY nay LE p° (7.50)
—————
LY LS, = Ney 17 =67 (7.51)
Das aber bedeutet
(£2,) = (L7, (7.52)

sodass die Lorentz-Transformation eines kovarianten Tensors v, die Gestalt
Vo = L) vg (7.53)

erhélt, wobei (L%) = L™! die inverse Lorentz-Transformationsmatrix ist.

Die Riicktransformation muss deshalb mit der Lorentz-Transformationsmatrix
L= (Lg/) erfolgen:

Vo = L vy . (7.54)

e Allgemein werden Lorentz-Transformationsmatrizen mit A bezeichnet.

Eigentliche Lorentz-Transformationen sind Drehungen des Ortsraums und /oder
Boosts.

Spezielle Lorentz-Transformationen sind (reine) Boosts, also ohne Rotation
des Koordinatensystems.
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Hier einige wichtige Bespiele fiir eigentliche Lorentz-Transformationsmatrizen:

vy =By 0 0
Boost in z-Richtung A, = *KSV g (1) 8 =L,
0 0 0 1
vy 0 =By 0
Boost in y-Richtung A, = —27 é 2 8 ,
0 0 0 1
vy 0 0 =By
Boost in z-Richtung A, = 8 (1) (1) 8 ,
By 0 0 v
1 0 0 O
reine Drehung Ap = 8 D mit der Drehmatrix
0

D = D'D=DD"=1.
Der Boost A, in Standardkonfiguration ist die Lorentz-Transformation L .

e Boosts sind symmetrisch. Fiir die Lorentz-Transformation in Standardkonfiguration

gilt also
L=L" — L', =L, .

v

e Auch wenn det L = det L~! = 1 gilt, ist L nicht orthogonal, denn
L"4L7' = L'L#1.
L erfiillt also nicht die Orthogonalitatsrelation.

L ist eine hyperbolische Matrix und erfiillt die

Pseudo-Orthogonalititsrelation L™nL = n' = n : (7.55)

v =By 0 0 1 0 0 O v =By 0 0
-8y v 0 O 0-1 0 O -8y v 0 O B

0 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 o

0 0O 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 1

vy =By 0 0 v =By 0 0 1 0 0 O
—By ~v 0 0 By —y 0 O] _[0-1 0 O O

o 0 0 1 0 0 0 -1 0| |0 O0-1 0f°
0 0o 0 1 0 0 0 -1 0 0 0 -1

Mit L¥, — L bzw. L, — LT und mit n,, — n ist die
Pseudo-Orthogonalititsrelation in Tensor-Komponentenschreibweise

L mpl?, = L Lye = nyr . (7.56)
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e Spezielle Lorentz-Transformation in Standardkonfiguration,
d. h. fiir einen Boost mit der Geschwindigkeit v = (v,, 0, 0), also fiir die geradlinig-
gleichférmige Translation in Richtung der positiven z-Achse, ohne Rotation:

v
ct—zx T—1v-t , ,

ct’:—sz(ct—ﬁx)> 93/:\/:2:7($—5Ct>7 y=y, 2 ==
V@ =

mit der zugehorigen Lorentz-Transformationsmatrix

9’ vy =By 0 0

- Z _ | -8By ol 0 0 _

L(U)_(axa)_ 0 0 1 0 = detL=1.
0 0 0 1

Lorentz-Transformation in Tensor-Komponentenschreibweise:

LY, =LY =1", — L.

e Spezielle inverse Lorentz-Transformation in Standardkonfiguration,
d.h. fiir einen Boost mit der Geschwindigkeit —¢ = (—wv,, 0, 0), also fiur die
geradlinig-gleichférmige Translation in Richtung der negativen z-Achse, ohne Ro-
tation:

v / Y,
=Ll (e pr), 2=l g pet), y=y, s=2

V1-% V1-%

mit der zugehorigen inversen Lorentz-Transformationsmatrix

vy By

o (97N _ By o
oz 0 0

0 0

Inverse Lorentz-Transformation in Tensor-Komponentenschreibweise:

= detL'=1, LL'=1.

o R OO
= O O O

Laa/ - Lg/ - L_lu — .l-l_1 .

v

Es gilt:

L o
L1 = L (—v)=L.

e v-Boost A(¥) bzw. spezielle Lorentz-Transformation mit ¥ = const:

Die Inertialsysteme S und S’ sollen die gleiche Achsenausrichtung besitzen und zum
Zeitpunkt t = ¢/ = 0 zusammenfallen. S’ soll sich mit einer konstanten Relativge-
schwindigkeit v = (v, vy, v,) = (v1, v2, v3) gegeniiber S bewegen. Dann erhalten
wir die Lorentz-Transformation(smatrix) A(v) fiir den Boost mit der konstanten
Geschwindigkeit v wie folgt:
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1. Schritt
Drehung von S mit der Drehmatrix D, sodass die Richtung der z-Achse mit der
Richtung von v iibereinstimmt.

2. Schritt
z-Boost, d. h. Anwendung der Lorentz-Transformation L (in Standardkonfigurati-
on).

3. Schritt
Inverse Drehung mit der Drehmatrix D! zuriick zur urspriinglichen Ausrichtung
von S und S’

Diese drei Schritte ergeben in einer Matrixgleichung ausgedriickt

o T
A(W) = DT'LD = ( ! ” > :
=B bij + (v — Dviw; /v?

wobei die Indizes i,j von 1 bis 3 laufen und 87 = (31, B2, B3) mit f; = v;/c ist.
Ausgeschrieben resultiert eine symmetrische Matrix, der ¥-Boost

g =B —7P2 —7Bs
A B P
b 1+ (=)0 (1) (v =1
A(%) B B 8
- 5152 P22 523
=752 (7_1) 32 1+(7_1) 32 ( - )62
Bafs
GRS R E SRR
B B B
(7.57)
Wir erhalten die Transformationsgleichungen des v-Boosts auch, wenn wir den Orts-
vektor ¥ = (z!, 2%, 23) eines von S nach S’ zu transformierenden Ortsvierervektors

(:E“) = (2% 21, 2%, 2®) zerlegen in die zu ¥ parallele Komponente 7 und die zu ¢

senkrechte Komponente 7, :

—
— — _;’U

. v r)v o L
= —1—71:(1"-@)@—1—71:—”2 +r; mt rp=r—7r.

Der v-Boost lasst 7, unverdndert geméfs

—/ — —

T = T =T =T -7,

wéhrend er die Zeitkoordinate ¢t und den Betrag || von 7 wie folgt
transformiert:

v — — — —
c — ct' = Y (Ct — E |’I‘H|) , ”l"||| — |’I°||,| = 'y(|’l°||| - Ut) .

Unter Verwendung von

—

U|ﬁ||:ﬁ-T||:6-F und r = ¢+T|\
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erhalten wir schliefslich

—/

= TJ_“‘T”
= 7 =7 + () - ot)
. (17-7?)'0 (17F)17 .
=7 — 02 + 2 —vt]
und damit insgesamt
, ( v F)
ct — ct’ = ct——— |
c
o (7.58)
o (@-rs
¥ — 7 =7+ (y—-1) 5 Ut

Auch wenn es etwas mithsam ist, schreiben wir (7.58) der Vollsténdigkeit halber
auch noch als Matrixgleichung aus. Dafiir ersetzen wir in (7.57) 8 durch ¢ und j;
durch %. Um Verwechselungen des Exponenten von ¢ 2 = 9% mit den Indizes von
v"v? zu vermeiden, versehen wir die Komponenten von ¥ und auch von 7 nicht mit

hochgestelltem (kontravariantem) Index, sondern verwenden 7 = (x1, x2, x3) und
V= (U17 Vg, U3>:

Y 02 _ 08
Y Y c Y c Y c ct
U1 V101 V102 V103
ct 7 14+ (v —1) 2 (v—-1) 2 (v—1) 2 T
A@) - | = s 0103 Vg2 vpvg |
T - (=00 1+0-D=—F (-1)=—F 2
V3 V103 V23 V33
- (-3 - 1+0-175/ \"
U7
v (ct - c> ct'
U7
o1t (y = 15 v —yuit ) (Ct/)
— 6 . = = .
x2+(7—1)v—202—’yvgt ) 7!
U7 /
z3+ (v — 1)72 vg — yvst z3

e Lorentz-Transformationen lassen sich miteinander verkniipfen bzw. nacheinander
ausfithren geméf
A=A -Ay-Az--- A, .

Dabei ist die Reihenfolge zu beachten, denn nur reine Boosts sind symmetrisch.
Reine Boosts in die gleiche Richtung entsprechen dem sogenannten Additionstheo-
rem der Geschwindigkeiten und kommutieren. Drehungen dagegen kommutieren im
Allgemeinen nicht. Boosts in verschiedene Richtungen kommutieren ebenfalls nicht,
weil ihre Nacheinanderausfiihrung eine Drehung impliziert.
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Prinzip der Lorentztransformationen in Standardkonfiguration

e Lorentz-Transformation von (kontravarianten) Vektoren v* =¥ — (v”)
und zugehorige inverse Lorentz-Transformation:

v = LY v® bzw. o'* = L', v — (V") =L((v"),

(v = L_l”# V')

v® = L% v bzw. — (v”) =L! (v'“) .

o —1
7 — o v
vt =L H v

e Lorentz-Transformation von (kovarianten) Kovektoren u, =u, — (ul,)
und zugehorige inverse Lorentz-Transformation:

(uil =u, Lfl”l =1L ”ul,)

L 4 T
U = Lo uy  bzw. ) ;1 — (u;) = (u,,) Lt = (L_lT (u,,)T) ,
w,=u, L ", =L,"u,
Uy = LY v bzw.  u, = u, L', = L,"u, — (w) = (u,) L= (LT (u

e Lorentz-Transformation eines gemischten Tensors zweiter Stufe

v, = A"M — (v”) ® (uu) =A =

Ao‘/ﬁ, = v¥ug = Lg/v“Lg,uB = Lng, Aaﬁ bzw.

A =% = L7, L ", = LO, A", L' " — A = LAL™'.
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7.5 D’Alembert-Operator

Der D’Alembert-Operator wird auch Quabla-Operator, Wellenoperator, Viereckope-
rator oder Boxoperator genannt und ist folgendermafsen definiert:

s 00

0:=00, = n 527 Do (7.59)
0? o? o? o?
= — — — 7.60
@y @y @ ey
mit
0/0x° 0/0z"
0 | 9/oxt o ap O | —0/0x!
(9& = % = 6/8$2 und 3 =7 W = —6/81'2 . (761)
d/0x? —0/023
Der Operator 0, transformiert sich wie ein kovarianter Vierervektor geméfs
L% 0o =0y mit (L) =L"", (7.62)

der Operator 0% transformiert sich wie ein kontravarianter Vierervektor geméf
LY 9" =0" mit (LY)=L. (7.63)

Folglich ist das Pseudoskalarprodukt aus den beiden Vierervektoren 0% und 9, —
der D’Alembert-Operator — formal ein Lorentz-Skalar und somit lorentzinvariant.
Der D’Alembert-Operator wirkt wie ein Skalar separat auf jede Komponente eines
Vierervektors und erzeugt — eben wegen seiner skalaren Wirkung — wieder nur einen
Vierervektor.

7.6 Klassifikation der Lorentz-Transformationen A

Lorentz-Transformationen lassen die Metrik bzw. den metrischen Tensor des
Minkowski-Raums und das Minkowski-Skalarprodukt invariant. Die Lorentz-Gruppe
bzw. Orthogonale Gruppe O(p(y),q-)) = O(1,3) ist die Gruppe aller linearen
Transformationen, unter denen der Minkowski-Raum invariant ist und fiir die die
Pseudo-Orthogonalititsrelation A'gA = g gilt. Die Lorentz-Gruppe O(1,3) ist all-
gemein nicht kommutativ. Innerhalb der Lorentz-Gruppe O(1,3) bilden die Lorentz-
Transformationen mit der Minkowski-Metrik und mit det L = 1 eine Untergruppe, die
eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe SO(1,3). Lorentz-Transformationen der
Untergruppe SO(1,3) dndern weder die Richtung der Zeitachse noch die Orientierung
der rdumlichen Achsen.
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Die Lorentz-Transformationen der orthogonalen Gruppe bzw. Lorentz-Gruppe O(1,3)
lassen sich im Wesentlichen wie folgt klassifizieren:

I. Homogene Lorentz-Transformationen

1. Uneigentliche Lorentz-Transformationen implizieren Drehspiegelungen =

1.1.

1.2.

detA=—-1.

Raumspiegelung (Paritétstransformation)

o .1 .2 .3\ _P 0 1 2 3
(x,x,x,x)—>(x,—x,—x,—x),
P
('1'07 Ty, Tg, $3) — (x(b —X1, —T2, —.1'3)
mit 1 0 0 0
0 -1 0 0
P = 0 0 -1 0
0 0 0 -1
Zeitspiegelung (Zeitumkehr)
T
(xo, xt, 22 a:g) — (— 20zt 2? 9(:3)
mit ~1.0 0 0
01 0 0
T = 0 010
0 0 0 1

2. Eigentliche orthochrone Lorentz-Gruppe SO(1,3) bzw.
eigentliche Lorentz-Transformationen mit

2.1.

2.2.

det A =41.

Drehungen des dreidimensionalen Ortsraum mit 3 Parametern, den
3 Euler’schen Drehwinkeln, und mit der orthogonalen Drehmatrix D :

0 0 0

A= D

oo o+

Spezielle Lorentz-Transformationen L sind reine Boosts, implizieren
also keine Drehungen, keine Raumspiegelung und keine Zeitumkehr. Die
Koordinatenachsen von S und S’ verlaufen parallel zueinander und die
Relativgeschwindigkeit zwischen S und S’ ist der konstante Vektor o. Die
spezielle Lorentz-Transformation in Standardkonfiguration ist der einfachs-
te Fall. Dabei bewegt sich S” mit |¥| = v ldngs der z-Achse von S.

II. Inhomogene Lorentz-Transformationen (Poincaré-Transformationen)

haben die Form X' =AX+ A

mit der vierdimensionalen Translation bzw. Inhomogenitdt A entsprechend 4 Para-
metern und der homogenen Lorentz-Transformation A entsprechend 6 Parametern.
Die Poincaré-Transformationen haben folglich 10 Parameter.
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7.7 Die Lorentz-Transformation als Rotation

Weil man in der Literatur oft die Lorentz-Transformation in der Darstellung als Ro-
tation findet, wollen wir diese der Vollstdndigkeit halber hier vorstellen.

Wir benutzen dabei der Einfachheit halber die Lorentz-Transformation nur in der
Standardkonfiguration. Und dort, wo die Koordinaten y und z bzw. ¢ und 2’ fiir
das Verstandnis nicht unbedingt erforderlich sind, unterdriicken wir sie. Das bewegte
System S’ fiihrt also eine Translation mit der Geschwindigkeit v ldngs der x-Achse
des Ruhesystems S aus.

Im gewohnlichen Raumzeit-Diagramm ist S := (ct,z,y, 2) ein orthogonales und
S" = (ct',2,y,2") ein schiefwinkliges Koordinatensystem. Die ct’-Achse und die
x'-Achse verlaufen symmetrisch zur Geraden ¢t = = und der Winkel zwischen der
x- und der z’-Achse sei «. Folglich ist der Winkel zwischen der c¢t’- und der z-Achse
w=90° — a.

ct', x'=0
vt/ x=ct

ct
N N Abb. 7.1  Zur Herleitung von tanw = tan(90° — ). Der Winkel w liegt

af Vo X . '
e zwischen der z-Achse und der ct’-Achse.

Es gilt langs der ct’-Achse (ct’, 2/ = 0). Den tanw erhalten wir daraus wie folgt:

, T—uv-t
r=—F/———=0 & z=v-1 =
v2
a2
ct ¢
tanw = tan(90° —a) = — = — .
Xz (%
/x=ct /){’&ct'EO
S i Abb. 7.2 Zur Herleitung von tan . Der Winkel « liegt zwischen der
,;’/"’/0?\ z-Achse und der z’-Achse.
- vt X

Es gilt langs der 2’-Achse (ct’ = 0, 2’). Den tan « erhalten wir daraus wie folgt:

ct—2x
-

v
ct' = =0 & ct=x-- =
c

Nach Minkowski und auch nach Sommerfeld (1909) ldsst sich die Lorentz-Transformation
auch als ,Euclidische Rotation des orthogonalen Koordinatensystems S’ um den ge-
meinsamen Ursprung von S und S” darstellen (siche Abbildung 7.3), wenn man den
rein imaginiren Rotationswinkel ¢ gemaf
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E=F' Abb. 7.3 Zur Lorentz-Transformation als Rotation.

N (et 3 Das orthogonale (z/, T')-Koordinatensystem ist im Ursprung um den Win-
kel @ gegen das (x, T)-Koordinatensystem gedreht, wobei der Drehwinkel

y P und die Zeitachsen imagindr sind gemal}

N <D\ X tan®@:=1%, T =ict, T =ict'.

\ Fiir ein Ereignis E in S bzw. E' in S’ gilt E(x,T) = E'(2',T").

_ 1 _ 1 _
cosP = V1t+tan2¢ \/ z =

1—vs
v P
tan® = i—- =

tan @

: iy :
sin® = wiFreer i o =ipy
o2

einfithrt und die Zeitkoordinaten mit der imagindren Einheit i multipliziert. Die
Lorentz-Transformation erhélt damit die folgende Form:

ict cos® —sin® 0 0 ict v —ify 0 0 ict
x _ |sin®  cos® O O | x| _ [iBy v 00 x
vy | 0 0 10 y | 0 0 10 y |’
2! 0 0 01 z 0 0 01 z
(7.64)
also
/ . : C T — vt
¥ = x-cos® +ict-sin® = y(x+if-ict) = ———, (7.65)
2
)
ict! = —x-sin® + ict-cos® = 7(ict —if-x) = et &2 =
2
ct—*x
of = ——e (7.66)
2
-z

Fir das Linienelement schreibt man in dieser Notation
ds®* = da® +dy? +d2® + (icdt)® = d2’? +dy? + d2? + (icdt')?
= do? +dy? + d2? — 2dt? = da? + dy? + d2? — Adt? .

Die Lorentz-Transformationsmatrix Q) = (gx;) in (7.64) ist eine (eigentliche) orthogo-
nale'® Matrix, d. h. eine Drehmatrix, denn sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

e Die Spaltenvektoren der Lorentz-Transformationsmatrix () stehen senkrecht auf-
einander und haben den Betrag 1.

Skalarprodukt der Spaltenvektoren:
k qkl " dkm = 0 fiirl £m .

Beispielsweise 1. Spalte mal 2. Spalte: —ify?+iBy?=0.

13Uniiblicherweise wird die orthogonale Matrix manchmal auch orthonormale Matrix genannt.
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e Die Zeilenvektoren der Lorentz-Transformationsmatrix () stehen senkrecht auf-
einander und haben den Betrag 1.

Skalarprodukt der Zeilenvektoren:
AT 0 i kA

1)2

Beispielsweise 1. Zeile mal 1. Zeile: 2 + (=i 37)? =2 — %92 = ﬁ =1.

v
2

e Q'=Q" = Q-Q"=1.
( v —iﬁv> . ( o iﬁv) _ ( 72— B2 1672—1572) .
igy v —ify v 1692 =18y —B° +97

e det@ = +1 (d.h.reine Drehung, also keine Drehspiegelung mit det Q@ = —1).

Yoy = (<187) 1By = 7 = B = +1.

Eine dazu aquivalente Form der Lorentz-Transformation als Rotation ist

ct’ coshaw —sinha 0 0 ct
| | —sinha cosha 0 0 x
v | 0 0 10 y |’
Z 0 0 01 z
also mit
coshaw = cos(ia) =  cos®,
sinha = —isin(ia) = —isin@®
schliefslich
¥’ = xcosha —ctsinha = z-cos@+ict-sin®, O (7.67)
' = —zsinha+ctcosha = (7.68)
ict = —izsinha +ictcosha = —z-sin® +ict-cos® . O
Der Punkt 2’ = 0 von S" bewegt sich mit v = 7 in Richtung der z-Achse. Damit
resultiert aus (7.67)
¥ = xcosha —ctsinha = 0 <
ctsinha = rcosha <
sinh x
= =
cosh « c-t
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tanha = > (7.69)

c
und mit (7.69) schliefslich
1 1
cosha = = ,
tanh® o _ %
sinha = tanh a = c .
tanh? o _ w2

Setzen wir diese Beziehungen in (7.67) und (7.68) ein, erhalten wir wieder die Lorentz-
Transformationen (7.65) und (7.66) in der Standardkonfiguration:

v
, - ot
r = - - )
v?2 v?2 v?2
\/ 2 \/ T2 2
v v
- = ct ct—*x
ct’ = c 4 = =

Fiir die Lorentz-Transformation im Zusammenhang mit dem gewohnlichen Raumzeit-
Diagramm (S’ schiefwinklig) gilt

v
tana = —.
c

Fiir die Lorentz-Transformation als Rotation (S’ orthogonal) gilt

tand = i mit P=ia (Sommerfeld) , (7.70)
c

tanha = - (deutlich sichtbar hyperbolisch) . (7.71)
c

Die Aquivalenz zwischen den Darstellungen (7.70) und (7.71) zeigt sich in der Bezie-
hung

v v
tan® = tan(ia) =itanha=i-- <« tanha=-—.
c c
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