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1 Der Unendlichkeitsbegriff

Ortsraume mit mehr als drei Dimensionen kann sich niemand bildlich vorstellen. Eben-
so entziehen sich unendlich grofe Objekte dem (bildlichen) Vorstellungsvermogen. Als
unendlich groft bzw. unendlich ausgedehnt konnen beispielsweise der dreidimensiona-
le Ortsraum und der Parameter Zeit angenommen werden. Und auch der unendlich
kleine (,gegen Null gehende) Abstand zwischen zwei ,benachbarten® reellen Zahlen
auf dem Zahlenstrahl ist nicht bildlich zu erfassen, sondern nur zu schlussfolgern.

Stellen wir uns beispielsweise vor, wir befinden uns in einem begrenzten dreidi-
mensionalen Ortsraum. Dann verlangt unsere Vorstellung (intuitiv), dass sich jenseits
dieser Grenze der Ortsraum fortsetzt. So erstreckt sich nach jeder beliebig gesetzten
Grenze der Raum unserer Vorstellung weiter und weiter. Und wenn wir gedanklich
unendlich viele derartige Raumbegrenzungen nacheinander tiberschreiten, haben wir
den unendlichen Raum konstruiert bzw. geschlussfolgert, ohne ihn als Ganzes bildlich
erfassen zu kénnen. Hinter einer Raumgrenze kann namlich nach unserer Vorstellung
nicht nichts sein. Somit entzieht sich auch das Nichts unserem Vorstellungsvermogen.
Formal-logisch existiert dort, wo nichts ist, das Nichts, also Etwas.

Dieser seltsame Sachverhalt, dass wir durch Uberlegung bzw. logische Schlussfol-
gerungen und Analogien — das heifst durch die Mathematik — unanschauliche Zusam-
menhénge und Objekte beschreiben kénnen, ist eine Grundlage der Theoriebildung
und des Erkenntnisprozesses. So hatte James Clerk Maxwell bereits um 1868 die im
Grunde genommen unsichtbaren elektromagnetischen Wellen mathematisch hergelei-
tet und ihre Existenz vorhergesagt. Experimentell nachgewiesen wurden diese aber
erst von Heinrich Hertz im Jahre 1888.

»Unendlich® (Symbol co) ist also ein unbestimmter Ausdruck und besitzt folglich
in der Mathematik keinen (bestimmten) Zahlenwert.

oo ist keine Zahl sondern ein unbestimmter Ausdruck.

An zwei einfachen Beispielen veranschaulichen wir, wie dies in der mathematischen
Notation zu beriicksichtigen ist. So resultiert der uneigentliche Grenzwert oo in
korrekter Schreibweise
k
z.B. fir ke N* zeR : lim(—)zzl:oo.
+x

z—0

Fiir die Division durch null gilt jedoch bekanntlich

k a=g % nicht definiert .
e

oo heiftt uneigentlicher Grenzwert, weil ihm kein bestimmter Zahlenwert zugeordnet
werden kann. Es ist also {iblich, beim uneigentlichen Grenzwert ,,gleich® unendlich zu
sagen und zu schreiben. Es ist aber nicht korrekt, Unendlich mit einer Zahl gleichzu-
setzen, obwohl man dies in der Literatur gelegentlich findet:

k k

. — Too = (0 nicht korrekt .
Man schreibt korrekt
z.B. fur z € R : lim (i):().
z—oo \ +1



2 Zahlenfolgen

Zahlenfolgen, kurz Folgen, notieren wir wie folgt:

{ax} = a1, ag, ..., ax, ..., a, mit dem Laufindex k € N* |

dem Anfangsglied a; , dem allgemeinen bzw. k-ten Glied a; und dem Endglied a,, .

Beispiele

Ag11 = Ak Vk
= konstante Folge:
5,5,5,...,5

a1 > ap Yk bzw. ap < agp Vk
= monoton wachsende bzw. monoton fallende Folge:

1,3,6,6,6,10,15 bzw. 13,9,8,8,7,6

Q41 > G Vk bzw. Q41 < G vk
= streng monoton wachsende bzw. streng monoton fallende Folge, d. h., der
Nachfolger ist immer grofer bzw. kleiner als der Vorgénger:

1, 3,6, 10,15 bzw. 13,9,8,7,6

ag+1-ap <0 VE
= alternierende Folge:

1, -2, 5, =9, 15, —21, 45

Die bisher aufgefiihrten Folgen sind endliche Folgen. Unendliche Folgen wer-
den durch ihr Bildungsgesetz oder durch drei Fortsetzungspunkte dargestellt:

, 11 1 1 1
R R T I S S S
o) = =120 50 610 1257 216

{a;} = {2"} =2, 4, 8,16, 32, 64, ...

lim ap, =g

k—o00

= konvergente Folge:

Néhern sich die Glieder a; einer unendlichen Folge mit unbegrenzt wachsender
Gliedernummer k immer weiter einer eindeutig angebbaren Zahl ¢, so ist diese
Folge konvergent. g ist der Grenzwert der Folge. Eine konvergente Folge mit

g = 0 heifst Nullfolge. Konstante Folgen sind konvergent.

1\ k-1 1 3 7 15
= 33— (5 =2,2-,25 2- 22 . g=
{ak} {3 (2> } ) 27 47 87 167 v 9 3
1\ k-1 1 3 1 15
= <4 (——) =-3, 4-, —-3-, —4-, -3—, ...; =—4
{ae} { {73 } STy T T T g

Die harmonische Folge {ax} = {%} =1, %, %, %, %, ... und die

geometrischen Folgen {a} = {a; - ¢""'} fiir 0 < |¢| < 1 sind Nullfolgen.



e Eine Funktion f(x) mit einem Sattelpunkt an der Stelle x; ist streng monoton
wachsend bzw. streng monoton fallend, weil es nur einen einzigen Punkt mit dem
Funktionswert f(x,) bzw. der Steigung f'(xs) = 0 gibt, ndmlich den Sattelpunkt.

e Alle Folgen, die nicht konvergent sind, sind divergent, haben also keine ein-
deutig angebbare Zahl als Grenzwert. Dabei unterscheiden wir zwei Arten der
Divergenz. Folgen mit bestimmter Divergenz streben entweder den uneigent-
lichen Grenzwert 400 oder den uneigentlichen Grenzwert —oo an. Deshalb wird
die bestimmte Divergenz auch uneigentliche Konvergenz genannt:

lim ap = +o0 oder lim a, = —00.
k—o00 k—o0

Von unbestimmter Divergenz sprechen wir, wenn eine Folge fiir £ — oo
mehr als einem Grenzwert, mehr als einem uneigentlichen Grenzwert oder sowohl
einem Grenzwert als auch einem uneigentlichen Grenzwert zustrebt. Beispiel:

(o = {1+ 0 ) -

1 2 3 4

1 3 5 7
07+2§7_§7+257_§7+277_17+2§7_57"'

ist eine unendliche alternierende Folge, die in zwei Folgen aufgeteilt werden kann,

wobei eine der beiden Folgen einem oberen Grenzwert g, und die andere einem

unteren Grenzwert gy, zustrebt:

2k
1 3 o5 of _
23,28,22,25, ... = {1+k—+1}
lim 2
2k
lim (1+m>:hm1+ hoo :3—ga7
koo koo lim1+ lim —
k—o0 k—o0
1 2 3 4 2k
0, ——, ——, ——, —= =<1l - —
) 27 37 47 ) { k+1}
. ok . Jim 2
lim l—m = lim 1 — 1:—1:gb.
koo T B2 lim 1+ lim ~
k—oo k—oo



3 Beispiele fiir Folgen und Reihen

{ag }ren~ sei eine Folge bzw. Zahlenfolge.

N
Sy = Zak mit &k, N € N*
k=1
heifst N-te Partialsumme und ist ein Glied der Partialsummenfolge {Sy} . Strebt die
Folge {Sn} fir N — oo gegen einen Grenzwert s, dann ist die unendliche Reihe

Z ar konvergent:
k=1

N 00
N—o
Sy = g ap = — E ap =S .
k=1 k=1

Die Summe einer unendlichen Reihe ist also der Grenzwert der Partialsummenfolge.
Konvergiert eine Reihe nicht, so ist sie divergent.

3.1 Geometrische Folgen und Reihen

Wegen ihrer herausragenden Bedeutung in der Physik betrachten wir im Folgenden
geometrische Folgen und leiten die Formel fiir deren Reihensumme her.
Dabei iibernehmen wir im Wesentlichen den Abschnitt ,,16.3.2. Geometrische Folgen und Reihen“ aus
dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenfacher — Mathematik von Hans Simon, Kurt Stahl und Helmut
Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 458 bis Seite 460.

Fiir geometrische Folgen {a;} gilt:

0 1 2 3 4 k—1
.{ak}:al'Q’ a - q , a - q, a-q, ay-q, cee ai - q y
ai az as aq as ag

aleRyal%Ou qER7Q7éO7Q7é17 keN.

e Der Betrag jedes Gliedes einer geometrischen Folge ist das geometrische Mittel
seiner beiden Nachbarglieder — daher die Bezeichnung geometrische Folge:

Qg ag+1 2

= =q & = a1 A = lak| = ar—1 - ari1 -

A1 Qg

e Die Glieder der geometrischen Folge sind eine Exponentialfunkion der Glieder-
nummern. Deshalb besitzen die Glieder der geometrischen Folgen ein ganz an-
deres Wachstumsverhalten als die Glieder der arithmetischen Folgen.

e Wachstumsverhalten geometrischer Folgen

q > 1 : wachsende Folge,
a >0 = 0<g<1: fallende Folge,
q <0 : alternierende Folge,

g > 1 : fallende Folge,
a <0 = 0 <qg<1 : wachsende Folge,
q <0 : alternierende Folge.
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Fiir endliche geometrische Reihen Zak =Sy gilt:
k=1

Sy =a1+aq+ a1’ +arg® + ... +agV !
=ai(l+q+@+¢+ ... +¢V),

Svoqg=a(qg+@+@+d"+ ... +4V).

Die Subtraktion Sy — Sy -q liefert

Sy(1—¢q) =a; (1 +q+@P+E+ o+
O N-1 _qN)

—q—¢—-¢ - ... —¢q
Sv(l—¢q) =1 (1-¢") <«
N
1—qN qN—l
S = = =
N ;ak a1 1—¢ aq q_17

wie man durch Erweitern des Bruchs mit —1 {iberpriifen kann.

Folglich gilt fiir unendliche geometrische Reihen mit

. N oo fir ¢>1
lim ¢ = . :
N—o0 0 fir0<g<l1
1—g"V fii >0
g>1: lim (a1 a ) _ T _L.lr a ’
N—o0 —q —oo fiir a1 <0,

1—gV 1
ai q = ay , O0<g<1].
1—gq 1—gq

3.2 Die unendliche harmonische Reihe

Wir zeigen, dass die unendliche harmonische Reihe

i1—1+1+1+ —I—l—i-

k-~ 2 3 4 5
k=1

divergiert. Betrachten wir dazu die Partialsumme
.1 1 1 1 1 1 1 1

Sg=Y) —=14 - +z+-+z+-+-+=
k::lk 2 3 45 6V7 8
1 02>% 03>%



om

mit 1
e ¥
k=2m—141
und dem Laufindex m € N* fiir ¢. Am Beispiel von
23
1
ne Y L
k=221

stellen wir fest, dass in o3 die Anzahl der Summanden 2% — 22 = 4 betrigt und dass

der kleinste Summand 2% = % ist. Allgemein gilt also fiir

om : Anzahl der Summanden: 2™ —2m~!

1
kleinster Summand: om mit 2™ =k

1 1 1
m> 2m_2m71__:1__:_.
= omz( ) 272
Die Partialsummen sind folglich
S —1+1+1+1+1+ +1—I— -I—l
Mo T35 k N

=1+4+o01+oy+o3+ - +0,+ -+ tou

M
SN:1+ZO'm mit N:2M2>M:log2N,
m=1

1
Fir N — oo geht auch M — oo, sodass die Partialsummenfolge {Sy} nicht
beschrénkt ist und somit die unendliche harmonische Reihe geméf ZE — o0
k=1

divergiert.

3.3 Die unendliche Teleskopreihe

Die unendliche Teleskopreihe

b
||
I\




Folglich ist auch die unendliche Reihe

ii—u L R _
k24 9 16 2 6

_ 1 1 1
<l=15tzztzatzst

konvergent, wie der Vergleich mit der Teleskopreihe beweist.
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4 Paradoxon des Zenon - Standardbeispiel fiir ein
Grenzwertproblem

Achilles (entsprechend Index A) und die Schildkréte (entsprechend Index B) sollen
einen Wettlauf bestreiten. Achilles 1auft mit der Geschwindigkeit v4, die Schildkro-
te ist natiirlich langsamer und kriecht mit der Geschwindigkeit vp = % - vy , Wobei
k > 1 gilt. Deshalb gewédhrt Achilles der Schildkréte einen Vorsprung der Lange a.
Beide starten zum selben Zeitpunkt ¢ = 0, Achilles am Streckennullpunkt s = 0 und
und die Schildkréte am Streckenpunkt s = a. Der Wettlauf wird jetzt in (zeitliche)
Beobachtungsschritte eingeteilt:

1. Teilschritt:
Achilles legt die Strecke a zuriick und erreicht s = a.
Die Schildkrote legt die Strecke a - % zuriick und erreicht
_ 1
s=a+ta-z.

2. Teilschritt:
Achilles erreicht s =a + a -
Die Schildkrote erreicht s = a + a - % +a-
s=a+a-t+a- s

=

1.1
% also

3. Teilschritt:
Achilles erreicht s =a + a - % +a- L.
Die Schildkréte erreicht
s=a+a-t+a-m+a s

N. Teilschritt: !
Achilleserreichts:a+a-%+a-ki2+---—l—a-k]v—1,l.
Die Schildkrdte erreicht
S:a_i_a.%_i_a.k%+a.#+...+...+a.w%l+a.k%'

Und so geht es mit immer kiirzer werdenden Teilschritten unendlich weiter. Obwohl
der Vorsprung der Schildkréte sehr schnell schrumpft, behélt sie bei jedem der un-
endlich vielen Teilschritte einen Vorsprung, also z. B. beim N-ten Teilschritt den Vor-

Sprung von a - 7.

LN ist eine frei wihlbare aber feste positive ganze Zahl. n ist der Laufindex. Beim Grenziibergang
N — oo ,yerschwindet” a - ki,\, Man darf nicht ,,/N = 0o schreiben, den oo ist keine Zahl sondern ein
unbestimmter Ausdruck. N — oo ist in diesem Zusammenhang dquivalent zu n — oo.

11



Es stellt sich die Frage, wie es moglich ist, dass Achilles trotz der erforderlichen un-
endlich vielen Teilschritte mit jeweils verbleibendem Vorsprung der Schildkréte, diese
dennoch bei einem bestimmten Streckenpunkt s einholt bzw. iiberholt. Es gibt zwei
Moglichkeiten zur Auflosung dieses Paradoxons:

1) Erfahrung bzw. experimentelle Methode - Beriicksichtigung des Ge-
schwindigkeitsunterschiedes

Erfahrungsgeméf holt Achilles die Schildkrote selbstverstéandlich ein, weil seine Ge-
schwindigkeit k& mal grofer ist als die der Schildkrote. Diese Tatsache kann man wie
folgt zeigen:

Zum Zeitpunkt t, in dem Achilles die Schildkréte einholt, hat Achilles mit seiner
Geschwindigkeit v4 = k-vp die Strecke s = vy -t = k-vp -t zuriickgelegt, wahrend die
Schildkrote mit ihrer Geschwindigkeit vg nur die Strecke s — a = vp - t zuriickgelegt
hat. Wir bilden die Gleichung fiir ¢ und l6sen nach s auf:

s s—a v S—a a 1 a 1 k-1
VA vB VA s s k S k k
k
s=a-
k—1

2) Mathematische Methode der Grenzwertbildung

Auf diese Form der Auflésung des Paradoxons kommt es uns in diesem Zusammenhang
an. Wie oben dargestellt, hat Achilles nach N Teilschritten den Streckenpunkt

+ 1+ 1—|— + ! 1+1+1+ + ! Nzll
S =aqa a- — a - — a - =q- — PR =q- J—
k k2 kN*l k kQ k;N*l kn

erreicht, wihrend die Schildkréte mit dem verbliebenen Vorsprung a - ;%N den Stre-
ckenpunkt

11 1 1 1 1 1 1 N
S = a_i_a%_'_a/ﬁ_'_ . .+a'kN—1+a'k_N =qa 14+ % + ﬁ + .+ kN—l + k_N — a.z

erreicht. Untersuchen wir jetzt s nach unendlich vielen Teilschritten, also fiir N — oc.
Nach der Mengenlehre ist co = co—1. Deshalb gilt nach unendlich vielen Teilschritten
sowohl fiir Achilles als auch fiir die Schildkrote die

=1
unendliche Reihensumme s=a - Z =h
n=>0

Zwischenrechnung:
N-1
Sy = Z ™ heifst die Reihensumme der endlichen geometrischen Reihe. Diese wollen

n=0
wir zunéchst berechnen. Dabei beriicksichtigen wir ;%0 = % =1
1 1 1 1 1
Sn=igtrt ottt s

12



1
mit — multipliziert liefert

# von Sy und erhalten

SN—(SN%>=SN<1_%>:

Jetzt subtrahieren wir Sy -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
prEte et )Gt etet ot )T T e T
Auflésen nach Sy ergibt schliefslich
1
1— —
Sy = —&T
N 1
1— =

Die geometrische Folge {4} ist fiir & > 1 eine Nullfolge. Dies verwenden wir bei der

Grenzwertbilung von Sy fiir N — oo:

1
N-1 11— — o
. . 1 : kN 1 k 1
Jim Sy = lim B oS = lim = 1—;{_1—2@'
n=0 1—E 1_E n=0

Zwischenergebnis:
Fiir die Reihensumme der unendlichen geometrischen Reihe gilt somit

°°1

Dieses Zwischenergebnis setzen wir in die unendliche Reihensumme s ein und erhalten
ebenfalls das mit der Erfahrung iibereinstimmende Resultat

= 1 k 1
:ok —1 -+

Dieses spezielle Ergebnis stimmt tiberein mit der Gleichung (1) der allgemeinen Her-

leitung im Abschnitt 3.1.

13



Schlussfolgerungen aus dem Paradoxon des Zenon

1. Eine unendliche Reihe kann eine endliche Summe haben. Im Fall des Zenon-

Paradoxons handelt es sich um die geometrische Reihe a - Y7 | 7= mit k > 1.

2. Die durchlaufene Wegstrecke bis zum Einholpunkt kann beliebig bzw. unendlich
oft in Vorsprungsteilstrecken der Schildkrote unterteilt werden, ohne dass die
durchlaufene Wegstrecke dadurch unendlich lang wéare bzw. ohne dass unendlich
viel Zeit erforderlich wére, um sie zuriickzulegen.

3. Sinngeméf lasst sich dieses Grenzwertproblem wie folgt veranschaulichen:
Die Reihenglieder gehen mit wachsendem Laufindex n schneller gegen Null als
die Anzahl N der Glieder gegen Unendlich, so dass die Glieder am Ende zur
Reihensumme nichts mehr beitragen und die Reihe einen endlichen Grenzwert
besitzt.

14



5 Grenzwertsatze

Fiir den Laufindex k schreiben wir jetzt n, weil wir in der folgenden Rahmenbox den Abschnitt
,16.4.2.4. Grenzwertsétze* aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenficher — Mathematik von Hans
Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 465,

teilweise zitieren.

Die vier folgenden Grenzwertsitze gelten nicht nur fiir Zahlenfolgen, d. h. fiir diskrete
Funktionen wie beispielsweise

{an} = f(n), nel,

sondern auch fur kontinuierliche Funktionen wie z. B.

y = f(z), z,yeR.

Bei der Bestimmung von Grenzwerten gewisser Zahlenfolgen sind mitunter umformende Ope-
rationen erforderlich, die Beziehung zu den vier Grundrechenoperationen haben. Sie werden
durch vier sog. Grenzwertsétze festgelegt, die hier ohne Beweis mitgeteilt seien:

Sind {a,} und {b,} zwei konvergente Zahlenfolgen, d.h., existieren li_)rn a, und li_>m b, als

eindeutig feststellbare Zahlen, so sind auch die Zahlenfolgen {a, + b,}, {an — bn}, {an - bn}
und (unter gewissen Bedingungen) {Zn} konvergent, und ihre Grenzwerte fiir n — oo lassen
sich aus den Grenzwerten der Folgen {a, } und {b,} folgendermafen berechnen:

I. lim (a, +b,) = lim a, + lim b,
n— 00 n— 00 n— 00

II. lim (ap —b,) = lim a, — lim b,
n—o0 n—o0 n—o0

II1. lim a, - b, = lim a, - lim b,

n—oo n— oo n—oo
a lim a,,
IV. lim -2 =222 falls b, # 0 fiir alle n und lim b, # 0.
n— 00 bn lim bn n—00
n— oo

Bei der Bestimmung von Grenzwerten mit Hilfe dieser Séatze ist zweierlei wichtig:

1. solange der Grenzwert noch nicht gebildet, das lim-Symbol also noch vorhanden ist, kann
der unter diesem stehende zu untersuchende Ausdruck noch in iiblicher Weise, selbst unter
Einbeziehung der die Grenzwertbildung verursachenden Grofe n, arithmetisch umgeformt
werden.

2. Der Grenzwert einer konstanten Zahlenfolge ist gleich dieser Konstanten.

Beachte:

Die Umkehrung der Grenzwertsétze ergibt keine wahre Aussage. So folgt z. B. aus der Kon-
vergenz von {a, + b, } nicht unbedingt die Konvergenz von {a,} und {b,}. Fiir IV. folgt aus
lim b,, = 0 nicht unbedingt die Nichtkonvergenz der Folge Z—n

n
Die fiir Zahlenfolgen giiltigen Grenzwertsétze ...gelten sinngeméfs auch fiir Grenzwerte von

Funktionen. Die Grenzwertsitze konnen oft mit Vorteil bei der Bestimmung von Grenzwerten

von Funktionen herangezogen werden.
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An vier einfachen Beispielen zeigen wir den Ubergang von den Folgen (diskreten Funk-
tionen)
f(n)={a,}; neN" a, eR
auf dem Definitionsbereich N* zu den zugehorigen kontinuierlichen Funktionen (im
Folgenden nur noch kurz Funktionen genannt)
fl@)=y; yreR

auf dem Definitionsbereich R:

{an} = {n*} — y=1a,
) ={;] — y=1
{an} ={a1-¢""} — Y= % q",

{a,} ={ar+(n—1)b} — y=b-x+a—b.

Weil man Folgen in Funktionen iiberfiihren kann, lassen sich die vier Grenzwertséitze
auch auf Funktionen anwenden.

Grenzwerte von elementaren Funktionen

Bei den trigonometrischen Funktionen, der Potenz-, Wurzel-, Exponential- und Lo-
garithmusfunktion ist der Grenzwert an jeder Stelle des Definitionsbereichs D gleich
dem Funktionswert:

lim f(z) = f(zo0), x0€D :

T—T0
lim sinz = sinxg, D =R
Tr—xT0
lim cosz = cosxg, D =R
T—T0
3 5
lim tanxz = tanxg, D =R\ :I:z, +—m, £=m, ---
T—T0 2 2 2
lim cotz = cotxg, D =R\ {0, £7, £27, £37, ---}
Tr—xTQ
lim z" = (zo)", n e Z*
Tr—xT0
lim {L/E = /X , D =Ry, née€ Ny
T—x0 - -
lim a” =a" ae€ R\ {1}
Tr—T0
lim log,(x) = log,(zo) , D =R.y, a€ R\ {1}
Tr—xT0
Betragsfunktion

Den Grenzwert der Betragsfunktion bestimmt man, indem man zuerst den Grenzwert
der zugehorigen Funktion ermittelt und anschlieftend den Betrag bildet:

lim [f(x)] = | lim f(z)

T—T0 T—rT0
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Verkettete Funktion
Den Grenzwert

lim h(f(x)) — b

T—T0

der verketteten Funktion

h(f@) = h(y) mit y=f()

bestimmt man, indem man zuerst den Grenzwert der inneren Funktion y = f(x)
gemafs

lim f(z)=a

Tr—T0

ermittelt und anschlieffend den Grenzwert der duferen Funktion an der Stelle a , dem
Grenzwert der inneren Funktion, berechnet gemaf

limh(y) =b.
y—a
Beispiel: verkettete Funktion: h( f (:1:)) = Vsinz .
innere Funktion: flz) =y =sinzx,
dufere Funktion: h(y) =y .
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6 Verhalten und Grenzwerte von Funktionen

6.1 Konvergenz, Divergenz und Grenzwerte fiir + — +oo

Allerdings ist zu beriicksichtigen, dass der Definitionsbereich von Funktionen sowohl
in positiver als auch in negativer Richtung unbeschrénkt sein kann, wiahrend der De-
finitionsbereich von Folgen, wenn {iberhaupt, nur in positiver Richtung unbeschrénkt
ist. Deshalb kann eine Funktion sowohl fiir x — 400 als auch fiir xt — —o0 konvergent,
uneigentlich konvergent (divergent) oder zu einer Seite konvergent und zur anderen
Seite uneigentlich konvergent (divergent) sein:

y =tanhx = lim tanhx =+1 — Konvergenz fiir xt — +o00,

T—300

y==x = lirjlg r =100 — uneigentliche Konvergenz fiir x+ — 400,
T—>1T00

Y=o o lim o — —+00 uneigentliche Konvergenz fiir v — +o0
z =400 0 Konvergenz fiir xt — —oo ’

Eine Funktion f(z) ist unbestimmt divergent, wenn sie, wie beispielsweise bei der
Sinusfunktion, fiir + — +o00 zwischen zwei Zahlenwerten schwankt und sich dabei
keiner Zahl annéhert, sodass kein Grenzwert existiert: y = f(z) = sinz mit dem
Definitionsbereich —oco < & < 400 und dem Wertevorrat —1 <y < 1.

6.2 Konvergenz, Divergenz und Grenzwerte fiir + — x

Sind Funktionen f(z) an eindeutig angebbaren Stellen z, nicht definiert, so besitzen
sie an diesen Stellen Definitionsliicken (kurz Liicken) bzw. Unstetigkeiten. Deshalb
werden Definitionsliicken auch Unstetigkeitsstellen genannt. Die Definitionsliicken wer-
den nach dem dortigen Funktionsverhalten eingeteilt.

6.2.1 Hebbare Definitionsliicken

Hebbare Liicken sind Definitionsliicken an eindeutig angebbaren Stellen x , die durch
Umformen des Funktionsterms und anschliefende Grenzwertbildung lim f(z) = ¢
T—xTQ

behoben bzw. geschlossen werden konnen. Durch Einsetzen von g in die Funktion
f(z) an der Stelle xy erhalten wir eine stetige Funktion. Funktionen mit hebbarer
Liicke konvergieren von beiden Seiten der Liicke gegen den (endlichen) Grenzwert
g.

2_4
Beispiel: y = * 5 Definitionsliicke an der Stelle x = z¢y = 2.
x

24 2)(x — 2
g = lim Z = lim (z+2)@—2)
xﬁ\2$—2 x—2 :L'—Q

= lim(z+2) = 4.
T—2

Die Liicke an der Stelle xq = 2 kann durch Einsetzen von g = 4 geschlossen und damit
die Unstetigkeit der Funktion f(x) behoben werden.
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6.2.2 Nicht hebbare Definitionsliicken

e Sprungstellen mit endlicher Sprunghdhe

2
Beispiel: y = ool Definitionsliicke an der Stelle z = 2y = 0.

x

2
Grenzwert von rechts: ¢, = lim - =0
z—0+ ] + r
mit  Jim 27 = 2Mme0s = 9% = o
20
. ) 2
Grenzwert von links: ¢ = lim - =2
z—0- ] + 2%
. : 1 . _1 1 1
mit hrgl 2z = 1110112 = = T =,— =0.
<0 250 91812(1) 2= o0
. - 1
Auferdem gilt mit lim — =0:
rz—+oo I
2
lim =1.

z—stoo 1 _ 9%

Die (endliche) Sprunghdhe an der Stelle xy = 0 ist somit gleich 2 und die
Funktion strebt fiir 00 gegen 1.

e Sprungstellen mit unendlicher Sprunghdhe

Sprungstellen (Definitionsliicken) mit unendlicher Sprunghohe sind Unendlich-
keitsstellen einer Funktion, in deren Néahe die Funktionswerte von der einen
Seite gegen den endlichen Grenzwert g und von der anderen Seite gegen den
uneigentlichen Grenzwert +o0o oder —oo streben.?

Beispiel:

Yy = 10+ besitzt die Sprungstelle x = xq = 0. Dort strebt der linke Funktionsast
gegen den Grenzwert g = 0 und der rechte gegen den uneigentlichen Grenzwert
+oo. Filir # — 400 geht die Funktion gegen 1.

e Polstellen (kurz Pole)

Eine Unendlichkeitsstelle xq, an der eine Funktionen f(x) sowohl einen links- als
auch einen rechtsseitigen uneigentlichen Grenzwert hat, heift Polstelle und man
sagt, die Funktion f(z) besitzt an der Stelle xy einen Pol. Strebt f(z) an der
Stelle x5 von beiden Seiten gegen 400 oder —oo , handelt es sich um eine Polstelle
ohne Vorzeichenwechsel. Strebt f(x) an der Stelle xy von der einen Seite gegen
+o00 und von der anderen Seite gegen —oo , handelt es sich um eine Polstelle mit
Vorzeichenwechsel. Die Vielfachheit der Nullstellen einer rationalen Funktion ist
gleich der Ordnung der Polstellen — Polstellen mit Vorzeichenwechsel besitzen

2Uniiblicherweise werden Sprungstellen mit unendlicher Sprunghdhe auch als einseitige Polstellen
bezeichnet. In Analogie dazu werden Pole dann zweiseitige Polstellen genannt.
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also eine ungerade und Polstellen ohne Vorzeichenwechsel eine gerade Ordnung.
Polstellen gehoren zu den isolierten Singularitéiten.
Beispiele:

y = % besitzt die Polstelle x = zy = 0. Dort strebt der linke Funktionsast
gegen —oo und der rechte gegen +oco. Es handelt sich um eine Polstelle mit
Vorzeichenwechsel (erster bzw. ungerader Ordnung).

Yy = x—IQ besitzt die Polstelle x = o = 0. Dort strebt die Funktion, also sowohl
der linke als auch der rechte Funktionsast, gegen +o0o. Es handelt sich um eine
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel (zweiter bzw. gerader Ordnung).

Definitionsliicken (Unstetigkeitsstellen) mit unendlicher Sprunghdhe lassen sich nicht
schliefsen, d. h., sie sind nicht hebbar.
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7 Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen

Siehe und vergleiche Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 1,
10. Auflage, Verlag Vieweg, 2001, Abschnitt 4.2 und 4.3, Seite 169 bis Seite 178.

Definition: Grenzwert einer Funktion fiir x — xg

Ist eine Funktion f(z) in einer Umgebung von xy definiert und gilt fiir jede im
Definitionsbereich der Funktion liegende und gegen die Stelle xy konvergierende
Zahlenfolge {z,} mit z,, # 0 stets

hm f(ﬂjn) :gv

n—oo

so heifst g der Grenzwert von f(z) an der Stelle zq, d.h., der Grenzwert g ist
gleich dem Limes von f(z) fiir z gegen zy:

g= lim f(z).

T—TQ

f(z) muss nicht an der Stelle z( selbst, aber unbedingt in der Umgebung von z
definiert sein! Beispielsweise besitzt die gebrochenrationale Funktion

|
eine Definitionsliicke (Unstetigkeitsstelle) an der Stelle = 25 = —1, allerdings mit
dem dortigen Grenzwert
.ot —1 . (r+1D(z—-1) ‘

Wie man sieht, ist diese Definitionsliicke hebbar, sodass mit g aus der unstetigen
Funktion f(z) die stetige Funktion

r? -1
flx) = 1:$—1 fir =z # -1
o) = T+ —z—1 VR
g=—2 fir x=-1

resultiert.

Definition: Grenzwert einer Funktion fir x — +oo

Besitzt eine Funktion f(x) die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Funktionswerte
{f(z,)} fiir jede tber alle Grenzen hinaus wachsende bzw. kleiner werdende
Zahlenfolge {z,} mit x,, € D gegen eine Zahl g strebt, so heift g der Grenzwert
der Funktion fiir z — oo bzw. fir ¢ — —o0:

lim f(z) =g bzw. lim f(z)=g.

T—00 T—r—00
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Die nicht endlichen Grenzwerte 400 und —oo heifsen uneigentliche Grenzwerte.

Rechenregeln
Die Rechenregeln fiir Grenzwerte g von Funktionen f(z) gehen hervor aus den
Grenzwertgesetzen fiir Zahlenfolgen. Voraussetzung fiir ihre Giiltigkeit ist die
Existenz der Grenzwerte.
e lim [C- f(z)]=C- [ lim f(a:)] (C : Konstante) (2)
Tr—xTQ T—T0
e lim [f(z)+g(z)] = lim f(z) % lim g(z) (3)
T—rT0 T—T0 T—rT0
 Jim () o) = | Jim f@)] - | Jim o(o) @
lim f(z)
e lim /() =% lim g(z) #0 (5)
z—zo | g(T) lim g(x) z—wo
T—rT0
o Jim {/F() = /T [(a) (6)
o lim [f(z)]" = [lim f(x)r (7)
Tx—x0 T—x0
; f@)] = Mlimeag f(2)]
° xll)rgo [a } =a 0 (8)
e lim [log, f(z)] =log, [ lim f(x)} (9)
T—x0 T—T0
Diese Regeln gelten in gleicher Weise fiir Grenzwerte x — +o00 und x — —o0.

Grenzwerte von Funktionen lassen sich nicht nur rein rechnerisch, sondern manchmal
auch durch logische Schlussfolgerungen ermitteln, wie wir im folgenden Standardbei-
spiel mit der Anwendung des Einschliefsungssatzes demonstrieren.

Beweis fiir )
lim 200 = 1 (10)
z—0 2

Wie man leicht graphisch veranschaulichen kann, gelten fiir den Winkelbereich (im
Bogenmaf?) 0 <z < % die Ungleichungen

. :sinzx T 1
sinz < x < tanz — 1 < — < .
sin x COS T

Reziprok resultiert daraus die Ungleichung
sin x

1> > COSZT .

X

3Winkel werden in der Wissenschaft vorzugsweise im Bogenmaf ¢ angegeben. Der Vollwinkel (des

Vollkreises) betragt ¢ = 2mrad und ergibt sich aus dem Kreisradius » und der Bogenldnge b des
Kreisumfangs 27 - 7 = b mit @voliwinkel = 2 = Q’TTT = 27 . Allgemein ist also das Bogenmaf ¢ = &

T T’

Die dimensionslose Mafeinheit ,rad“ (Radiant) wird allgemein nicht angegeben.
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Mit den Grenzwerten lir% 1=1und lin% cosx = 1 muss auf Grund des Einschlieffungs-
— —

. sinx
satzes auch der Grenzwert lim —— = 1 gelten.
z—0

8 Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen

Zu diesem Thema zitieren wir in den folgenden zwei Rahmenboxen auszugsweise den Abschnitt
,17.4. Stetigkeit von Funktionen* und den Abschnitt ,18.1.1.5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit”
aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenfacher — Mathematik von Hans Simon, Kurt Stahl und
Helmut Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 476 und Seite 485.

17.4. Stetigkeit von Funktionen

Definition

Eine Funktion y = f(x) heifft stetig an der Stelle x = z,, wenn gleichzeitig folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:

1. An der Stelle z = z, existiert ein endlicher zweiseitiger Grenzwert g.
2. Die Funktion ist an dieser Stelle erklart.
3. Der Funktionswert ist an dieser Stelle gleich dem Grenzwert g, also

g= wlgggf(m) = f(zg)-

Trifft das bei einer Funktion fiir alle Stellen in einem gewissen Intervall zu, so wird die Funktion
stetig in diesem Intervall genannt. Wenn eine Funktion an einer Stelle x = z, nicht stetig
ist, so heift sie dort unstetig. Es gibt verschiedene Arten von Unstetigkeit. Besonders wichtig
sind die folgenden:

1. Sprung: An dieser Stelle existieren zwei verschiedene einseitige Grenzwerte g; # g, ... .

2. Pol: Sowohl links- als auch rechtsseitiger Grenzwert sind uneigentliche Grenzwerte.
Dabei ist es unwesentlich, ob diese libereinstimmen oder nicht.

3. Liicke: In diesem Fall existieren an dieser Stelle zwei gleiche einseitige Grenzwerte
g1 = gr , die Funktion selbst ist dort aber nicht erklart ...

Das Stetigkeitsverhalten héngt u. a. vom betrachteten Intervall ab.

Beispiel
Die Funktion y = 27! ist stetig fiir 0 < # < +o0o und fiir —oo < z < 0, sie ist
unstetig an der Stelle x = 0 (Pol).

Sicher sind die Funktionen y = ¢ und y = z im Intervall —co < z < +oo stetig. Da aber als
Folge der Grenzwertsétze mit zwei im Intervall @ < x < b stetigen Funktionen f;(z) und fa(z)

auch die Funktionen fi(x) + fo(x), fi(z) - fo(x) und [falls fo # 0]

stetig sind, folgt hieraus:

in diesem Intervall

fi(z
fa(z)
1. Alle ganzrationalen Funktionen sind fiir —oo < z < 400 stetig.

2. Die gebrochenrationalen Funktionen sind dort unstetig, wo die Nennerfunktion ver-
schwindet. In den Zwischenintervallen sind sie stetig.
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18.1.1.5. Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ist eine Funktion y = f(x) an der Stelle x = zy und in einer solchen Umgebung erklért, daf
auch x = z¢ + h darin liegt, so gilt:

Floo )~ flag) = LEF D=0 s

Ist f(x) an der Stelle z = xo aukerdem differenzierbar, so folgt ... unter der Voraussetzung,
daf die Grenzwerte existieren:

h) —

fim o+ 1) = fim ftzo) = (a0 i
= f/(.lfo)'o =0.

Also gilt }lllrr%) fleo+h) = %irr}) flxo) = f(zo).

— —
Das ist aber (vgl. 17.4.1.) die Bedingung fiir die Stetigkeit von y = f(x) an der Stelle x = xo
die offenbar aus der Differenzierbarkeit folgt.

e Ist eine Funktion y = f(x) an der Stelle x = z( differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

Beachte:

1. Die Umkehrung dieses Satzes ergibt keine wahre Aussage; eine an einer Stelle stetige
Funktion braucht dort nicht unbedingt differenzierbar zu sein.

y=flz)=lz|

Diese Funktion ist an der Stelle z = xg = 0 zwar stetig, aber dort nicht differenzierbar, da

{f(ﬂ?o +h) = f(xo)
h

Beispiel

} fiir verschiedene Nullfolgen {h,,} verschiedenen Werten, ndmlich

+1 und -1, zustrebt, also lim fl@o + 1) = flao)
h—0 h

nicht existiert.

2. Die Existenz einer Tangente in einem Punkt des Bildes einer Funktion bedeutet nicht,
daf diese an dieser Stelle unbedingt differenzierbar sein miifte.

Beispiel

Das Bild der Funktion y = y/z hat im Punkt 0 (0;0) die y-Achse zur Tangente. Als
Differentialquotient ergibt sich aber:

g Y20+ R =y . (Vao £ h— Vo) - (Vi + i+ /o)
h—0 h h—0 h- (Voo +h+ /o)
= lim 2ot h = o = lim h
RSO R (Voo T B+ D) B (Voo T+ )
= lim 1 L

h—=0+/xg + h 4+ /xg - 2T

Dieser Ausdruck ist aber fiir x = xg nicht erklart.

Stetigkeit ist notwendig aber nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit —
Differenzierbarkeit ist nicht notwendig aber hinreichend fiir Stetigkeit.

Die Differenzierbarkeit einer Funktion f(x) an der Stelle z = xy bedeutet, dass die
Funktionskurve an dieser Stelle eine eindeutig bestimmte Tangente mit endlicher
Steigung besitzt.
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Definition nach <www.math-grain.de> :

Eine Funktion ist an einer Stelle nicht differenzierbar, wenn dort die linksseitige
und die rechtsseitige Ableitung verschieden sind. Bei einer Knickstelle ist das immer
der Fall. Liegt eine solche Knickstelle in einem Intervall I, so wird die Funktion als
nicht differenzierbar im Intervall I bezeichnet.

Standardbeispiel Betragsfunktion:

Die Betragsfunktion f(z) = |z| ist an der Stelle z = z zwar stetig, aber nicht differen-
zierbar. Um dies zu zeigen, zerlegen wir die Betragsfunktion die zwei abschnittsweise
definierten Teilfunktionen g und h:

gx)=—z fir <0 bzw. fir =<0
h(x)= =z fir >0 bzw. fir >0

fz) = |z = {
An der Knickstelle x = 2y = 0 stimmt die linksseitige Ableitung

JL0) =¢'(0) = g'(x) = -1

nicht iiberein mit der rechtsseitigen Ableitung

FL(0) = W(0) = W(z) = 1.
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9 Das Rechnen mit Differentialen

Ohne die Beherrschung zumindest der Grundlagen der Differential- und Integralrech-
nung als Teilgebiete der Analysis ist eine tiefergehende Beschéftigung mit physika-
lischen Problemen kaum vorstellbar. Deshalb ist es ggf. ratsam, sich entsprechende
Kenntnisse evl. auch im Selbststudium anzueignen. Hierfiir besonders geeignet ist fiir
den Anfang z. B. das Springer-Lehrbuch Mathematik fiir Physiker von Klaus Weltner.

Ohne den Anspruch auf mathematische Vollstédndigkeit wollen wir die Begriffe Diffe-
rential und Differentialquotient anhand der Abbildung 1 und anschliefsend die Begriffe
bestimmtes und unbestimmtes Integral skizzieren.

s ‘ s(t)
StAs
s+ds ,/

/ At=dt ;A
— s s

0 to ot At t

Abb. 1 Geometrische Veranschaulichung der Differentiale ds und dt¢ sowie des Differentialquo-
tienten ds/dt = tan o im Punkt s(tg) der Funktion s(t).

9.1 Differentialrechnung

Gegeben sei eine glatte Funktion s(t), also eine stetige, von ¢ abhédngige Funktion ohne
,Knick“. Beispielsweise kann die unabhéngige Variable ¢ die Zeit und die abhéngige
Variable s die in der Zeit zuriickgelegte Wegliange sein. Wahrend die Zeit ¢ ausgehend
von to um At (Strecke OQ) fortschreitet, #ndert sich die Funktion s(t) um As =
s(to+At)—s(ty) (Strecke QP). Jetzt legen wir im Punkt s(to) (Punkt O) eine Tangente
an die Kurve s(t). Die Tangente schneidet die Strecke OP im Punkt R. Die Strecke

QR =: ds

ist die geometrische Darstellung des Differentials der Funktion s(¢) bzw. des abhén-
gigen Differentials. Fiir das zugehorige Differential des Arguments bzw. der unab-
héngigen Variablen ¢, also fiir das unabhingige Differential, hatten wir dabei die
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Strecke o
0Q =: At=dt

gewéihlt.

Das Differential ds ist folglich die lineare Niherung fiir die Anderung As . Die
Néaherung ist um so besser, je mehr sich der Punkt () dem Punkt O ndhert bzw. je
kleiner wir das Differential d¢ wihlen. Bei linearen Funktionen s(t) ist die Tangente an
jeden Punkt der Kurve identisch mit der Kurve selbst, so dass in diesem Fall ds = As
gilt.

Der Quotient aus den Differentialen ds und dt beziiglich s(ty), also der Differen-
tialquotient ds/dt an der Stelle ¢, ist geometrisch die Steigung tan o der Tangente
an den Kurvenpunkt s(¢y) (Abbildung1). Je kleiner wir im Differenzenquotienten
As/At das Intervall At wéhlen, desto mehr néhert sich der Differenzenquotient dem
Differentialquotienten an, sodass fiir den Differentialquotienten von s(¢) an der Stelle
to gllt

ds
dt

As

m ——-
At—0 At

— lim S(t() + At) — S(to)

!
to At—0 At -7 (t(]) '

to

Diesen Grenzwert konnen wir fiir alle ¢ aus dem Definitionsbereich der Funktion s(t)
bilden, so dass wir eine Funktion des Grenzwertes bzw. des Differentialquotienten in
Abhéngigkeit von t erhalten. Diese Funktion heifst Ableitung

() = dz—gf) i 25 g S0 AA’Z =) _ (11)

A0 At A0

der Funktion s(t) . Die Ableitung s'(¢) der Funktion s(t) liefert uns fiir jeden Zeitpunkt
t die momentane Anderung des Weges s pro zugehoriger Anderung der Zeit ¢, also

die Geschwindigkeit

ds
)y =s(t) = —.
ot) =) =

Die Ableitung bzw. momentane Anderung von s zu einem bestimmten Zeitpunkt
t = to ist schlieflich die Anderung von s pro Zeiteinheit?, also die Geschwindigkeit
v, zum Zeitpunkt ¢ entsprechend der Tangente an die Kurve s(¢) an der Stelle .
Diese Tangente ist der Graph einer linearen Weg-Zeit-Funktion mit der Steigung bzw.
Ableitung v(t) .

Ausgehend von (12) schreiben wir fiir das abhéngige Differential, d. h. fiir das Weg-
langendifferential

(12)

ds = §'(t)dt = v(t)dt .

9.2 Integralrechnung

Wir wollen jetzt aus der Funktion s'(¢) die Anderung As in den Grenzen von t, und ¢
berechnen. Dazu teilen wir At in N Abschnitte At;, so dass Zf\il At; = At. Wenn die
Teilbereiche At; klein im Vergleich zu At gewéahlt werden, erhélt man mit je einem

A
4Man kann sich iiberlegen, dass ein Quotient N immer die Anzahl der Z-Einheiten pro (einer)
N-Einheit ergibt.
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Funktionswert §'(t;) aus jedem Teilbereich At; die Ndherung bzw. die Riemann-
Summe

N N ds N
; (t:) ;dt , Z:; (t:) (13)

Je kleiner wir die Intervalle At; in der Riemann-Summe wéhlen, desto grofer wird
die Anzahl N der Intervalle in den Grenzen von ty bis t; + At und desto besser
wird die Ndherung. Im Grenzfall fiir At; — 0 bzw. N — oo erhalten wir aus der
Niherungsgleichung (13) die exakte Anderung As :

N
At — o(t:) - At Atlgoz;v@l) ti
to+At to+At s(to+At)

_ /Qﬂ®M: /zﬁﬁﬁ: /‘ds:dm+Aﬂ—smﬂzAs
to to s(to)

Der Ausdruck
to+At

s'(t)dt = As (14)

heikt bestimmtes Integral®. Es hat nimlich wegen seiner Integrationsgrenzen einen
eindeutig bestimmbaren Wert.

Wie wir sehen, ist das Integralzeichen der Befehl zur Summation iiber eine un-
endliche Anzahl von infinitesimal kleinen Differentialen ds = §'(t)dt = v(t)dt . Geo-
metrisch ist das bestimmte Integral (14) der Fldcheninhalt unter dem Graphen der
Funktion s'(¢) in den Grenzen von t, und ¢y + At.

Das unbestimmte Integral tiber s'(f) hat keine Integrationsgrenzen und liefert
uns die Stammfunktion zu s'(t) :

/y@a:4w+c. (15)

Die Integrationskonstante C' hingt von den Anfangsbedingungen ab. Bilden wir
die Ableitung der Stammfunktion, so verschwindet die Integrationskonstante, weil die
Anderung oder Ableitung einer Konstanten gleich Null ist. Wir erhalten deshalb aus
(15) wieder

d ds(t) dC

(O +C)=—=+ =51 +0=45(1).

Differentiation und Integration sind zueinander Umkehroperationen. Sinngemaf lie-
fern uns die Differentiation einen ,Quotienten aus Differenzen und die Integration
eine ,,Summe von Produkten®.

®Dieses bestimmte Integral als Beispiel wird gelesen: ,Integral iiber s’(t) dt in den Grenzen von t
bis to + At gleich As* oder kurz: JIntegral s'(t) d¢ von to bis tg + At gleich As*.
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9.3 Beispiele

Im Gegensatz zur Tatsache, dass die Integration iiber unendlich kleine Differentiale
erfolgt, sind Differentiale allgemein keine unendlich kleinen Gréfsen. Dessen ungeachtet
ist es in der Physik iiblich, Differentiale als unendlich kleine Anderungen von Grofen
anzusehen und mit ihnen zu rechnen, d. h., auf sie die Grundrechenarten anzuwenden.
Das fiihrt oft auf bequeme Weise zu exakten Ergebnissen, wenn die Differenzierbarkeit
bzw. die Integrabilitit der betrachteten Funktionen voraussetzt werden darf. Dies
werde fiir die folgenden veranschaulichenden Beispiele angenommen.

e Gegeben sei die Weg-Zeit-Funktion z(t) = ¢? . Die Differentiationsregel fiir Po-
tenzfunktionen ist

d
a(a-x"—i—C’)za-nm”_l.
Dann ist die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion
de d ,
t)=—=—t"=2t
=0T @

und das abhéngige Differential dz = v(t)dt = 2t dt .

e Gegeben sei die verkettete Funktion voz = v(z(t)) mit v(z) = /2 und z(t) =
t* . Die Ableitung von v(z(t)) = t?/2 nach ¢ erhalten wir durch Anwendung der

Kettenregel:

dv(z) dx 1 of — do(z(t))
de At 2 7 dt

Man kommt direkt zum Ergebnis, wenn man dx ,herauskiirzt“ und fiir v die
Funktion v(z(t)) einsetzt.

=1.

e Im kartesischen Koordinatensystem gilt fiir das Geschwindigkeitsquadrat unter
Beriicksichtigung von (11)

2 _ 2 2 2
vTo= vyt U, + U

B I A:c2+ . Ay2 . Az\?
— \aBo At Ao A ) LA A

(Az)? + (Ay)? + (Az)?

B Ahtr—% (At)?

(dt)?

Es ist {iblich, bei Potenzen der Koordinatendifferentiale zur Vereinfachung auf
die Klammern zu verzichten. So erhalten wir aus (16) fiir das Geschwindigkeits-
quadrat
2 da? + dy? + dz?
dt?
und fiir das Differential des rdumlichen Abstandsquadrats

dz? + dy? + dz? = v?dt* .
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e Ein Korper werde ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 mit a(t) = dv/dt = ¢ beschleunigt.
Bei t = 0 habe der Korper die Anfangsgeschwindigkeit C' = vy = 4 . Welche
Geschwindigkeit hat er dann bei t; = 2 und bei t5 =8 7

Die Integrationsregel fiir Potenzfunktionen ist

1
/a-x”dm:a-—x”H—I—C’.
n+1

Aus dem Geschwindigkeitsdifferential dv(t) = a(t)dt erhalten wir

v(t)—/dfu(t)—/a(t)dt—/tdt—%tQ—l—vo—%t2—|—4.

Die gesuchten Geschwindigkeiten sind also v(t;) = vy = 6 und v(ty) = vy = 36 .
Der Korper hat also seine Geschwindigkeit in der Zeit von t; bis ¢5 von 6 auf
36 erhoht. Diese Geschwindigkeitsdnderung um 30 liefert uns das bestimmte

Integral:
V9 to=8 1
UQ—Ulz/dU: /tdt: §t2
v1

t1=2

8
=32-2=30.

to=
t1=2
Die Integrationskonstante vy = 4 brauchen wir beim bestimmten Integral nicht

zu berticksichtigen, denn sie féllt bei der Subtraktion vy — vy = (32+4) — (2+4)
heraus.

10 Veranschaulichung der Integralrechnung am Beispiel des
Arbeitsintegrals

An drei einfachen Beispielen wollen wir uns den Begriff des bestimmten Integrals
veranschaulichen. Dabei werden wir uns zur Vereinfachung nur auf dem positiven Ast
der z-Achse bewegen. Fiir den Weg verwenden wir also die Variable x und fiir die
zuriickgelegte Weglange von © = 0 bis x = b

b — 0 = b =: zurlickgelegte Weglinge (17)
sowievon x =a bisx=bfir0<a<b

b — a =: zuriickgelegte Weglange. (18)

0 a b X
Abb. 2 In Richtung der z-Achse zuriickgelegte Weglangen.

Weiterhin werden die Begriffe unbestimmtes Integral und Stammfunktion eingefiihrt
und es wird auf den Zusammenhang zwischen Integral- und Differentialrechnung hin-
gewiesen sowie die Integrationsregel fiir Potenzfunktionen erwahnt. Ebenfalls zur Ver-
einfachung werden wir auf die Mafeinheiten der physikalischen Gréfsen verzichten.
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Die mathematisch-korrekte Herleitung der Integralrechnung mit den entsprechenden
Beweisfithrungen und die Darstellung der Integrabilitdtsbedingungen sowie die Her-
leitung der Integrationsregeln sind Angelegenheiten des Mathematikunterrichts. In
den folgenden Ausfithrungen kommt es uns nur auf Veranschaulichung und nicht auf
mathematische Vollstandigkeit an.

10.1 (I) F = const =c¢

Im einfachsten Fall ist die langs eines Weges wirkende Kraft konstant. Z. B. wirke auf
einen Rollwagen auf einer schiefen Ebene die konstante Hangabtriebskraft Fiy, die den
Wagen gleichméfig bergab beschleunigt, wenn keine anderen Krifte auf ihn wirken.
Auch wollen wir ,Reibungsverluste ausschliefen. Ziehen wir jetzt diesen Wagen mit
konstanter Geschwindigkeit bergauf, so ziehen wir entlang des Weges mit konstanter
Kraft F', die betragsgleich aber entgegengesetzt zu Fly gerichtet ist. Dabei miissen wir
mechanische Energie® aufwenden, d. h., wir verrichten Arbeit. In diesem Fall konstan-
ter Kraft F' ist die Arbeit AW das Produkt aus der langs des Weges wirkenden Kraft
F und der zuriickgelegten Weglénge b, also

AW =F-b fir F =const=c. (19)

Wir kénnen F' = c als eine Funktion des Weges ansehen und iiber x auftragen:

Wix) Wix)=cx
10 I T B
o T PRI PO W e )
- J NS NN SR W
7 28 COIE IO DTN 3TN
F(x) T R e L e i et
5 dodh bk sl ifi i |
P O o foii
1 O /0 e
\ | Foj=o- A
—A:gx ----- AT /5 S R R R
0 ] X 0 T X
o 1 2 3 4 5 0o 1 2 3 4 5
Abb. 3 Die Kraft F ist kon- Abb. 4 Bei konstanter Kraft
stant langs des Weges x. F(x) = ¢ wird die verrichtete

Arbeit durch die lineare Funktion
W (x) = ¢ - = beschrieben.

5Die Energie ist eine abstrakte, allein rechnerisch ermittelbare physikalische Grofe, also eine Bilanz-
grofe, die in verschiedenen Formen erscheint, welche unter bestimmten Voraussetzungen ineinander
iiberfithrt werden kénnen. Die mechanische Energie bzw. Arbeit ist eine dieser Energieformen. Allein
in der Ruhemasse von Objekten nimmt die Energie auf Grund der relativistischen Masse-Energie-
Aquivalenz Ey = my - ¢? eine ,greifbare® Form an. Die Energie ist eine Erhaltungsgrofe, d.h., sie
bleibt in einem abgeschlossenen System erhalten, ist also dort konstant.

31



Wir sehen, dass die auf dem Weg von x = 0 bis b verrichtete Arbeit AW = F - b
genau dem Flidcheninhalt A des Rechtecks unter dem Graphen von F'(z) im Bereich
von x = 0 bis b entspricht. Wegen F = const =c = AW xb nehmen die
Arbeit und der Flécheninhalt unter dem Graphen F'(x) linear mit dem zuriickgelegten
Weg zu. Wir kénnen auch AW als Funktion des Weges ansehen und {iber = auftragen.
Wenn wir willkiirlich festlegen, dass AW (z = 0) = 0 sei, kénnen wir entsprechend
der Abbildung4 fiir AW (z) auch W (z) = ¢- x schreiben und ,, zihlen“ die verrichtete
Arbeit AW (z) = W(x) ab z = 0.

10.2 (II) F # const am Beispiel F' ==z

Betrachten wir eine Spiralfeder aus Federstahl, wie sie z. B. in Federwaagen Verwen-
dung findet. Das elastische Verhalten von Spiralfedern lésst sich fiir kleine Auslen-
kungen in guter Naherung durch das HOOKE’sche Gesetz beschreiben, dem zufolge
der Betrag der riicktreibenden Kraft proportional zum Betrag der Auslenkung ist. In
Ruhelage der Feder ist die riicktreibende Kraft gleich Null.

Die Ruhelage soll z = 0 sein. Um eine bestimmte Auslenkung b aus der Ruhelage
zu erreichen, bendtigen wir die auslenkende Kraft I = F(b), die betragsgleich aber
entgegengesetzt gerichtet ist zur riicktreibenden Kraft. Fiir die auslenkende Kraft in
Ruhelage der Feder gilt also F(x = 0) = 0. Bei jeder Auslenkung = befinden sich
entsprechend dem 3. Newton’schen Axiom (actio=reactio) die auslenkende Kraft F
und die riicktreibende Federkraft im Gleichgewicht.

Wie in Abbildungb dargestellt, hinge die auslenkende Kraft mit der Funktion
F = F(x) = z linear von der Auslenkung ab:

Wix) Wix)=x%2
W(b)j-------mmmmmmemeemee e .
F(x) F(x)=
I R !
F(a) ------------ W(a) ____________
0 a b * 0 a R

Abb. 5 Man beachte, dass die Abb. 6 Die W (z)-Achse ist ge-
Hdohe des ersten Rechtecks =0 ist. staucht dargestellt.
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Wir ,zahlen“ die verrichtete Arbeit von x = 0 bis b. Da aber die Kraft nicht kon-
stant ist, lasst sich die Arbeit nicht einfach als Produkt aus Kraft und zuriickgelegter
Weglange bzw. Auslenkung berechnen. Deshalb bestimmen wir die verrichtete Arbeit
zunéchst nur ndherungsweise, indem wir die Flache unter dem Graphen F(z) inn =5
Rechtecke gleicher Breite Azx; = Az unterteilen, wobei der Laufindex ¢ von 1 bisn = 5
lauft. Die Breite dieser Rechtecke ist dann

b b
Ar=—=— (20)
n 5
und die linke Seite der Rechtecke hat jeweils die Hohe
Flz)=F(z;) =F((i—1)-Az)=(i—1)- Az, i=1,23,...,n

Jetzt konnen wir fiir jeden der n = 5 Wegabschnitte Az; die zugehorige (genéherte)
Arbeit

AVVZ-:F(.:Q)-Axi:F(mi)-Aa::(i—l)-Aa:-Ax:(i—l)-(Am)Q (21)

berechnen. Es handelt sich hierbei wohlgemerkt nur um N&aherungen, weil wir an-
nehmen, dass die Kraft F' (xl) innerhalb des jeweils zugehorigen Wegabschnitt Ax;
konstant sei. Schliefslich addieren wir alle n Teilarbeiten AW, und erhalten die gené-
herte verrichtete Gesamtarbeit
AW =Y AW =Y F(a;) - Av=Y (i—1)- (Az)’
i=1 i=1 i=1
Der Abbildungb entnehmen wir aufterdem, dass wir uns den exakten Werten der
Teilarbeiten AW; um so mehr annéhern, je schmaler wir die Rechtecke wahlen, d. h.
je kleiner wir Az wéhlen und damit die Anzahl n der Rechtecke im Bereich von z = 0
bis b vergrofern. Im Grenzfall fiir Az — 0 bzw. fiir n — oo erhalten wir dann die
exakte Gesamtarbeit
AW = lim Y F(z) - Az = lim Y (i—1)- (Az)”. (22)
Avs0 57 O Sy
Wir bestimmen jetzt diesen Grenzwert. Dazu setzen wir (20) in (22) ein und erhalten
ersteinmal

AW = hmZz—l nh_)rgOZz—l ( ) =b*- lim Z@;—;) (23)

n—o0
Az—0 ;-1 i=1

Fir die unendliche Reihe konnen wir schreiben:

n

== 2(i—1) 1 "2 (i—1)
M T o= e mam T

Lo O+1+2+3+---(n—=D]+[0+1+2+3+---(n—1)]

En—ﬂ)o n2
B 11. I+n-—D]+2+n=-2)]+B3+n-=3)]+ - +[(n—1)+1]
- QnLHolo n2

1 —1)- 1 2 _ 1 1 1
B S (Uilts RO S (ol L TR G B RS

2 n—o0 n2 2 n—oo n2 2 n—o0 n 2
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in 3 =5 24

n2
=1

(24) in (23) eingesetzt liefert die exakte Gesamtarbeit
1
AW = = b?
2 ?

die bei der Auslenkung der Spiralfeder von z = 0 bis « = b verrichtet wird. Wie wir
sehen, entspricht die Arbeit AW dem Flacheninhalt des rechtwinkligen Dreiecks unter
dem Graphen F'(x) =z von z = 0 bis b.

Unter der Voraussetzung, dass in Ruhelage z = 0 die verrichtete Arbeit AW = 0 ist,
konnen wir jetzt die verrichtete Arbeit fiir alle Auslenkungen b = x > 0 berechnen.
Sie wird somit beschrieben durch die Funktion

513'2

W(zx) = 5 = W(x)—-W(0O0)=AW , W(0)=0.
Entsprechend Abbildung6 wachsen die verrichtete Arbeit AW und die zugehorige
Funktion W(z) quadratisch mit x.
In Analogie zur Differentialrechnung fithren wir jetzt die Notation fiir das bestimmte
Integral ein. Wir schreiben:

b
AW = lim F(z;) Az = / F(z)-dx
ArS0 i3 2
’ 2 2 b2
= /x-dx:x— -z =—-0
2 x=b 2 =0 2
=0
= W(b) =W(0) =W(),
b
b2
AW = /xdxzi. (25)

" b
lim Z F(x;) - Az = / F(z) dz lautet gelesen:

Az—0 ;_
=1
x=0

,, Limes von Summe iiber alle F(z;) mal Az von i = 1 bis n fir n gegen Unend-
lich bzw. fiir Az gegen Null ist gleich Integral iiber F'(x) dz von x = 0 bis b.“

x ist die Integrationsvariable, nach der integriert wird und F'(x) heift der In-
tegrand. Dieses Integral heifst bestimmtes Integral, weil die Integration von einer
bestimmten unteren Integrationsgrenze, hier z = 0, bis zu einer bestimmten obe-

ren Integrationsgrenze, hier x = b, erfolgt und deshalb einen bestimmten Wert
AW liefert.
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Die Arbeit, die bei der Auslenkung der Spiralfeder von a bis b verrichtet wird, erhalten
wir entsprechend den Abbildungen 5und 6 und mit (25), indem wir die Arbeit von
x = 0 bis a berechnen und diese dann von der Arbeit von x = 0 bis b subtrahieren:

a

AW = /bF(x)dx /F(:U)dx: {62—2—0} _ {%2—0} ,

z=0

AW:W(b)—W(a):/F(x)dx g—a—z.

10.3 (III) F # const am Beispiel F = x?/2

W(x) W(x)=x¥6

W(b)-

W(b)-W(a)

F(x)=x%/2

Abb. 7 Abb. 8

Die Vorgehensweise bei der Herleitung des bestimmten Arbeitsintegrals ist hier die
gleiche wie unter (II). Die verrichtete Arbeit bei z = 0 wird wieder gleich Null gesetzt.
Gesucht wird also die Funktion W (z) unter der Voraussetzung W (0) = 0. Wir ersetzen
in den Gleichungen ab (21) die Kraft durch

| 1, 1r, 2
Fla) = F(G=1)-Ax) = ot = o[ -1)-Ac] , i=1,2.3, .. .n
und erhalten mit Az = -
AVV,»:F(xZ-)-Ax:%[(i—l)-Am]Q-Ax:%(i—l)Q-(Ax)g,
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AW = 1 F Az =1 —(i—1)%- (A
fm 3 F(m) Ar=lm 3o - 17 (A2)

L b\?

= 2 5@—1)2'(;)

~ (i—1)

1,
AW = i.bnlggoz — (26)

=1

Nebenrechnung:

n
Fir 6 - g i? kann man schreiben:

i=1

n=1: 6-1? = 6(1) = 6= 1-2-3=1(1+1)(2
n=2: 6-(12+2%) = 6(1+4) = 30= 2-3-5= 22+1)(2
n=3: 6-(124+22+3?% = 6(1+4+9) = 84= 3-4.-T= 30B+1)2
n=4: 6- (12+22+32+42) = 6(1+4+9+16) = 180= 4-5-9= 4(4+1)(2

n: 6-(12+4+224+...+n%) = = n(n+1)(2

Division durch 6 liefert

L, nn+1D@2n+1
LA L))

(Beweis durch vollstandige Induktion.)
i=1

Damit erhalten wir

i(i—l)Q _ <n22> 212— n—1(2n—1):2n3—2n2+n

=1 =1
TL3 n2 n
- - = d
3 2+6 un
" (i —1)? 1 1 1
e T i mten 1)

Wir setzen (27) in (26) ein und bilden den Grenzwert:

1 111 1,1
AW = = Blim (- t— ) ==-0 -
V=3 nlfio(s 2n+6n2) 2" '3

1B
AW = ==,

23

Fiir alle Weglédngen b = x > 0 gilt hier die Funktion

1x3

2 3
und das bestimmte Integral von x = a bis b hat die Form

AW:W(b)—Wm):/bF@)da::l-b—g—l-“—g:%.(f_a—g) |

W(z) = = W(z) - W(0) = AW, W(0) =0
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10.4 (IV) Integrationsregel fiir Potenzfunktionen

Wir haben aus den Funktionen F(z) folgende Funktionen W (x) ermittelt:

0 Integration :L'l
— —_— — —
Flx)=c=c-x P W(x)=c-xz=c-—,
Differentiation ]-
; 2 2
Integration €T X
— o — D — —
Flz)=xz=1-x W)= —=1-—,
Differentiation 2 2
1 Integration 1 1;3
F(z)= =22 P W(z) = - =
2 Differentiation 2 3

Wir erkennen in dieser Tabelle, dass die Differentiation die Umkehroperation der
unbestimmten Integration ist. Der Begriff unbestimmtes Integral wird im folgenden
Abschnitt (V) erlautert. Weiterhin zeigt die Tabelle die Regel fiir die Integration von
Potenzfunktionen:

$a+1
/c-x" drx = c-/x“ dzr =c- ) +C' mit ¢ = const und Integrationskonstante C' .
a

Damit lassen sich alle Potenzfunktionen integrieren und auch Funktionen, die auf
Potenzreihen zuriickgefiihrt werden kénnen.

10.5 (V) Erlduterungen

Das bestimmte Integral ,, verrichtete Arbeit“ AW = W (b) — W (a) ist keine Zustands-
grofe’. Die Arbeit wird verrichtet lings eines Weges, d.h., sie existiert immer nur
zwischen zwei verschiedenen Punkten W (x = a) und W (z = b) der Funktion W (x),
welche man durch Integration der Funktion F'(x) erhélt. W (x) ist eine Stammfunk-
tion von F(z). Wenn man eine integrierbare Funktion, bezeichnen wir sie hier mit
F(z), ohne Verwendung von Integrationsgrenzen integriert, so erhélt man eine Schar
von dquidistanten Stammfunktionen W (z) + C, die in unserem Fall senkrecht zur z-
Achse jeweils um C' parallel verschoben sind. Es existiert also eine unendliche Anzahl
von Stammfunktionen:

/F(m)dx:W(x)—i—C, C = const .

Bei der Bildung des bestimmten Integrals von z = a bis * = b verschwindet die
Integrationskonstante:

AW = (W(b) + C) - (W(a) + C) —W(b) — W(a) .

"Der Zustand eines Systems wird charakterisiert durch Zustandsgréfen wie z. B. seine innere Ener-
gie. Die innere Energie hat zu jedem Zeitpunkt einen bestimmten, z.B. von der Temperatur des
Systems abhéngigen Funktionswert. Die Arbeit jedoch charakterisiert nicht den Zustand eines Sys-
tems, denn Arbeit wird vom System auf Kosten seiner inneren Energie verrichtet. Die Arbeit ist
gleich der Anderung der inneren Energie des Systems, was mit der Schreibweise AW fiir die Dif-
ferenz zwischen zwei Energiezustédnden in ihren zugehdrigen Weg- bzw. Zeitpunkten zum Ausdruck
gebracht werden soll.
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[ F(x)dz ist das unbestimmte Integral von F(z). Die Integrationskonstante C'
verschwindet bei der Differentiation der Stammfunktionen, weil die Ableitung einer
Konstanten gleich Null ist:

d

d dW(z) dC _ dW(z) dW (z
dx B

(W($)+C):T+dx oL T0= dx):F(x).

Mit der Integrationskonstanten C' werden bei der unbestimmten Integration die
Anfangs- oder Randbedingungen in verallgemeinerter Form beriicksichtigt. In unse-
ren Herleitungen (I) bis (III) haben wir zur Vereinfachung C' = 0 gesetzt, indem wir
W(x)+C =W(0)+C =0+C =0, also W(0) = 0 vorausgesetzt haben. Bei der
Losung der folgenden anwendungsorientierten Ubungsaufgabe sollte die Bedeutung
von C' deutlich werden.

Das Integrieren ist allgemein wesentlich aufwendiger als das Differenzieren. Deshalb
gibt es Integraltabellen, deren Entstehung man sich etwa folgendermafien vorstellen
kann: Man differenziert alle moglichen und als Stammfunktionen bezeichnete (dif-
ferenzierbare) Funktionen, sortiert und tabelliert die resultierenden Ableitungen und
schreibt die zugehorigen Stammfunktionen rechts daneben. Leider sind analytisch bzw.
mit Hilfe der Integrationsregeln exakt integrierbare Funktionen die Ausnahme. Fast
alle Integrale sind nur numerisch und damit nur naherungsweise losbar.

Sinngemék ist das Integral eine Summe von Produkten, wobei die Anzahl der
Produkte gegen Unendlich geht und die Produkte selbst Rechtecken entsprechen, de-
ren Breite und damit auch deren Flacheninhalt gegen Null gehen.

10.6 (VI) Ubungsaufgabe

Eine Punktmasse bewege sich gleichférmig mit der Geschwindigkeit vy in Richtung
der z-Achse. Ab dem Punkt z(t) = x(0) = zo, zo # 0 wirke eine Kraft derart
auf die Punktmasse, dass sie in Richtung der z-Achse mit a(t) = 12¢* beschleunigt
wird. Wie lauten die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v(¢) und die Weg-Zeit-Funktion
x(t) bis zum Zeitpunkt ¢ = 0 und ab dem Zeitpunkt ¢ = 0 unter Beriicksichtigung
der Anfangsbedingungen v(t) = v(0) = vy und x(t) = x(0) = o 7 Skizziere alle
Funktionen iiber ¢ !
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10.7 (VII) Loésung der Ubungsaufgabe
Bis zum Punkt z(t) = z(0) gilt:
e Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v(t) = vy = const.

e Die Weg-Zeit-Funktion ist das unbestimmte Integral der Geschwindigkeit-Zeit-
Funktion iiber die Zeit:

x(t) = /v(t) dt = /UO dt =wvo-t+ 20, Integrationskonstate C'= zy.

Weg-Zeit-Funktion z(t) = vgt + x .

Ab dem Punkt z(t) = x(0) gilt:
e Die Anfangsbedingungen sind v(0) = vy, z(0) =z .
¢ Beschleunigung-Zeit-Funktion a(t) = 12¢%.

e Die Geschwindigkeit-Zeit-Funktion ist das unbestimmte Integral der Beschleunigung-
Zeit-Funktion iiber die Zeit:

t3
v(t) = /a(t)dtz/thth: 12-§+v0 =413 + vy,
Integrationskonstate C' = Anfangsbedingung vy .
Geschwindigkeit-Zeit-Funktion v(t) = 43 + vg.

e Die Weg-Zeit-Funktion ist das unbestimmte Integral der Geschwindigkeit-Zeit-
Funktion iiber die Zeit:

x(t) :/v(t) dt = /(4t3—|—vg) dt

= /4t3dt+/vodt

t4
= 4-Z—|—U0't+l‘0
= t4+?}0t+1’0,

Integrationskonstate C' = Anfangsbedingung z .

Weg-Zeit-Funktion x(t) = t* + vo t + g .

39



11 Wichtige Satze fiir die Differentialrechnung

11.1 Satz von Rolle

Fiir eine Funktion f : [a,b] — R, stetig in [a, b], differenzierbar in Ja, b[ und mit a < b
gilt fiir den Fall

f(a) = f(b) : Es existiert mindestens eine Stelle zg € Ja, b, an der f'(x¢) =0 .

Der Satz von Rolle ist intuitiv klar uns léasst sich leicht graphisch veranschaulichen.
Deshalb verzichten wir auf seinen Beweis.
11.2 Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fiir eine Funktionen f : [a,b] — R, stetig in [a, b, differenzierbar in |a,b[ und mit
a<b, gilt:

Es gibt mindestens eine Stelle 2o € a,b[ , an der | f'(zg) =

Beweis

Wir fithren die Hilfsfunktion & : [a,b] — R, stetig in [a, b], differenzierbar in |a, b[ und
mit a < b ein:

h(a) = h(b) ermdoglicht die Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion A(x).
Es existiert also mindestens eine Stelle z € ]a, b[, an der h'(z() = 0 ist. Differenzieren
wir h(z) an der Stelle zg, folgt daraus schlieflich

W (o) = f'(0) — —f(b[)) : i:(a) =0
S UES (Ohye

11.3 Erweiterter Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Fiir die beiden Funktionen f : [a,b] — R und ¢ : [a,b] — R, jeweils stetig in [a, b],
differenzierbar in Ja, b[ und mit a < b, gilt:

Es gibt mindestens eine Stelle xy € |a,b[ , an der

f'(xo) [9(b) — g(a)] = ¢'(wo) [f(b) = f(a)] .
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Wenn auberdem g¢'(z) # 0 in Ja,b[ = ¢'(z9) # 0 und folglich auch g(a) # g(b) gilt,
erhélt der erweiterte Mittelwertsatz der Differentialrechnung nach Aquivalenzumfor-
mung die iibliche Form

o) _ ) - J(@
g(xo)  g(b) — g(a)
was man durch Anwenden des Mittelwertsatzes auf die beiden Funktionen f und g
zeigen kann:

[lao) _ B0 -S4
g(xo) LWz g(b) —g(a)

Beweis

Der Beweis fiir den erweiterten Mittelwertsatz ist vollig analog zu dem fiir den ,ein-
fachen” Mittelwertsatz. Wir fiihren wieder eine Hilfsfunktion
h:[a,b] — R, stetig in [a, b], differenzierbar in ]a, b[ und mit a < b ein:

) lg(e) —gl@)] = (@)= hb).

h(a) = h(b) ermdglicht die Anwendung des Satzes von Rolle auf die Funktion A(x).
Es existiert also mindestens eine Stelle z € Ja, b[, an der h'(z) = 0 ist. Differenzieren
wir h(z) an der Stelle xq, folgt daraus schliefslich

f(b) - f(a)

o) —g(a) ) =0

W(xo) = f'(20) —

& = ) g'(x9) #0, g(a) #g(b) . O

11.4 Grenzwertregel von Bernoulli und de L’Hospital

Die Bernoulli-de L’Hospital’sche Regel

lim /@) = lim f'(z)

o g(z) e ()

, wenn f(xg) = g(zo) =0

wird manchmal spottisch , Krankenhausregel“ genannt. Sie ermoglicht in vielen Fallen
die Grenzwertbildung des unbestimmten Ausdrucks

LR S (O )
wow g(r) - lmg(r)  g(zo) 70

also fiir den Fall, dass f und g an der Stelle 2y den endlichen Grenzwert

f(x0) = g(w0) =0

besitzen. Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass f und ¢ in der Umgebung von xg
differenzierbar sind.
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Herleitung durch Taylor-Entwicklung von f und g um die Stelle xy und unter Beriick-
sichtigung von f(xo) = g(z9) = 0, weshalb f(zq) und g(z) in der Taylor-Entwicklung
keinen Beitrag leisten:

f'(x0) f" (o)

flx) f(:b'o)+T(:c—x0)1+ o (€ —20)2 + ---
9 9@@+9E?M$—xdt+¢§m(x—my+.H

_ f'(wo) (& — w0) + 5 f" (o) (x — w0)* + -
g'(x0) (x — w0) + 5 9" (w0) (x — 20)? + -
Kiirzen durch (z — ) ergibt schlieklich die Taylor-Entwicklung
fla) _ f'wo) + 5 " (wo) (& —w0) + -+
g() 9'(z0) + 5 9" (w0) (z — o) + -+~

Jetzt fithren wir den Grenziibergang x — o durch, wobei alle Glieder mit dem Faktor
(x —x0)™, n € N*, verschwinden, sodass

fla) _ o f(@o) + 5 f" (o) (@ —w0) + -+ f'(0)
g

y . _f@) _ o f)
im ——= im T == = lim p . g
w0 g(x)  wowo g'(wo) + 5 9"(x0) (¥ —x0) + -+ g'(x0)  #ow g(z)

Wir erweitern jetzt die Bernoulli-de L’Hospital’sche Regel auf die Grenzwertbildung
von unbestimmten Ausdriicken der Form
I
O A (GO RS

lim == = = ,—, 28
oo g(a) - limg(z)  glzo) oo %)

also fiir den Fall, dass f und g an der Stelle zy den uneigentlichen Grenzwert

f(z0) = g(wp) — o0

besitzen. Voraussetzung dafiir ist natiirlich wieder, dass f und ¢ in der Umgebung
von x differenzierbar sind.

Herleitung
Die Grenzwertgesetze erlauben, fiir (28)
o B
Ou _ i T oy 9 _ momog@) 0
” T—XTQ g l’) T—xQ L 1 7,O

zu schreiben, sodass wir auch auf den Fall ,,>* die Bernoulli-de L’Hospital’sche Regel
anwenden konnen:

lim f@) _ lim w ~ lim %[g(x)]fl
T—T0 (517) _x%xo [f(at)]il - o i[f(xﬂ*l
— lim _[Q(x _2,g/($ i f(z 2.9,(@
T _ [f(x) -2 fi(x) == [g(x) 2 ()

42



Unter Anwendung der Grenzwertgesetze erhalten wir aus (29)

/
o P €3 B 13 B
=owo g(x) - aom g(x) =owo g(x) e f(x)
b @
mit ¢ = lim @ . Die Division der Gleichung durch ¢ liefert
a=a0 ()
1 1 _g(z) ()
- = lim = lim
q li f(ZL‘) T—T0 f(_]j') T—T0 f’(x)
im —=
T—xQ g(a:‘
mit dem Kehrwert
/
lim _f(x) = lim ) fir  lim _f(x) = ,,E“
T—To g(x) T—T0 g’(:):) z—T0 g(g(:) o0
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12 Differentiationsregeln

Siehe und vergleiche Lothar Papula, Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 1,
10. Auflage, Verlag Vieweg, 2001, Kapitel 2, Seite 316 bis Seite 332.

e 8, Die Ableitung als Funktion

Wenn eine stetige Funktion y = f(x) in einem gewissen Intervall erklart und
differenzierbar ist, konnen die Ableitungen f’(zo) den jeweiligen Argumenten z
zugeordnet werden. Auf diese Weise kann in dem gleichen Intervall eine neue
Funktion definiert werden:

Beachte:

Es muf streng unterschieden werden die Ableitung einer Funktion in einem
bestimmten Intervall als Funktion von der Ableitung der Funktion an einer
bestimmten Stelle als eindeutig bestimmbare Zahl.‘

e 8,, Der Quotient der Differentiale g—g hat fiir einen bestimmten Punkt F, fiir jedes
beliebige dx denselben Wert(tan 1), der Quotient der Differenzen % dndert fiir
denselben Punkt B aber seinen Wert (tan o) mit der Wahl von Az. Im Grenzfall
Az — 0 stimmen beide Quotienten iiberein:

Ay

lim —=
Ax—xg Ax

_dy
- dx

T=x0

T=x0

Der Differentialquotient g—g kann deshalb wie ein echter Quotient behandelt und
umgeformt werden.

e dy heifst Differential der Funktion y = f(x) an einer Stelle xy, dz heift
Differential des Argumentes und stets gilt:

der # 0.

e Die Reihenfolge der sich jetzt anschlieflenden Differentiationsregeln ist von Be-
deutung, denn die Herleitungen greifen aufeinander zuriick. Weiterhin setzen
wir voraus, dass die in den Herleitungen verwendeten Funktionen auf den be-
trachteten Intervallen definiert und differenzierbar sind.

12.1 Faktorregel

Konstante Faktoren bleiben beim Differenzieren erhalten:

y=0C"- f(x) = y =C- f'(z), Konstante C |. (30)

8Dieser Punkt ist zitiert aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenficher Mathematik von Hans
Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage, VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1979, Seite
485.

44



Beweis mit der Grenzwertregel (2):

Ar=0 Az Az—0 Ax

_ oy o Je A~ f@) o flet Az) — f(z)
Az—0 Az Az—0 Ax

- )

12.2 Summenregel

Eine endliche Summe von Funktionen wird gliedweise differenziert:

y=f@)=> fulx) = y=f@)=> filx) | (31)

Beweis mit der Grenzwertregel (3):

Don Jnlr +Ax) =3, fnl)

y = fl(x) - Alaicrilo Ax - Alirgo Ax
| fule + AT) — fula) et Aw) — fulo)
= Jim, [ Ar }IEZ{ﬁﬁo Ar

n

12.3 Ableitung der Potenzfunktion y = 2", n € N*

Fiir die Bildung des Differenzenquotienten verwenden wir den Binomischen Lehrsatz
(a+b)" = a" + (Tf)anl b+ (Z)a”Q N S

= (z+Az)" = 2"+ (T)x"‘l (Az)' + (Z)x"‘Q-(Afor 4 (Ax)

und erhalten fiir y = f(x) = 2":
Ay flz+Az) = f(z)  (z+Azx)" —a”

Az Ax N
_ 2 (e (M)t (e (M) F . A (At -
Ax
(e (At () (Ar 4 .+ (M)
Az
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Die Differentiation erfolgt mit der Summenregel. Beim Grenziibergang Ax — 0 ver-
schwinden alle Summanden, die einen Faktor Az enthalten:
>:17”_1 =

d(a") _ Jim. Kgb)xn—l +( )xn—Z.(m)1+ +(Am)”_1] — (
(32)

dx

y==x

n
2

n
1

n € N*

b

Folglich ist die erste Ableitung der Funktion g(z) = C - 2™ geméif der Faktorregel:
g(x)=C-na" 1.
12.4 Produktregel

Die Differentiation des Produktes y zweier Funktionen u(x) und v(x) erfolgt nach der
Produktregel:

. (33)

Beweis mit den Grenzwertregeln (2), (3) und (4):

Ay flr+Ar) = f(z) _ ulw+Az) v+ Az) — u(z) - v(z)
Az Az Az
_ ulr+ Az) - o(z + Az) ~[u(x) - v(x +AAx)}A+ [u(z) - v(z + Ax)] —u(z) - v(x)
_ u(x+AA:2 40 LAY 4 ) v<x+AA.72 — (@)
e e e R e
y o= (@) @) fule) (@) = dut

12.5 Quotientenregel

iibliche Kurzschreibweise

Der Quotient y zweier Funktionen u(x) und v(z) wird differenziert nach der Quotien-

tenregel:

. (34)

= v =vyv+y.
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Auflosen nach ¢ liefert schlieklich

,ouw Wy W Vu vwv—du
y = —-———_— = — — = —

v v v v? V2

Die Quotientenregel ermoglicht uns, die erste Ableitung von Potenzfunktionen
y=2a", n € Z, n <0, also fiir negative ganzzahlige Exponenten, herzuleiten.
Fiir den Fall n = —m erhalten wir aus y = 2"

1
_ -m __ *
y=ux = m € N* .
Darauf wenden wir die Quotientenregel an:

u=1, v=am, =0, V=m- 2",

d 0-2m—1-m-am!
Y =-—m-x" ! = n.a"
dx xm
Die Differentiationsregel fiir Potenzfunktionen gilt auch fiir negative, also fiir alle
ganzzahligen Exponenten n .

nez. (35)

12.6 Kettenregel

Die Differentiation einer zusammengesetzten (verketteten) Funktion

y=¢(2) = p[2(2)] = f(z)

Substitution z=z(x)

mit y = ¢(2) y = f(x) erfolgt nach der Kettenregel:
Pa) =g 2w b == E ] (36)

d
'(z) = d_y heifst dufsere Ableitung der (&ufseren) Funktion y = ¢(z) .
z

d
2 (z) = d_z heifit innere Ableitung der (inneren) Funktion z = z(z).
T

Beweisskizze mit der Grenzwertregel (4):

Mit % = 1 lasst sich der Differenzenquotient % wie folgt schreiben:
z X

Ay _ Ay Az Ay Az

Ar Az Az Az Az
Wir berticksichtigen, dass wegen der Abhéngigkeit z(z) im Fall Az — 0 auch Az
gegen Null geht, und bilden mit der Grenzwertregel (3) den Differentialquotienten:

W DY g (BY 22 o (BY) . pm (22
Az Ao Az arso\Az Az)  arso\Az ) asso \ Az

_ Ay i Az\ dy dz
T Ao \Az ) arbo\Ar ) T A4z dn
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Die Kettenregel ermoglicht die implizite Differentiation, d. h., die Differentiation
von Funktionen, die in der impliziten Form F'(z,y) = 0 mit y = f(x) dargestellt sind.
Wenn die Aquivalenzumformung von F' in die explizite Form, also die Auflésung von
F nach y, aufwendig oder unmoglich ist, kann die implizite Differentiation hilfreich
sein. Wir wollen dies an einem einfachen Beispiel demonstrieren:

F(r,y)=2>+y*—9=0,

d d d d d d
dz (z.9) dz (" +y ) da * dz”? + dx< ) dz
=2r +2y-y +0 = y':—g.
d d d d
In ayQ =1 [y(:v)]2 ist d—yg(y) = d—yy2 =2y die Aulere Ableitung und
d . .
d—y(:c) =y’ die innere Ableitung.
x

12.7 Ableitung der Potenzfunktion y = 2", neQ

Wir zeigen jetzt, dass die Differentiationsregel fiir Potenzfunktionen nicht nur fiir
ganze Zahlen im Exponenten gilt, sondern auch fiir rationale Zahlen gemafs

Y =—@")=n-2""1, neQ | (37)

Mit den rationalen Zahlen
n=§ €Q, pg€eZ,q>0

schreiben wir die Potenzfunktion um:

y=za"==zx

QI

= VaP .

Das Ergebnis potenzieren wir mit ¢ und bilden anschliefsend die implizite Form der
entstandenen Funktionsgleichung:

y? = 2P = y!—a2P =0.
Diese implizite Funktionsgleichung differenzieren wir nach x und 16sen das Ergebnis
schliefslich nach 3 auf:

gy ty —patt =0

/

= Yy =

3
8
=
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12.8 Umkehrregel — Ableitung der Umkehrfunktion
Ist die Funktion y = f(x) umkehrbar, so schreiben wir fiir ihre Umkehrfunktion
y= f"Y(x) = u(x). Wir erhalten u(x) aus f(z) in zwei Schritten:

1. Auflésung von y = f(z) nach z:

y=flx) — z=f"y =uly).

2. Umbenennung der Variablen: ©* — vy, vy — x . Es resultiert die gesuchte
Umkehrfunktion von y = f(z):

y=f"(z)=u(x).

Wie erhalten wir die Ableitung «/(x) aus f(z)?
Mit = = u(y) ergibt sich der Zusammenhang zwischen y = f(z) und = = u(y) in der
Form

f@) = flut)] =y
Wie man sieht, handelt es sich bei f[u(y)] um eine verkettete Funktion mit der

dukeren Funktion f(u) und der inneren Funktion u(y). Diese verkettete Funktion
wollen wir jetzt nach y differenzieren:

d d
d—yf[u(y)} = WY
dfw) dul)
du dy ‘
——
= u'(y)
d d
Wegen u(y) = x gilt schlieflich J() = /() = f'(z) und somit
du dx
dy dzx
/ / o _ By
Daraus folgt durch Aquivalenzumformung die Umkehrregel:
1
u'(y) = . f(x) #0 38
)=y ) (3)
bzw.
e 1 dy_ 1
dy dy de — dz | (39)
dx dy

Aus (38) erhalten wir die gesuchte Ableitung der Umkehrfunktion wieder in zwei
Schritten:

1. Zunéchst substituieren wir in der Ableitung f’(z) die Variable x durch u(y),
driicken also f'(x) durch die Variable y aus.

2. Anschliefend benennen wir z in y und y in z um.

Fiir die Ableitung der Umkehrfunktion bendtigen wir im Grunde nur die Ableitung
f'(x) und — durch Aquivalenzumformung aus f(x) — die Funktion u(y) .
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12.9 Ableitung der Exponentialfunktion y =a*, a >0

Dieser Abschnitt wird gréfstenteils inhaltlich iibernommen und auch zitiert aus dem Nachschlagebuch
fiir Grundlagenficher — Mathematik von Hans Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage
1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 497 bis Seite 499.

Standardgeméf beginnen wir die Differentiation der Funktion y = a® wie folgt:

Ay ax—i—A:L‘ —a® a® - an —a® aA:c -1 .
—_— = = = ) 9
Ax Az Az Az

dy a®® — 1

— = lim —— - 1i T=k,-a"=1v.

dx Airilo Az A;:rgo “ “ y

k, ist eine nur von a abhingige Konstante, die wir im Folgenden noch bestimmen
werden.

Einschub: Die Zahl ¢ und die Ableitung von ¢e”
Aus v = k, - a® folgt fiir y = a® = a” = 1 bzw. an der Stelle z = 0
y’|x:0 =k, a® =k, .

Der Proportionalitatsfaktor k, ist also gleich dem Anstieg der Tangente an die jeweilige
Exponentialkurve y = a” im Punkt (z =0, y = 1). Unter diesen Exponentialkurven
gibt es offensichtlich eine mit dem Anstieg gleich 1. Deren Basis a = ag muss also der

Bedingung
Az
—1

. a,
koo = lim >——
Az—0 Az

geniigen. Die daraus resultierenden Grenzwerte existieren und liefern die irrationale
(transzendente) Zahl

=1

=1
aozezzﬁ:2,718281828..., keN,
k=0

. 1y . L . T . T\"
o=t (1+3) = tm ety =S (140)"
Mit k, = k,o = 1 und der zugehdrigen Basis a = ag = e erhalten wir aus y = a* =
y =k, - a® die Differentiationsregel fiir die natiirliche Exponentialfunktion :
y=¢e* = y =é". (40)

Die natiirlichen Exponentialfunktionen y = C'-e” sind die einzigen Funktio-
nen, die mit ihren sdmtlichen Ableitungen iibereinstimmen.

Wir haben jetzt alle Voraussetzungen zusammengetragen, um die Konstante k, zu
bestimmen. Die Exponentialfunktion y = a® kann mit a = €™ geschrieben werden:

y:ax: (elna)x:exina’ a>0.
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Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich daraus die erste Ableitung der Exponentialfunk-

tion y = a”, a >0, wie folgt:

y = f(z) =e* =evlne z = p(r)=z-Ina
@ = % = e¥lna — 47 % = lna
dz a a de
d_y_% %—(lna) a”
de  dz dz

Mit dem Proportionalitatsfaktor k, = Ina lautet die Differentiationsregel fiir Expo-

nentialfunktionen

y=a" = y =(na)-a®*, a>0

Man erkennt leicht, dass fiir hohere Ableitungen der Exponentialfunktion gilt:

y™ = (Ina)" - a® .

12.10 Ableitung der Logarithmusfunktion y = log, =,

a>0

(41)

Dieser Abschnitt wird groftenteils inhaltlich {ibernommen und auch zitiert aus dem Nachschlagebuch
fiir Grundlagenficher — Mathematik von Hans Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage

1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 499.

Gemaéfs der Umkehrregel (39)

dy 1
dr do
dy

erhalten wir aus

dx

=1 = a? .
Y og, T, as, dy

die erste Ableitung der Logarithmusfunktion wie folgt:

=aY lna=2xz lna

d
y:logax = y,:—logal‘:
dx

1

z-lna

)

a>0

und fiir den natiirlichen Logarithmus, d.h. fira =e = Ine=1

1

y=Ihr = ¢ =
x-1n

e

(42)

(43)

Séamtliche Ableitungen der Logarithmusfunktion y = log,x, a > 0, von denen es
unbegrenzt viele gibt, sind echt gebrochenrationale Funktionen

= —log,x =

y dan

xn
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12.11 Ableitung der Winkelfunktionen

Die Winkelfunktionen werden auch trigonometrische Funktionen genannt.

Ableitung der Sinusfunktion

Beginnen wir wieder standardméfig mit der Differentiation der Sinusfunktion

y= f(z) =sinz:

Ay  sin(z + Az) —sinz
Azr Ax ’
Mit dem Additionstheorem

. : at+f . a-f
sina —sinf3 = 2 - cos - sin
2 2
und den Substitutionen
a+p Ax a—pF Ax
a=z+Ax, ==z, 5 T+ 5 5 5
erhélt der Differenzenquotient die Gestalt
Ax . Ax A
Ay_2~cos(x+7)‘sm7 il . Sme
Az Ax B 2 Az -
2
Daraus bilden wir jetzt den Differentialquotienten
. Az
dy ‘ Az . S 7
i = s (0 ) m 2 e
\—,2_/
=1, siehe (10)

Die erste Ableitung der Sinusfunktion erhalten wir also geméfs

y =sinx = y =sin'x = cosz

Ableitung der Kosinusfunktion

1
sinx + cosz = 1 = cosx = (1—511121:)2
I 1 12 -3 :
cos'z = 5(1—sm ) % -(—2sinz) - cos
~————
_ 1
T cosx
cos x = —sinz
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Ableitung der Tangensfunktion

sin x
tanz =
cos T
tan’ sinz-cosx —cos'z-sinx  cos’x + sin®x
an'r = =
cos? x cos?x
1
tan'x = — = l+tan’z | (46)
cos? x

Ableitung der Kotangensfunktion

CoS T
cotrx = —
sinx
/ : s ! 2 2
, cos' T -sInx —sin' T - cosx —sIin“x — cos“x
cotx = — = —
sin“ x sin“ x
/ 1 2
cotxr = — ) :—(1—|—C0t l’) . (47)
sin” x

Die Umkehrfunktionen zu den Winkelfunktionen sind die Arcusfunktionen, auch
zyklometrische Funktionen genannt. Wir werden auf sie nicht weiter eingehen,
sondern nur beispielhaft an der Arcussinus-Funktion zeigen, wie man mit der Um-
kehrregel und analog zur Logarithmusfunktion ihre erste Ableitung erhalt:

dx
y=arcsinz, x=siny, -— =cosy=4/1—sin?y=+v1-22,

dy
d 1 1
arcsin’mzd—z:§zﬁ7 fir —l<z<+4+lund +1<y< +o00.
dy
d 1 1
arcsin’xzﬁzd_—x:W, fir —1<z<+4+lund +1<y<+oo | (48)
dy
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13 Die wichtigsten Regeln des partiellen Differenzierens

Funktionen mehrerer (unabhiingiger) Variablen, d.h. mehrdimensionale Funktionen®

wie beispielsweise f(z,y,z,t, ...) lassen sich — Differenzierbarkeit vorausgesetzt —
partiell bzw. teilweise jeweils nach einer der Variablen differenzieren, wobei die iibrigen
Variablen als Konstanten betrachtet werden. In diesem Fall schreiben wir fiir die
partielle Ableitung von f beispielsweise nach z

Of(z,y,2,t, ...)
0z

Die Sprechweise von % lautet ,d partiell f nach d z“. Man beachte das 0-Symbol fiir
die partielle Differentiation.'®

Wegen der Anschaulichkeit gehen wir bei der Herleitung der Regeln des parti-
ellen Differenzierens aus von der zweidimensionalen Funktion f(z,y) im R3, also
von der 3D-Flachenfunktion f(x,y) im kartesischen (z,y, z)-Koordinatensystem.
Die f-Werte entsprechen dann z-Koordinaten senkrecht ,iiber“ den entsprechenden
(x,y)-Ebenenpunkten und liefern graphisch eine Fléche, die aus den Punkten
P(a:, y, 2= f(x, y)) gebildet wird. Weiterhin benotigen wir das

0f(z,y) 0f(z,y)

totale Differential df = o dz + T dy (49)

der Funktion f(z,y) . Hier ist g—i der Koeffizient von dz und g—i der Koeffizient von dy .

= d.f = f. (manchmal auch redundant f) .

LT T df
%p dx t_/ Q, }

Abb. 9 Graphische Veranschaulichung des totalen Differentials der Funktion f(z,y) = z. Die
Funktionwerte z bilden die punktierte gekriimmte Fliche iiber der (z, y)-Koordinatenebene. ,, Das
totale Differential (49) ist die Gleichung fiir die Tangentialebene im Punkt (a:, Y,z = f(x,y)) M
Zitat (in Anfiihrungzeichen gesetzt) und Abbildung aus dem Hochschultaschenbuch von Christian
B. Lang und Norbert Pucker, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg, Berlin, 1998, Seite 84.

Wir wollen die Problematik des totalen bzw. vollstindigen Differentials hier nicht
weiter vertiefen, weil sich dazu im Internet viele gute Beitrédge finden lassen.

9Die drei analytischen Darstellungsformen mehr- bzw. n-dimensionaler Funktionen sind
1. Explizite Darstellung v = f(z1,29,...,2,). 2. Implizite Darstellung F(z1,zs,...,z,) = 0.
3. Parameterdarstellung z. B. einer 3-dimensionalen Funktion v = f(r, s,t) mit Parametern r, s, t:
u=f(r,s,t), ©=ualrst), y=p(rst), z=~(rst) =
T
Kurzschreibweise als Ortsvektor im R3: 4 = (x(r, s,t), y(r,s,t), z(r, s,t)) )
19Der LaTeX-Code fiir das -Symbol ist \partial.
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Einschub

e Invertieren bzw. Umkehren von Funktionen y = f(z) :

Achtung! Wihrend der Umkehrungsprozedur von f bleibt das (kartesische) Koordinatensystem un-
verandert. Das bedeutet, dass bei einem Variablentausch wie beispielsweise x <« y die Koordi-
natenachsen dieselben bleiben, also nicht umbenannt werden. In diesem Fall muss sich bei einem
Variablentausch der Verlauf des Graphen von f verdndern (aufer natiirlich fir y = f(x) = z).

Als Beispiel betrachten wir die Funktion y = f(z) = %x2 , allerdings nur im ersten Quadranten,

und schicken voraus, dass deren Umkehrfunktion bzw. inverse Funktion dort y = f~(z) = 2z
lautet:

y y y
2 21 2
y=f(x) N x=f(y) . y=f"(x)
1 11 1
0 1 2 X 0 1 2 X 0 1 2 X

Auflésung = f_1<y) _ \/@ Variablen-

1 ) nach tausch L
y=1[f(z) =3z y=[f"(z)=V2z
Variablen- ry Auflésung
r=fly) =3y° —
tausch nach y
y y y
2 21 2
=f =7 =f"(x)
y=f(x) N x=f(y) N y
1 11 1
0 1 2 X 0 1 2 X 0 1 2 X

Die Vertauschung der Variablen in den Funktionen f (oben) bzw. f~! (unten) wurde hier durch eine

Tilde gekennzeichnet, also durch szvv. /1. Und wie aus unserem Beispiel sofort hervorgeht, dient

der hochgestellte Index ,,—1¢ in f~! zur Kennzeichnung der inversen Funktion zu f. ,,—1“ ist hier

folglich keine Potenz(zahl) wie beispielsweise im Fall 271 = % .

e Invertieren der zweidimensionalen Funktion z = f(z,y) beziiglich y und z = const :

Als Beispiel betrachten wir die Funktion
1 1o .
z:f(x,y):inyr 3V fir x = xp = const

allerdings nur im ersten Quadranten. Unter der Bedingung x = x¢ = const lautet die inverse Funktion

dazu
_ 9 3
z=f"Nwo,y) = \ 1650 +3y — 7505

wie in der Abbildung 10 fiir zg = 2 zu sehen ist.
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P(f)

z=f(xy.)

Abb. 10 Die Bildung der Umkehrfunktion z = ,/%xo + 3y—%azo zur Funktion z = %xo y+%y2

fir zg = 2. Wegen x = xy = const konnte die z-Achse unterdriickt werden. Die dargestellte
(y, z)-Ebene verlduft somit durch xy. Und wie man sieht, erhilt man die Umkehrfunktion f~!
graphisch durch Spiegelung der Funktion f an der sog. Winkelhalbierenden, hier also an der
Geraden z(y) =y .

Wir {iberpriifen die Werte von Abbildung 10:

Die 1-dimensionale Funktion

1 1
2= f(@o,y) = w0y + gyz

liefert beziiglich y die quadratische Gleichung

3
y2+§x0-y—3z = 0.

Diese Gleichung ldsst sich durch Anwendung der sog. (p, q)-Formel! 16sen, wobei in unserem Fall
p= %330 und q¢ = —3z ist:

13 13 \? 9 3
91,22'2I0i\/(2'2xo> +3z=+ 1—6z3+3271x0.

Damit haben wir z = f(xg,y) nach y aufgeldst. Jetzt verwenden wir nur den positiven Wurzelterm

= 1—633%—1—32—1360,

vertauschen die Variablen y und z und erhalten schlieflich die inverse Funktion

Y

_ 9 3
z=f"(zo,y) = 1650 +3y— ;70

Der Vergleich mit der Abbildung 10 zeigt

2
1 1
ro=2,y=3 = z:f(xo,y):§.2.3+§,32:6 = P(f) =13| .0
6
[9 3 2
=2, y=6 = Z=f_1(x0,y)= 175.22_|_:>).(5_1.2:3, = P(f—l):: 6| . O
3

2
ULssung der quadratischen Gleichung 2% + pz +q¢=0: 15 = —g + (2) —q .



of (zy)

ozx
gige Variable z verwenden, schreiben wir fiir den genannten Koeffizienten W und
erhalten aus (49) die Identitét

Wenn wir im Koeffizienten statt der unabhéngigen Variablen y die unabhén-

_ Of(z,y) Of(z,y)
df = pe dr + oy dy (50)
of (z, of (x,
- fg;’z)dwr fgczz)dz. (51)

Zwischen (50) und (51) erfolgte lediglich der Variablentausch y <+ z (siehe Einschub:
Invertieren bzw. Umkehren von Funktionen y = f (x)) Infolge der Spiegelsymmetrie

der Graphen der Funktionen f(zo,y) und f(zo,z) beziiglich z(y) = y sind die Werte
dieser Funktionen im Fall z = y gleich. Deshalb konnen wir im Folgenden auf die Tilde
tiber dem f in f(xo, z) verzichten. Wegen der Spiegelsymmetrie der Funktionsgraphen
miissen aber auch die einander entsprechenden Tangialebenen an die Fliachen f (x Y)

und f(z, z) spiegelsymmetrisch sein, sodass die Differentiale of (xo’ dy und 9f(z0.2) x”’ ) dz

beziiglich der Punkte P(SL‘O, Yo, (o, yo)) und P(xo, y(xo, 20), zo) fiir yo = 2o glelch—
wertig sind (siehe Abbildung 11).

Variablentausch s 5

y/

9f (%0, 2) dz y=f(Xp,2) /
oz

z=f(x.Y)

/ af(;yo 3% dy P
P(XO,%,/Z /B(/Xm% Zy)

Abb. 11 Veranschaulichung des Variablentauschs y < z.

Wegen = = xy = const wurde die z-Achse unterdriickt. Dargestellt ist also die (y, z)-Ebene,
die die xz-Achse im Punkt xg schneidet. Eine 3D-Flachenfunktion f wie auch die zugehérigen
Tangentialebenen erscheinen demzufolge in der dargestellten (y, z)-Ebene als Kurve bzw. Gerade,
also nur eindimensional.

a Darstellung eines Teilstiicks der Schnittlinie der Funktion z = f(x¢, y) und eines Teilstiicks der
Schnittlinie der zugehdrigen Tangentialebene an den Punkt P(xo, 90, z(:cg,yo)) .
b Darstellung eines Teilstiicks der Schnittlinie der Funktion y = f(x¢, z) und eines Teilstiicks der
Schnittlinie der zugehdrigen Tangentialebene an den Punkt P(xo, y(zo, 20) ,zo) .

In der Funktion f(z,y) = 2z héngt z genau wie f von x und y ab geméf z = z(z,y).
Deshalb kann man (50) auch wie folgt ausdriicken:
0z(z,y) 9z(z,y)

dz = o dr + ay

dy . (52)
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Durch Einsetzen von (52) in (51) resultiert

_ O0f(x,y) of (z,y)
df = 5 dz + a9y dy (53)
_ 0f(z,2) Of(x,2) [0z(x,y) Oz(z,y)
= o dx + ER o dx + 3y dy
Of(x,2z) | 0f(x,z2) 0z(x,y) Of(x,z) 9z(z,y)
Ox + 0z Ox do + 0z dy dy (54)
Koeﬂizi;rg von dz Koeﬂ"izi(;rnt von dy

wobei zu beachten ist, dass f und damit auch df von den unabhéngigen Variablen
x und y abhéngen. Schlieklich ergibt der Koeffizientenvergleich von (54) mit (53)
die folgenden zwei Regeln:

L | 9y 0w z) | Of(w2) Ox(z.y)
' or  Ox 0z oz ’
0
2. fgf/’y) = af(;z’ ?) azg;’y) (Kettenregel)

Wir kénnen y aber auch als Funktion von x und z = f ausdriicken!? und erhalten
dann aus y = y(z, f) das totale Differential

Gy _ ) Byt f)

= df .
or T g Y (55)
Das Ersetzen von dy in (49) durch (55) ergibt wieder eine Identitét, ndmlich
i = Ywy) g oy
ox oy

_ Of(x,y) of (z,y) [0y(z, f) dy(x, f)
= de—i— oy { o dx + o7 df

Of(z,y)  Of(z,y) Oy(z, ) Of(x,y) Oy(x, f) . _
gr oy oz }d“H oy _of =4

Vv VvV
=0, Koeffizient von dz =1, Koeflizient von df

Wie man sieht, muss der Koeffizient von dx verschwinden und der Koeffizient von d f
muss gleich eins sein. Durch entsprechende Aquivalenzumformung ergeben sich aus
diesen Koeffizienten zwei weitere Regeln:

Of(x,y)  Of(xy) Oy(z, f) _ of(xy) _  Of(z,y) Oy(z, f)
Ox * oy or 0 = 3 or dy Ox ’
of (x,y) oy(x, f) of(x,y) 1
oy of T YT T wywp
of

12Siehe Einschub, Invertieren der zweidimensionalen Funktion z= f(z, y) beziiglich y und x = const :
Auflésung von f(xg,y) nach y.
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14 Integralrechnung — Regeln, Verfahren, Satze

,, Die Differenzierbarkeit von Funktionen unterliegt viel strengeren Bedingungen als die
Integrierbarkeit. Gerade umgekehrt verhélt es sich mit der formalen Ausfiihrbarkeit
dieser Operation. Wahrend im allgemeinen jede differenzierbare Funktion geschlossen,
d.h. in der Form y = f(x), differenziert werden kann, ist das Integrieren in geschlosse-
ner Form nur fiir solche Integranden méglich, die sich durch geeignete Umformungen
auf Grundintegrale zuriickfithren lassen. Dazu dienen zwei der Differentialrechnung
entsprechende Integrationsregeln sowie einige besondere Integrationsverfahren. ¢
Zitiert aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenfacher — Mathematik von Hans Simon, Kurt Stahl
und Helmut Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag Leipzig, Seite 521 und Seite 522.

14.1 Faktorregel und Summenregel

Analog zur Differentialrechnung gelten gleichermafien auch fiir die Integralrechnung
die Faktorregel und die Summenregel:

/C’ flx)dx = C- /f(x) dz, Konstante C', (56)
/ (i) £ fole)] de = / (@) do + / Folw) da . (57)

14.2 Substitutionsverfahren

Analog zur Kettenregel der Differentiation kann bei der Integration in vielen Féllen
und unter bestimmten Voraussetzungen die Substitution einer neuen Integrationsva-
riablen zweckmafig sein. Wir zeigen im Folgenden die beiden wichtigsten Verfahren:

1. Lineare Substitution (Substitution linearar Terme in x)
Beispiel /e_‘” dz :

Substitution —z=2z = dz=-dz =

/e‘xdx:/ez(—1)dz:—/ezdz:—ez+0, (58)

Ricksubstitution —e¢*+C = —e *4+C = /e‘x dx .

2. Die Substitution der Nennerfunktion bei gebrochenem Integranden, wenn
die Zahlerfunktion die erste Ableitung der Nennerfunktion ist, fithrt immer zum
Ziel:

_dz dz
S de f'(x)

[H) e [0 [ e

=  Ricksubstitution

@)
/f(ac) dx ergibt mit f(x) = = fl(z)
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14.3

P |
/M de = I |f(z)| + C (59)

Partielle Integration

Das Verfahren der partiellen Integration ergibt sich aus der Produktregel der Diffe-
rentiation wie folgt:

d(u -v) —%v+ud—v—u'v+uv’ & %v = d(u-v)_ d_v
de  dz dr de dz dx’
%vdw:d(u-v)—uj—de,

du dv
/avd:c—/d(um)—/uadx,
/u’vdw = uv—/uv'dx : (60)

Hinweise fiir die Anwendung der partiellen Integration:

14.4
Echt

Der Integrand des Aufgabenintegrals [u/vdz muss als Produkt zweier Funktio-
nen geschrieben werden koénnen.

Zu einer dieser beiden Funktionen muss eine Stammfunktion existieren, sodass
gilt [u'dz =u.
Das zweite Integral [uv’ dz muss

— geschlossen auswertbar sein oder

— gleich dem Aufgabenintegral [u'vdz sein oder

— gleichen Typs wie das Aufgabenintegral, aber einfacher sein (Reduktion des
Integrals durch wiederholtes, riickliufiges Einsetzen der Teilergebnisse).

Andernfalls ist das Aufgabenintegral nicht 16sbar.

Einige Integrale mit nur einer Funktion v im Integranden lassen sich sich durch
partielle Integration zweckméafig 16sen, indem man als zweite Funktion v’ = 1
ansetzt.

Partialbruchzerlegung

gebrochene rationale Funktionen lassen sich in Partialbriiche zerlegen. Jeder

Partialbruch lédsst sich dann anschliefsend miihelos integrieren. Auf die Integration
nach Partialbruchzerlegung wollen wir aber nicht néher eingehen.
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14.5 Grundregeln fiir bestimmte Integrale

b b

1. /f(x) dr = /Cf(x) dx+/f(x) dz

[

3. /f(x) dr — —/af(x) dz |

d.h., die Vertauschung der Integrationsgrenzen bzw. die Anderung der Integra-
tionsrichtung éndert das Vorzeichen des Integrals.

4. /bf(x)dx = /bf(t)dt = /bf(a)da = ...,

a a
weil die Integrationsvariable beim bestimmten Integral im Ergebnis nicht er-
scheint.

14.6 Mittelwertsatz der Integralrechnung

Dieser Abschnitt ist auszugsweise zitiert aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenfdcher — Mathe-
matik von Hans Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag
Leipzig, Seite 532.

Das arithmetische Mittel aller Funktionswerte f(x) im Intervall a < x < b heifst
Mittelwert m, der Funktion f(z) in diesem Intervall:

b
S ) de = o [f@de,  a<z<h (o)

Falls y = f(x) in diesem Intervall stetig ist, existiert sicher eine Stelle {(a < & < b)
mit f(£) = m, . Die Multiplikation von (61) mit (b — a) liefert den

Mittelwertsatz der Integralrechnung:

Ist y = f(z) eine im Intervall a < x < b stetige Funktion, gibt es mindestens ein
£(a <€ <), so dass gilt:

b
/ f@)de = (b—a) £(€) . (62)

Geometrische Bedeutung;:

Der Inhalt der Fliache zwischen der z-Achse und dem Bild von y = f(z) von = a bis
x = b ist gleich dem Flidcheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten (b — a) und f(§),
wobei € mit a < £ < b ein ganz bestimmtes Argument im genannten Intervall ist.
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14.7 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Dieser Abschnitt ist auszugsweise zitiert aus dem Nachschlagebuch fiir Grundlagenfdcher — Mathe-
matik von Hans Simon, Kurt Stahl und Helmut Grabowski, 13. Auflage 1979, VEB Fachbuchverlag
Leipzig, Seite 534 und Seite 535.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stellt eine Beziehung
zwischen dem bestimmten und dem unbestimmten Integral her:

/ f@)de = F(b)— F(a) mit / f@)de = F(z)+C. (63)

Dieser Satz erlaubt, ein bestimmtes Integral f; f(z)dz von einer im Intervall
a < x < b stetigen Funktion f(x) mit Hilfe einer beliebigen Stammfunktion F(z)
des entsprechenden unbestimmten Integrals [ f(z)dz zu ermitteln.
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15 Taylor-Entwicklung

Zitiert aus: H. Nickel und Mitarbeiter, Mathematik fiir Ingenieur- und Fachschulen, Band II, 6. Aufl.,
VEB Fachbuchverlag Leipzig, 1983, Seite 246 bis Seite 255.

,», Die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe kann nach verschiedenen Metho-
den erfolgen. Eine verhéltnisméfig universell anwendbare Formel stammt von Taylor
(BROOK TAYLOR, 1685 bis1731, englischer Mathematiker). Zu ihrer Herleitung wird
fir die gegebene Funktion y = f(z) eine Potenzreihenentwicklung mit noch unbe-
kannten Koeffizienten a; angesetzt:

f(x):a0+a1$+af2f2+a3$3+---~|»anxn+... (64)

Die Funktion f(z) besitze stetige Ableitungen beliebig hoher Ordnung. Zur Berech-
nung der aj wird (64) beliebig oft nach x differenziert:

f/(Z)?) = a1+ 2ayx + 3a3x2 +...+nanxn—l + ...
f”(l‘) = 20'2 + 2‘3@31’ + - 4+ (n—l)nanxn*Q + ...
f(z) = 2-3a5 + -+ (n—2)(n—Dna,a"> + ---

(65)
Die Funktion y = f(x) und alle Ableitungen seien an der Stelle z = 0 definiert. Dann
folgt aus (64) und (65) mit z =0:

f(0) = ag und umgestellt ag = f(0)
) =a ar = f(0)
f”(O) = 2!&2 a9 = %f”(O)
f”/(O) = 3las as = %f///(o)
' 1
f™(0) = nla, an = )(0)

Damit wurden alle a; durch die Funktion bzw. ihre Ableitungen an der Stelle z = 0
ausgedriickt, und fiir (64) lafst sich schreiben

1" m (n) (n+1)
f(x) :\f(O) + f(0)z + _fz(!O) z® + / 3(!0) P+ e+ / nl(O) x’i%—\‘lzn: 1(5)2 gt
a(e) R ()

(66)
Die Reihe (66) heift die 1. Form der Taylorschen Reihe oder MacLaurin’sche
Reihe (COLIN MACLAURIN, 1698 bis 1746, englischer Mathematiker): ¢

Taylor-Entwicklung von f(z) an der Stelle x = 0:

>, fln)
f) =3 0

n:

n=0
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»» Bei der Anwendung der 1. Form der Taylorschen Reihe wird die Funktion y = f(z) in
der Umgebung der Stelle x = 0, der Entwicklungsstelle, gendhert durch ganzrationale
Funktionen n-ten Grades dargestellt.

y
P
FUX) b .
v y=1) /i R
y=5,x) L F(0)x/3l
y=S,(x) vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv :
y=Si(x) 0y x/2!
__________________________________________ ’y
£1(0) x
P,
£(0)
X,=10 X X

Bild 23.2 Erste Form der Taylor'schen Reihe, d. h. Taylor-Entwicklung der Funktion f(x) an der
(Entwicklungs-)Stelle z = 0. Ohne Beriicksichtigung des Restgliedes R, (x) handelt es lediglich
um eine Entwicklung von f(z) bis zur n-ten Ordnung? und folglich nur um eine Naherung von
f(x) in der Umgebung der Entwicklungsstelle x = 0.

Die Sp(x) sind die n-ten Teilsummen der Taylor-Reihe (Potenzreihe). Es handelt sich bei den
Sp(x) um Naherungspolynome (ganzrationale Funktionen, Summenfunktionen) n-ten Grades,
also um Naherungsparabeln fir f(x), die die Kurve f(z) im Punkt P, tangieren. Je hoher der
Grad n der Naherungsparabeln S, () ist, um so mehr schmiegen sie sich der Kurve f(z) an, d. h.
desto besser ist die Ndherung. (nach H. Nickel und Mitarbeiter, 1983)

F'(xo)r x| £(x)

f(xo)

0 >I<0 x X
Bild 23.4 Zweite Form der Taylor'schen Reihe, d. h. Taylor-Entwicklung der Funktion f(z) an
der (Entwicklungs-)Stelle x = x . (nach H. Nickel und Mitarbeiter, 1983)

Allgemeiner ist die Aufgabe, die Funktion in der Umgebung einer beliebigen Entwick-
lungsstelle z = xy durch ganzrationale Funktionen anzundhern. Die zugehdrigen Na-
herungsparabeln beriihren dann die Kurve der Funktion y = f(z) im Punkt Py(xo; o)
entsprechend Bild 23.4. Ein Vergleich mit Bild 23.2 zeigt, dak nur eine Verschiebung in
Richtung der z-Achse erfolgt. In Bild 23.2 ist x der Abstand der betrachteten Abszisse
von der Entwicklungsstelle x = 0. Entsprechend ist in Bild 23.4 x — x¢ der Abstand
von der Entwicklungsstelle zo. Wird deshalb in (66) auf der rechten Seite fiir x die
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Differenz © — xg und fiir 0 der Wert z gesetzt, dann ergibt sich die 2. Form der
Taylorschen Reihe*

fl/ (xo) f”,(x(])

f(x) = f(zo) + f'(z0) (v — 20) + o] ($—$0)2+T($—1’0)3+“'
£ (2) FOED () X (67)
T @ m) e T )

Taylor-Entwicklung von f(z) an der Stelle x = zq:

) (g
f) = 3 T gy

1 Anmerkung zum Sprachgebrauch der Begriffe ,Grad“ und ,Ordnung® :
Man sagt einerseits ,,Ndherungspolynom n-ten Grades” bzw. ,Naherungspolynom vom Grad n* und
andererseits aber ,Entwicklung n-ter Ordnung” bzw. ,Entwicklung bis zur n-ten Ordnung®.
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16 Divergenz — Gauls’scher Integralsatz

Nach Rainer J. Jelitto, studien—text Elektrodynamik, Theoretische Physik 3, 3. Aufl., Aula-Verlag,
Wiesbaden, 1994, Seite 24 bis Seite 26.

E (X0 Yo*AY, 2,+AZ) E, (XtAX, YotAy, 2,+A2)

Az
Ay )
y E, (Xor Yor Zo) U E (X6, Yo, Zo)
7 L >
/,—’/ro = (Xo,Y0:20)

X

Abb. 14 Darstellung des Flusses der E,.-Komponente des Vektorfeldes E(F) durch den qua-
derférmigen Raumbereich B.

Wenn E(7) = E(z,y, z) ein im Raumbereich B differenzierbares Vektorfeld und

P (E) = j{ E-dS (68)
(B)

der (Vektor-)Fluss von E durch die (geschlossene) Oberfliche des Bereichs B bzw.

der Ausfluss von E aus dem Bereich B ist, dann lisst sich fiir jeden Raumpunkt

7o = (X0, Yo, 20) von B die lokale Fluss- oder Quelldichte bzw. die Divergenz ,,div von

E bestimmen.

Dividieren wir den Ausfluss @z, (E ) durch das Volumen V' von B, so erhalten wir
die mittlere Fluss- bzw. Quelldichte

17{ E.dS
Vs

fiir den Bereich B. Lassen wir dann das um einen Punkt 7 gelegene Gebiet B schrump-
fen, wodurch das Volumen V' (B) gegen null strebt, so resultiert fiir diesen Grenzfall
die (lokale) Fluss- oder Quelldichte bzw. die Divergenz von E im Punkt 7, geméaf

— ]_ — —
divE(rp) = lim — 7{ E-dS
V=0
(B)
Vereinfachend sei B in der folgenden Herleitung der in Abbildung 14 dargestellte Qua-
der, sodass die Vektorkomponenten von F parallel zu den Normaleneinheitsvektoren
=0

My, =€y, Toy=6, T,,=€, der zugehorigen Flichenelemente des Quaders verlaufen:

Ay e, || dydze,, Ay e, | dxdze,, A€, | dzdyé, .
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Ausgehend von (68) ist damit der Ausfluss von E aus dem Volumen Az-Ay-Az des

Quaders B
Yo+AyY zo+Az
f E ’ ﬁOdS = / / |:Ez(x0 + Al’, Y, Z) - E:r(‘r07 Y, Z>:| dde (69>
®) Yo 20
20+Az zo+Ax
+ / / [Ey(a:,yo + Ay, z) — Ey(x, yo, z)}dzda:
20 2e)
ro+Ay yo+Az
+ / / |:Ez(x7 Y, 20 + AZ) - Ez(xa Y, ZO):| dl‘dy :
o Yo
Gemaék der Taylor-Entwicklung
1
f(@) = f(zo+ Az) = f(z0) + f'(wo) Az + 5 ["(wo) (A)* + - (70)
erhalten wir beispielsweise fiir den Integranden in (69)
Eas<x0 + AI7 Y, Z) - E$(ZL’0, Y, Z)
E 1 0°E
= Eac(x(b Y, Z) + %(I(]??% Z) Az + 5 %(SI;O,?% Z) (AZL’)2 o = EI(xOJ Y, Z)
8EI 1 azE;r 2
= 8_x($07y7 z) Ar + B W(xoyy, z) (Ax)" + -

Damit erhélt das Integral fiir den Ausfluss von E aus dem Quader B die Gestalt

Yo+Ay zo+Az

- OF 1 0°F
-0 x x 2
f{@E'” as- [ f {W@o,y,zmxg e (50,3,7) (A) 4
Yo z0

20+Az 1’0+A1’_8E ] aQE
Y Y 2
+ / / _a_y(x7y07z) Ay+§ ayg (55'79072) (Ay) + -
20 zo
e yﬁAZ_@E 1 0°E
+ / / _a—j(xayazo)ﬁz*‘éaT;(%%Zo) (Az)” + -
To Yo

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung

/ f(@)de = (o1 — 20) f(&) = f() Ax
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kénnen wir fiir (71) schreiben

2
(B)

Ox 2 O e
OE, 1 0°FE
+ a—y(x Yo, Z) AxAyAz + = 2 92 — (7, 90,%) Ax(Ay)*Az + - -
2
+ aaE (2,7, 20) ArAyAz + ; aa€ (Z,7, 20) AzAy(Az)® +

Die mittlere Quelldichte von E fiir den Quader B ist folglich

1 E.q0
_]{ AxAyAzf E-n7dS

OE,, ..  10°E
= O (230 Yy, )+§W($O’y’ )Aaj—i—
oFE, . . . 10%E
+a_yy(xay07 )+2 a2(xyo, )Ay+
oE, . _ 19%E, ,_ _
+ Oz (ZL’ y720)+§W(x,y,Zo)AZ+

Wenn wir schliefslich das Quadervolumen V' gegen Null streben lassen geméis

Ax T — xg
Ay %07 ?j_>3/07
Az zZ = 2

erhalten wir exakt die (lokale) Quelldichte bzw. die Divergenz von E fiir den Raum-
punkt (2o, Yo, 20) = 70 :

R .1 = g OB, . 0FE, .
divE(p) = lim 7({[5) E-dS = pe (7o) + a—y‘y(ro) + 5, (70)

oder kurz als Skalarprodukt mit dem Nabla-Operator V := e}-a% + @-(% + e}% und
nach Austausch von 7y durch 7

dvE(F) =V - E(F) = = +

Weil wir die Divergenz als Quelldichte (Ausflussdichte) eines Vektorfeldes bzw. als
rdumliche Ableitung (rdumlichen Differentialquotienten) des Vektorflusses interpre-
tieren kénnen, muss das Volumenintegral dieser Dichte iiber einen endlichen Raum-
bereich den Ausfluss aus diesem Bereich liefern. Diesen Zusammenhang zwischen Vo-
lumenintegral und Hiillenintegral bei gegebenem Vektorfeld beschreibt der
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Gaufy’sche Integralsatz:

Das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes fiir einen bestimmten
Raumbereich B ist gleich dem Fliachenintegral iiber dieses Vektorfeld auf der
geschlossenen Oberflache (Hiille) von B,

/divEdV :jq{ B dS = (E) .
B (B)
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Abschliefend drei veranschaulichende Beispiele fiir den Fluss @ des Vektorfeldes E (7)),
falls E(7) die Stromungs- bzw. Stromdichte j(7) ist.

1. Stationdre laminare Strémung einer homogenen Fliissigkeit in xz-Richtung

(durch die (y, z)-Ebene):

In einer homogenen Fliissigkeit ist die Massendichte p rdumlich konstant geméis

Am Am

:AV:Ax~Ay~AzzconSt'

o(7)

Ist die Stromungsgeschwindigkeit (") = (v, (7), 0, 0) = v-€, ebenfalls raumlich
konstant, dann erhdlt man fiir die Stromdichte j(7)

o Am g_ Am _ Am
T T Az Ay-Az At Ay-Az-At AA-AL

0-v .

Die durch eine gegebenen Fliache AA = Ay - Az pro Zeiteinheit stromende
Fliissigkeitsmasse ist der Fluss

_ Fliissigkeitsmasse  Fliissigkeitsmasse

= - Flach
Zeit Zeit - Flache ache
bzw. A
m
P=p-v- ANA=7-NA=——.
o-v J At

2. Stationdre Stromung eines Gases:

Die Stromung von Gasen ist allgemein nicht laminar. Auch ist die Dichte in
stromenden Gasen allgemein nicht rdumlich konstant. In diesem Fall gilt fiir
Stromdichte und Fluss

dm(r)  *m(z,y, z) d z(t
dV. Oz -0y-0z dt z(t

@:[/Q(F)-U~d§://g(F)-U~ﬁ0dA.

3. Elektrostatisches Feld:

Geht man von der Modellvorstellung aus, dass das elektrostatische Feld aus
Feldquanten besteht, die von elektrischen Ladungen emittiert werden und sich
mit Lichtgeschwindigkeit ¢ im Raum ausbreiten, so erhédlt man fiir die elektrische
Feldstirke E(7) mit der Feldquantendichte o(7), mit |45 | = dS = |ii| dA und
mit dem Einheitsvektor ¢ der Lichtgeschwindigkeit:

E(F> :j(F) :Q(x,y,z)~c-50,

@—//E(F)-dg—//g(x,y,z)-c-5o-ﬁ0-\ﬁ\dA.
A

5

i) =
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17 Rotation — Satz von Stokes

Nach Rainer J. Jelitto, studien—text Elektrodynamik, Theoretische Physik 3, 3. Aufl., Aula-Verlag,
Wiesbaden, 1994, Seite 26 bis Seite 28.

Wir gehen aus vom Umlauflinienintegral, kurz Umlaufintegral oder auch Ringin-
tegral, iiber ein Vektorfeld A(r") ldngs einer beliebigen (geschlossenen) Jordankurve

C=(F):
jl{ff-dF: f A-dF = Z; .
¢ (F)

Z¢ heilt Zirkulation des Vektorfeldes A langs C. Die Zirkulation ist ein Skalar.

Handelt es sich bei dem Vektorfeld um ein Kraftfeld, so ist die Zirkulation gleich der
Arbeit, die z. B. eine Punktmasse bei einem Umlauf langs C verrichtet. Und falls das
Vektorfeld das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit ist, beschreibt die Zirkulation
das Ausmals der Wirbel in der Fliissigkeitsstromung.

C=(F)
Abb. 15 Die Jordankurve C umrandet das ebene Flachenstiick F .

Wenn wir vereinfachend die in der Abbildung 15 dargestellte ebene Jordankurve
C = (F) betrachten, deren Umlaufsinn eine Rechtsschraube bildet und die ein ebenes,
positiv orientiertes Flachenstiick F mit dem Flacheninhalt F'(F) und dem Einheits-
normalenvektor 7% umrandet, erhalten wir die Zirkulation pro Flicheneinheit, d.h.
die mittlere Zirkulationsflichendichte gemafs

dr

1 1 T
mZC:mi&A' '

Lassen wir dann die um einen Punkt 7 gelegene Fliche F schrumpfen, wodurch der
Flacheninhalt F(F) gegen null strebt, so resultiert fiir diesen Grenzfall die (lokale)
Zirkulationsflichendichte von A im Punkt 7, geméaf

lim — % A7) - dF = 0 rot A(7) . (73)
(7)

n0. rotff(Fo) ist die Normalkomponente des Vektors rotA im Raumpunkt 7 .
Im Folgenden werden wir das hier eingefiihrte Vektorfeld rotA(7), die Rotation
von A, herleiten und seine Bedeutung kennenlernen.

Abb. 16 Die Jordankurve C,, umrandet das ebene, recht-
eckige, planparallel zur (z,y)-Ebene gelegene Flachenstiick
5 Fay.

)

AX
rO
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Dazu betrachten wir, wieder vereinfacht, das in der Abbildung 16 dargestellte
und planparallel zur (z,y)-Ebene gelegene (ebene) rechteckige Fliachenstiick
Fuy = Az - Ay, dessen eine Ecke im Raumpunkt 7 = (o, yo, 20) liegt und den Fl&-
cheninhalt F' = Ax- Ay besitzt. Der Umlaufsinn seiner Randkurve C,,, = (F,,) sei ma-
thematisch positiv, bilde also wieder eine Rechtsschraube, und der zugehédrige Flachen-
normaleneinheitsvektor ist ﬁgy = &, . Damit ist die Zirkulation von A = (As, Ay AL)
lings Cyy

zo+Ax yo+Ay

Ze,, = / A (x,y0, 20) dz + / Ay(xo + Az, y, 29) dy
Zo Yo
xo Yo
+ / Az (z,y0 + Ay, 29) dx + / Ay(xo,y,20)dy
zo+Ax yo+Ay
yo+Ay
2., = / [Ay(l'o + Az, y, 20) — Ay(20, Y, Zo)}dy
Yo
zo+Az

- / [Am(xv Yo + Ayv ZO) - Al’(xa Yo, ZO)] dz .

Zo

Analog zur Herleitung der Divergenz liefert hier die Taylor-Entwicklung (70) der In-
tegranden

yo+Ay 9
Coy = %(:po,y, 20) x+§ D2 (0, y,20) (Az)" + -+ | dy
Yo )
oA 1924
- / _a—;(x,yo,zo)Aer5@5(%%&0) (Ay)2+ } dz .

Zo

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (72) schreiben wir dafiir

0A _ 1 9%A 3
Zczy = |: axy (9507?4, ZO) Az + E ax; (l’o,y, Zo) (A;Ij‘)2 -+ .- :| Ay
0As . 1 9%A, .
- { ay (50, 20) Ay + 5 a—yg(xay(hz()) (Ay)? + } Az .

Die mittlere Zirkulationsflichendichte von A fiir die Fliche Fuy ist folglich
1 1

F Zen = Ax Ay Ze
0A _ 1 9?A .
= |:a_xy<x07y720) + 5 any (xo,y,zo) Ar + - 1
0A,; . 1 0%A, .
- [a—y(%yoﬂo) + 2 a—yg(‘r7y0720) Ay + } :
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Wenn wir schlieflich den Flacheninhalt F'(F,,) gegen Null streben lassen geméf

Ax N T — xg

Ay ’ Yy — Yo’
erhalten wir exakt die (lokale) Zirkulationsflichendichte in F,, bzw. die skalare
z-Komponente der Rotation von A fiir den Raumpunks (20, Yo, 20) = 70 :

1 04, 0A, > >
}TILHO 7 Ze,, = e — (7)) — o (7o) = €, - rot A(p) = rot, A(7) .

Mit den ebenen rechteckigen Flidchenstiicken F,, := Ay - Az und F,, := Az - Ay, die
sich an das Flachenstiick F,, anschliefen und dessen eine Ecke ebenfalls im Raum-
punkt 7o liegt, erhalten wir in gleicher Weise sowohl die xz-Komponente der Rotation
von A fiir den Raumpunkt 7 mit

0A, 0A,
7o) — 5 7)

rot, A(7) =

als auch die y-Komponente der Rotation von A fiir den Raumpunkt 7 mit

0A, 0A.,
5, (70) = —=(70) -

roty/T(F ) =

Zusammen bilden die drei Komponenten rot, A(7), rotyg(Fo) und rot,A(7) die
Rotation des Vektorfeldes A im Raumpunkt 7 :

DA, . 0A,
o (7o) = = * (7o)
rot A(7) = roty A(7y) -, + rot, A(fy)-€, + rot, A(7p)-€, = 8;9”(?) aaA (7o)
z xXr
dA, DA,

H ) = ()

oder kurz als Vektorprodukt mit dem Nabla-Operator V := e}-a% + @-(% + e}% und
nach Austausch von 7 durch 7

04, 04y

ox AJL“ dy 0z

- T | o _ | 04, _ oA,
rotA(F) = V x A(F) = w | XA | = | 55— %
9 A 0Ay  9A.

Oz z 833 By

Die Rotation ist also ein Vektor, dessen Betrag }rotff ‘ die maximale (lokale) Zirkulati-

onsflichendichte bzw. die Wirbeldichte des Vektorfeldes A(7) angibt. Das bedeutet,

wenn sich der Rotationsvektor rotA auf ein Flichenelement dS = 9 - dS bezieht,
dessen Normaleneinheitsvektor parallel zu diesem Rotationsvektor verlauft, ist auch
die daraus resultierende Zirkulation maximal:

rot A maY = rotd - 7% dS = Maximum(‘rotﬂ . dS) )
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Weil wir die Rotation als (gerichtete maximale) Zirkulationsflachendichte eines Vek-
torfeldes interpretieren konnen, muss das Fldchenintegral dieser Flachendichte iiber
ein endliches Flachenstiick die Zirkulation des Vektorfeldes langs der Randkurve dieses
Flachenstiicks liefern. Diesen Zusammenhang zwischen Flachenintegral und Umlauf-
linienintegral bei gegebenem Vektorfeld beschreibt der

Satz von Stokes:

Das Fléchenintegral {iber die Rotation eines Vektorfeldes fiir ein bestimmtes
Flachenstiick F ist gleich dem Linienintegral (Umlaufintegral) iiber dieses Vek-
torfeld langs des geschlossenen Randes von F

/rouf-dzi: /rotff.ﬁo-ds - 7{ A7 = Z . (74)
F F (F)

|

Es ist intuitiv klar, dass die Zirkulation nur von der Form der geschlossenen Kurve C
und ihrer Lage im Vektorfeld A(7) abhéngt, was durch die Abbildung 17 veranschau-
licht wird.

YA Yl Y
' i 1{-C=(F)
v Vi v

Abb. 17 Eine von C umrandete beliebig gekriimmte Fliche F werde in infinitesimal kleine
Flachenstiicke aufgeteilt. Summieren wir die Zirkulationen aller Teilflachenstiicke, so heben sich
die Integrale ldngs der gemeinsamen Grenzen der Flichenstiicke wegen der entgegengesetzten
Integrationsrichtung gegenseitig auf. Es verbleiben nur die Teilintegrale ldngs C, die in ihrer
Summe die Zirkulation der Vektorfeldes A(7) lings C ergeben.

Wenn aber das Umlaufintegral f( 7) A dr, also die rechte Seite von (74), unabhéngig
ist von der Gestalt der umrandeten Flache F, dann gilt dies notwendig auch fiir die
linke Seite der Gleichung (74).

Das Fldchenintegral [ P rotA - d9 ist also unabhéngig von der Gestalt der von C
umrandeten Flache F.
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18 Was sind Differentialgleichungen?

Gleichungen, in denen Ableitungen von Funktionen, die diese Gleichungen erfiillen,
auftreten, heifen Differentialgleichungen (Abkiirzung Dgl fiir Differentialgleichung
und Dgln fiir Differentialgleichungen). Eine Dgl zu 16sen heiftt, die Funktionen zu
finden bzw. zu berechnen, welche die Dgl erfiillen. Deshalb nennen wir diese Funktio-
nen Losungsfunktionen oder kurz Losungen der Dgl.

Differentialgleichungen werden nach verschiedenen Kriterien klassifiziert. In der fol-
genden Auflistung zeigen wir die wichtigsten , Klassen* :

gewohnliche Differentialgleichungen :

In gew6hnlichen Dgln sind die Lésungsfunktionen und ihre Ableitungen nur von
einer unabhéngigen Variablen abhéngig, z. B.

v —a-y(x)+b-ylx)=c-z.
Wenn nur” von Differentialgleichungen die Rede ist, sind meistens gewthnliche
Dgln gemeint.
partielle Differentialgleichungen :

In partiellen Dgln sind die Losungsfunktionen und ihre (partiellen) Ableitungen
von mehr als einer unabhingigen Variablen abhingig, z. B.

0*f(x, O*f(x,
o g

Lineare Differentialgleichungen
sind linear in den Losungsfunktionen und linear in ihren Ableitungen, z. B.
y' 4+ 2z -y +y=-cosx.
Lineare Differentialgleichungen heifsen homogen, wenn ihre Summanden

nur aus den Losungsfunktionen oder/und ihren Ableitungen mit evl. auch nicht
konstanten Koeffizienten gebildet werden, z. B.

y" +2y —sinz-y=0.
Lineare Differentialgleichungen heifsen inhomogen, wenn sie ein sog.
Storglied g(z) oder auch const besitzen, z. B.
y" +2y" —sinz -y =g(x) oder auch y" + 2y" —sinx -y = const .
Nichtlineare Differentialgleichungen
sind nicht linear in den Losungsfunktionen oder/und ihren Ableitungen, z. B.
W) +w +y* ==

Die Ordnung einer Differentialgleichung ist gleich der héchsten Ordnung
der in ihr vorkommenden Ableitungen der Losungsfunktionen, z. B.

Dgl 2. Ordnung y'—k-y=sinx.

In den folgenden zwei Abschnitten zeigen wir an einfachen Beispielen aus der Physik,
wie bedeutend Dgln sind und wie man sie in diesen speziellen Fallen l6sen kann.
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18.1 Das Zweite Newton’sche Axiom und der Impulsbegriff

Zweites Newton’schen Axiom (Aktionsprinzip):
Die auf einen Kérper wirkende Kraft F ist gleich der zeitlichen Anderung seines Im-
pulses p. Umgangssprachlich und stark verkiirzt sagt man auch:

,Kraft gleich Masse mal Beschleunigung.®

Fiir die Translation eines Korpers der Masse m = m(t) und mit der Geschwindigkeit
v =u(t) gilt:'3
pxm und pxv = p(t)=m(t)- v(t),

dp(t d
F(t) = % = E(mv) = mv+ovm = p

Die auf einen Korper wirkende Kraft F' kann auch als Impulsstromstéirke analog zur
elektrischen (Ladungs-)Stromstarke
_ dg(t) _

I ==~ =1
interpretiert werden. Das Zweite Newton’sche Axiom lautete dann:
Die zeitliche Anderung des Impulses p eines Korpers ist gleich der Stromstéarke F' des
Impulses, der in den Koérper hineinfliefst oder von ihm abgegeben bzw. iibertragen
wird.

Unter der Bedingung, dass sich die Masse des Korpers mit der Zeit nicht dndert, also
flir
m(t) =m =const = 1w=0,
was auch nichtrelativistisch meistens der Fall ist, gilt mit
dz(t do(t) d?
v(t) = % =% = Beschleunigung a(t) = chi(t) = d_tf
die meistens angegebene, spezielle Form des Aktionsprinzips

=1a

F(t) = m-dzsft) = m-a(t) = mi

Durch Aquivalenzumformung erhalten wir daraus die Bewegungsgleichung

eine Differentialgleichung, die sich wie folgt klassifizieren lésst:
y'(z) +a-y(z)+b-ylx) = g(x) inhomogene lineare Dgl 2. Ordnung
mit Losungen y(z) =

Z(t) = at) inhomogene lineare Dgl 2. Ordnung
mit Losungen z(t) .

13Tn der Physik ist es iiblich, Ableitungen nach dem Parameter Zeit ¢ durch Punkte iiber und nicht
durch Striche an der differenzierten Grofie zu kennzeichnen.
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Die Losungen = = x(t) der Bewegungsgleichung sind also Weg-Zeit-Funktionen.

Lésen wir jetzt die Dgl, d. h. die Bewegungsgleichung, fiir den einfachsten Fall

a(t) = a = const:
Erste Integration:
d?z

/Wdt = /adt,

dr ~ ~

E—i—CI =a-t+C4 ‘01—01:7}0 =
de = t+
g v =& =attu.

Zweite Integration:

dx
/Edt _ /(at+vo)dt,

- 1 -
.1'+02: §at2+vot+02 ’OQ_CQZxO =
L, .
r = z(t) = iat +wvgt + 9 fiir m = const, a = const = F = const

Diese Losung ist die Weg-Zeit-Funktion im Fall a = const und beschreibt die gleich-
formig beschleunigte Bewegung. Die Konstanten xy und v, sind die Anfangsbe-
dingungen, die sich aus den Integrationskonstanten ergeben.

Impulsinderung und Kraftstof

Im einfachsten Fall sind m und F' konstant, sodass auch die Beschleunigung a konstant
ist und die Geschwindigkeit v linear von ¢ abhéngt (s. Abb. 18).

v
const
a-t
Abb. 18
t t t
Dann gilt
Av(t)
F=m-a=m- At = const — m-Av = Ap = F-At .
Impulsdnderung Kraftstofs

Im Allgemeinen ist F' aber nicht konstant. Es gelte also

m = const und F = F(t) # const = a = a(t) # const .
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Daraus erhalten wir mit

= m-do(t) = F(t)-dt

V2 to
/ m.dU:/ F(t)-dt
U1 t1

V2 to
m- v :mvg—mvlsz—plep:/ F(t)-dt,
t1

v1

durch Integration

Impulsédnderung = Kraftstofs .

Fiir F' = const (und m = const) liefert die Integration wieder

to

m-Av = Ap = F-t| = F-At. O

t1

18.2 Der ungedédmpfte harmonische Oszillator (Schwinger)

e Was bedeutet harmonisch?
Ein akustischer harmonischer Osrzillator erzeugt einen ,reinen Sinuston bei-
spielsweise der Frequenz wy . Die Uberlagerung reiner Sinusténe mit Frequenzen
wp, =n-wy, n €N, wird als harmonisch empfunden.

e Beispiel fiir einen ungeddmpften harmonischen Oszillator:

ideal-elastische Federschwingung (s. Abb. 19)

Wpo(
0 X
Fl=-kx | Abb. 19
a(t).-
: t 0 X

Die Auslenkung Ax aus der Ruhelage z( soll dem Hook’schen Gesetz gehor-
chen, d.h., die Riickstellkraft der Feder soll proportional aber entgegengesetzt
gerichtet zur Auslenkung aus der Ruhelage sein:

F = —k-Ax.
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Der Proportionalitédtsfaktor k ist die (federspezifische) Riickstellkonstante. Set-
zen wir vereinfachend die Ruhelage xq = 0, erhalten wir fiir die Riickstellkraft
die Gleichung

F(z) = =k -z

Die durch die Auslenkung aus der Ruhelage bedingte, in der Feder steckende
potentielle Energie ist dann

T

x x 1
AEpot:Ewpot:—/ F($)d$:—/ —/{?LL’dZC:—k’SE2 ,
0 0 2 0

1
Epot = §]§7$2

Wie man sieht, hingt die potenzielle Energie (das ,,Potenzial“) bei harmonischen
Schwingungen vom Quadrat der Auslenkung ab, sie beschreibt also eine Parabel
entsprechend einer quadratischen Funktion.

Die Riickstellkraft der Feder bewirkt eine Beschleunigung des ausgelenkten Kor-
pers der Masse m in Richtung Ruhelage entsprechend

F=m-a=m-Z=-k-x & T+ —x=0.
m

Fiir den konstanten Faktor % schreiben wir schlieRlich w? , was sich spéter noch
als sinnvoll erweisen wird:

itwi-oxr =0

Wir haben eine homogene lineare Dgl 2. Ordnung erhalten, die den un-
gedampften harmonischen Oszillator mathematisch definiert und deren (noch
unbekannte) Losungen die Weg-Zeit-Funktionen « = x(t) des oszillierenden Kor-
pers sind.

Losungsverfahren fiir homogene lineare Dgln mit konstanten Koeffi-
zienten

Losungsverfahren von Dgln beginnen meistens mit einem ,einfallsreichen An-
satz. Im Fall homogener linearer Dgln mit konstanten Koeffizienten ist dies der
sog. Exponentialansatz
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mit dem wir in die Dgl gehen und so die Bestimmungsgleichung fiir den Para-
meter A\ erhalten:

d2 At 2 At
@e +wy-e =0 =
MM pwdoeM =0 ‘ s eM
N+wy =0
N = —w%
A = £4/—w} = Fiwp mit i = —1.

Einsetzen von Ay bzw. +iwg in den Ansatz ergibt
Ty (t) — eiiwot

und damit schlieflich die allgemeine Losung unserer Dgl:

{L‘(t) = Cl eiwot + CQ e_iwot , 01, 02 e C

Durch Anwendung der Euler’schen Formel €' = cos ¢ + isin ¢ kénnen wir die
allgemeine Losung umformen:

x(t) = Cy cos(wot) + iCy sin(wpt) + Cy cos(wpt) — iCy sin(wot) ,

z(t) = (C1+ Cy) cos(wpt) +1(Cy — Cy) sin(wet) |- (75)

Physikalisch sinnvoll sind aber nur reelle Losungen z(t) € R. Bedingung dafiir
ist beziiglich der unabhéngigen Parameter C; und Cs

Cl elwot + CQ e—lwot —_ C«ik e—let + C; elwot =

C;=C; = a+ib, abeR

Dies setzen wir in (75) ein:
z(t) = (a+ib+a—ib) cos(wot) + i(a+ib— a+ ib) sin(wot)
= 2a - cos(wot) + 12ib - sin(wot)

= 2a,-cos(wot) — _2b -sin(wpt) .
A B

Damit haben wir eine allgemeine reelle Losung fiir den ungedampften
harmonischen Oszillator gefunden:

x(t) = Acos(wpt) + Bsin(wot) , A, BeR

Jetzt zeigt sich auch, dass wy die Kreisfrequenz unseres Oszillators ist.
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e Die unabhéngigen reellen Parameter A und B ergeben sich aus den Anfangsbe-
dingungen. (Spezielle) Anfangsbedingungen liefern spezielle Lésungen.

Fall1 Anfangsbedingungen: z(t =0) = z¢, @(t=0)=1vy=0,

d. h., der Korper wird um zy von der Ruhelage ausgelenkt und zum Zeitpunkt
t = 0 losgelassen.

(

(

t=0) = Acos(0) + Bsin(0) = A=z,
t

0
0) = —Awpsin(0) + Bwpcos(0) = Bwy=0 = B=0,

spezielle Losung  x(t) = xq cos(wot)

Fall 2 Anfangsbedingungen: z(t =0) =0, #(t =0) = v,

d. h., der Korper passiert zum Zeitpunkt ¢ = 0 die ,Ruhelage” o = 0 = z(t = 0)
mit der Geschwindigkeit @(t = 0) = vy (s. Abb. 19).

z(t =0) = Acos(0)+ Bsin(0) = A=0,

#(t =0) = —Awpsin(0) + Bwycos(0) = Bwy=v9 < B= :}_(; ,
spezielle Losung  z(t) = % sin(wot)
Wo
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19 Gravitationsfeld

Die Quellen von Gravitations- oder G-Feldern sind Massen. Die Wechselwirkung von
Gravitationsfeldern verschiedener Massen hat unmittelbar zur Folge, dass diese Mas-
sen einander anziehen. Gravitationsfelder sind also attraktiv. Das Feld einer einzel-
nen Punktmasse (ohne den Einfluss anderer Massen) ist kugel- bzw. zentralsymme-
trisch. Das Newton’sche Gravitationsgesetz

beschreibt die Kraft /' = |ﬁ |, die auf eine Punktmasse m im Gravitationsfeld einer
Punktmasse M wirkt, wenn r der Abstand zwischen den beiden Punktmassen ist.
Man nennt diese Kraft Gravitationskraft. Der Proportinalitatsfaktor GG ist die Gra-
vitationskonstante. Mit dem Minuszeichen vor dem G wird der attraktiven Wirkung
von Massen Rechnung getragen.

Vektoriell betrachtet gilt, dass die beiden Punktmassen M und m einander anziehen
mit der betragsgleichen aber entgegengesetzt gerichteten Gravitationskraft

|F| = |Fy|, F=—F,.

Andert die Punktmasse m ihren Abstand zur Punktmasse M von r; nach 7 , so dndert
sich die potentielle Energie von m gemaf

AE,, = —/ F(r)dr

" GM
= —/ — 2m dr
&1 r
T2 1 T2 1 T2
= GMm/ —dr = GMm/ r2dr = GMm [——} ;
T1 r T1 r 71
GMm |~
ABpy = — —— " d.h.
p ” ,

To >T1 = AEpot >0
= E,o von m wachst mit r .
o < T1 = AEpot <0

Fiir das Potential @4 des Gravitationsfeldes von M gilt die Konvention

r2 T2

_GM

GM
= — "= = (r)
T2

AFE
lim ——P°t

r1—>00 m T

71 71—00
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und mit der Umbenennung r, — r

Das Gravitationspotential einer Punktmasse ist also stets negativ mit den Grenz-
werten

lim @¢(r) = —o0, lim &¢(r) = 0

r—0 r—00
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20 Elektrisches Feld

Die Quellen von elektrischen- oder E-Feldern sind elektrische Ladungen. Es gibt posi-
tive und negative elektrische Ladungen. Positronen sind Elementarteilchen, die jeweils
eine positive elektrische Elementarladung besitzen und Elektronen sind Elementarteil-
chen mit jeweils einer negativen elektrischen Elementarladung. Die Wechselwirkung
von E-Feldern gleichnamiger Ladungen hat unmittelbar zur Folge, dass diese einan-
der abstofsen. Ungleichnamige elektrischen Ladungen jedoch ziehen sich an. E-Felder
gleichnamiger elektrischer Ladungen sind also repulsiv. Das Feld einer einzelnen
elektrischen Punktladung (ohne den Einfluss anderer elektrischer Ladungen) ist kugel-
bzw. zentralsymmetrisch. Das Coulomb’sche Gesetz

1 Q-q

drteg 12

F(r) =

beschreibt die Kraft F = |F|, die auf eine positive Punktladung ¢ im E-Feld einer
(gleichnamigen) positiven Punktladung @ wirkt, wenn r der Abstand zwischen den
beiden elektrischen Punktladungen ist. Man nennt diese Kraft auch Coulomb-Kraft.
o ist die elektrische Feldkonstante fiir das Vakuum bzw. die Dielektrizitdtskonstante.

Negative Ladungen werden mit einem Minuszeichen versehen. Wenn also die bei-
den Ladungen im Coulomb’schen Gesetz nicht gleichnamig sind, resultiert analog zum
Newton’schen Gravitationsgesetz ein Minuszeichen vor der rechten Gleichungsseite,
wodurch beriicksichtigt wird, dass ungleichnamige elektrische Ladungen einander an-
ziehen.

Andert die Punktladung ¢ ihren Abstand zur Punktladung @ von r1 nach 75 , so &ndert
sich die potentielle Energie von ¢ geméfs

AE, . = —/ F(r)dr
1

/ vl Qg
= — ——dr
n Ameg 12

- o /rgidr = = < /T2T_2dr = — @ —l N
4meg r2 4meg dreg | T ’

T1 T1 71

T2
L Qg

dweg T

AEpOt - d h

)l

1

Ty >T1 = AEpot <0
= FE,o von ¢ nimmt ab mit wachsendem r .
ro < T1 = AEpot >0
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Die zugehorige elektrische Potentialdifferenz A® im E-Feld der positiven Punktladung
@ ist analog zum G-Feld

T2

AP — AE,o _ 1 Q
q dreg T

T1

Fiir das Potential @ des elektrischen Feldes von @) gilt die Konvention

T2

AFE,, 1 1
lim ——Pot — Q — Q = &(ry)
ri—oo dmey 1 ey 1o
r1 r1—00
und mit der Umbenennung r, — r
I Q
B(r) — E >0
(r) o

Das elektrische Potential einer positiven Punktladung ist also stets positiv mit
den Grenzwerten

lim®(r) = o, lim @(r) =0

r—0 r—00

Das Potential des elektrischen Feldes einer (negativen) Punktladung —@ ist folglich
stets negativ.

Wir stellen fest:

Die Potentiale @(r) des zentralsymmetrischen F-Feldes einer positiven Punkt-
ladung @ bilden ein skalares Feld. Das Potential @(r) ist gleich der potentiellen
Energie, die eine aus dem Unendlichen zum Abstand r verschobene positive Pro-
beladung ¢ besitzt, dividiert durch die Probeladung ¢ . Weil sich die Probeladung
q herauskiirzt, hangt das Potential nicht von der Probeladung ab.

Die elektrische Feldstérke E(r) des elektrischen Feldes der Punktladung @ ist

Coulomb-Kraft pro Probeladung =

_F) 1 Q

g  drme r?

und mit dem Operator ,,grad* (Gradient) der Vektoranalysis gilt die Konvention

2P(z,y,z) E,(T)
E('F’) = —grad®(F) = — %@(m,y,z) = | E,(7)
5 9(z.y,2) E.(r)
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Weil das E-Feld der Punktladung () zentralsymmetrisch ist, hingen das Potential und
damit auch die elektrische Feldstédrke nur von der Kugelkoordinate r ab, sodass der
Gradient in diesem speziellen Fall die einfache Form

d
d = —
grad,. o

annimmt und wir die elektrische Feldstarke durch einfache Differentiation des Poten-
tials @(r) nach r berechnen kénnen:

E(r) = —grad,® = —dié(r)
r
o4/ 1oy (oL@
 dr\dmey ) dreg 12 )
1 Q
E(r) = -
(r) dmrey 12

Wie man sieht, erhélt man das Potential des elektrischen Feldes durch Integration aus
der elektrischen Feldstarke und umgekehrt die elektrische Feldstiarke durch Differen-
tiation aus dem Potential. Dabei ist auf die Vorzeichenkonvention zu achten. Wenn
vor dem Gradienten ein Minuszeichen steht, muss in der Umkehrung auch vor dem
Integral ein Minuszeichen stehen.

Hinweis!

Die elektrische Spannung U zwischen zwei Punkten im F-Feld einer Punktladung @),
z. B. Punkt a im Abstand r; von @) und Punkt b im Abstand r, von @ , ist die negative
Potentialdifferenz zwischen den beiden Punkten, d. h. die elektrische Arbeit, die eine
Probeladung auf dem Weg von a nach b verrichten wiirde:

Up = —Ay = — [(P(b) . @(a)} — &(a) — D(b) .
Die elektrische Spannung ist wie die Potentialdifferenz abhéangig vom F-Feld der La-

dung @ und den beiden Bezugspunkten a und b, aber unabhéngig von irgendeiner
Probeladung.
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